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环 以 及 其 上 的 模 是 代数 学 中 最 基本 的 研究 对 象 . 作为 一 本 系 
统 地 介绍 环 以 及 其 上 模 的 一 般 理论 的 专著 ， F.W.Anderson 和 
K.R.Fuller 的 著作 《 Rings and Categories of Modules 》(《 环 
与 模范 畴 》) 的 第 一 版 由 德国 Springer 公司 作为 美国 研究 生 教 
材 (黄皮书 之 GTM 13) 于 1974 年 出 版 . 由 于 它 被 环 论 和 模 论 
等 研究 方向 的 众多 专家 学 者 广泛 引用 ， 影 响 很 大 ， 这 本 著作 被 
Springer 公司 于 1992 年 再 次 出 版 , 该 书 论述 简洁 易 懂 ， 只 要 有 
一 般 近 世代 数 的 知识 即 可 阅读 , 且 知 识 自 包含 . 该 书 内 容 丰 富 ， 
它 不 仅 用 现代 环 论 方法 , 比较 详细 地 介绍 了 环 、 模 的 基本 概念 、 
基本 理论 和 基本 方法 ， 介 绍 了 有 限 维 代数 的 表示 理论 的 基础 ， 
介绍 了 同调 代数 的 基本 知识 ， 包 括 内 射 模 、 投 射 模 以 及 它们 的 
分 解 ， 模 范畴 的 等 价 和 对 偶 等 ， 而 且 用 这 些 现代 环 论 工具 重新 
阐述 经 典 环 论 理论 ， 如 环 的 Jacobson 理论 、 Artin 环 理论 等 ， 书 
后 还 附 有 大 量 习题 ， 它 既是 一 本 不 可 多 得 的 研究 生 好 教材 ， 也 
是 代数 研究 工作 者 必 备 的 一 本 工具 性 参考 书 ， 从 美国 数学 会 的 
网 站 (MathSciNet) 中 检索 知 ,这 本 著作 的 两 个 版 本 迄今 已 被 引 
用 了 近 500 余 次 . 因此 ,该 书 不 失 为 一 本 有 关 环 论 的 经 典 性 、 基 
础 性 名 著 . 

我 在 1982 年 写 的 书 《 环 与 代数 》 (科学 出 版 社 ，1983), 在 其 
出 版 后 的 20 多 年 中 被 国内 环 论 方面 的 研究 生 作为 教科 书 或 参考 
书 广泛 使 用 着 ， 这 本 书 基本 上 用 元 素 和 理想 的 语言 来 研究 环 与 
代数 的 结构 问题 而 绕 过 了 同调 代数 ， 这 在 当时 就 是 一 个 严重 的 
缺陷 ,现今 更 显得 陈旧 ,这 本 书 再 版 时 ， 将 增加 若干 章 ， 以 示 同 
调 代数 、 函 子 及 范畴 等 是 研究 环 与 代数 的 非常 有 力 的 工具 ， 为 
此 有 限 维 代数 表示 论 的 基础 当 是 首选 内 容 ，Anderson-Fuller 的 这 
本 书 , 则 是 强调 了 环 论 中 的 同调 代数 方法 , 应 该 说 , 这 两 本 书 有 
很 好 的 互补 性 .我 和 Fuller 教授 是 老 相 识 ， 20 世纪 90 年 代 初 他 
曾 来 北京 师范 大 学 讲学 ,我 也 应 他 的 邀请 在 Lowa 大 学 访问 过 . 
我 和 Fuller 教授 都 是 一 般 环 论 出 身 , 也 都 是 看 重 和 喜欢 代数 表示 


ii 序 


论 的 ;代数 表 示 论 不 但 是 一 个 非常 有 生命 力 的 方向 ， 而 且 为 一 
般 环 论 提供 许多 有 启发 性 的 具体 例子 ， 这 是 一 般 环 论 本 身 不 具 
有 的 . 对 于 初学 环 论 的 人 ， 同 时 学 习 或 参考 Anderson-Fuller 的 书 
和 我 的 《 环 与 代数 》 是 有 益 的 . 

多 年 来 ， 国 内 外 许多 学 者 都 希望 能 见 到 该 著作 的 中 译本 . 
王 莹 教授 、 任 艳丽 教授 结合 教学 实践 ， 正 是 在 再 版 的 基础 上 对 
这 本 著作 进行 了 翻译 .我 相信 他 们 的 这 本 译 著 将 会 给 国内 的 环 
论 工作 者 (特别 是 环 论 方向 的 研究 生 ) 的 学 习 和 研究 带 来 诸多 方 
便 ， 所以， 我 非常 乐意 推荐 本 译 著 的 出 版 ， 并 以 此 作 序 . 


刘 绍 学 
2007 年 3 月 
于 北京 师范 大 学 


前 言 


本 书 旨 在 介绍 环 与 模 的 一 般 理论 , 其 内 容 完整 ， 自 成 体系 ， 
可 作为 一 本 入 门 教材 或 高 年 级 的 教材 .我 们 假定 读者 熟悉 在 大 
学 代数 课程 中 教授 的 环 的 知识 ， 我 们 处 理 问 题 使 用 的 是 范畴 方 
法 ， 而 不 是 算术 方法 .本 书 的 主题 是 研究 一 个 环 可 能 拥有 的 单 
边 理想 结构 和 它 的 模范 畴 的 表现 间 的 联系 . 

本 书 首先 简短 概述 集合 理论 和 范畴 基础 ,然后 介绍 环 、 模 和 
同 态 的 基本 定义 和 人 性质, 重点 论述 了 直 和 、 有 限 条 件 、 Wedderburn- 
Artin 定理 、 Jacobson 根 、 hom 和 tensor MP, Morita 等 价 和 对 
偶 、 内 射 模 和 投射 模 的 分 解 理论 、 以 及 半 完 备 环 和 完备 环 等 理 
论 . 在 本 书 的 再 版 中 ， 我 们 增加 一 章 ， 讨 论 了 Artin 环 已 有 的 研 
究 成 果 . 这 些 成 果 有 助 于 构成 Artin 环 和 有 限 维 代数 当代 表示 理 
论 的 研究 基础 ， 为 了 更 好 地 阐述 和 延伸 本 书 内 容 ， 在 书 中 我 们 
还 相应 地 配 了 大 量 习题 ， 其 中 包括 有 一 定 难 度 的 习题 ， 当 然 ， 
也 有 许多 关于 环 和 模 的 重要 理论 本 书 没 有 涉及 到 ， 例 如 同调 、 
商 环 以 及 交换 环 理论 . 

本 书 的 取材 主要 来 自我 们 过 去 几 年 使 用 过 的 讲义 和 研究 结 
果 . 在 撰写 本 书 的 过 程 中 , 我 们 受到 了 学 生 和 同事 的 启发 ， 对 他 
们 的 鼓励 深 表 谢意 .在 此 ， 我 们 也 衷心 地 感谢 那些 曾经 在 一 、 
二 版 编辑 过 程 中 给 予 我 们 帮助 的 人 ， 还 要 感谢 那些 在 前 期 编写 
过 程 中 ， 给 我 们 提出 修改 意见 的 人 . 

最 后 , 我 们 要 向 那些 被 引用 了 著作 , 但 没有 被 署名 的 作者 表 
示 雪 意 ， 实 际 上 ， 本 书 所 有 的 研究 成 果 均 以 某 种 形式 在 有 关 文 
献 中 出 现 ， 它 们 均 可 在 参考 文献 所 列 参考 书目 或 文章 中 找到 ， 
也 可 以 在 我 们 总 参考 文献 中 找到 . 


F.W. KRATEEN 
K.R. 富 勒 尔 于 衣 阿 华 市 
1992 年 1 月 
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本 节 集 中 给 出 各 种 概念 、 术 语 以 及 相关 背景 信息 . 当然 ， 以 后 根据 需要 我 们 可 “ 
以 改变 概念 和 术语 ， 那 时 将 做 自我 说 明 ， 而 不 需要 任何 进一步 的 解释 . 

关于 范畴 ， 我 们 将 只 涉及 非常 特殊 的 具体 范畴 ， 并且 对 于 范畴 代数 的 运用 也 只 
是 术语 上 的 初级 的 运用 ， 可 以 把 它 只 看 作 是 一 个 术语 . 这 里 我 们 给 出 经 常用 到 的 基 
本 术语 和 略 多 的 知识 .我们 强调 尽管 范畴 的 实际 运用 将 逐步 发 展 ， 但 我 们 希望 是 很 
自然 的 发 展 ， 因 此 ， 刚 开始 时 不 需要 努力 掌握 它 . 

0.1 函数 一 般 我 们 写 函 数 “在 左边 "， 但 也 不 总 是 这 样 ， 即 如 果 fÆ ASB 
的 函数 ， 并 且 ac A, 我 们 用 f(a) 表示 f 在 a KWE. WA f: A> BERRAR 
B 的 函数 .一 个 函数 f : 4 一 B 按 元 素 作 用 定义 为 


f:am f(a) (a€ A). 
Am, WRA CA, f 在 4 上 的 限制 (f | A’) 定义 为 
(CE 
给 定 f:4 一 B，A' C4，B' CB, 我们 记 
L(A’) = {f(a) |ae A}, f°(B)= {a € A | f(a) € B’}. 


两 个 函数 f: A> BAG: BOO 的 合成 或 者 积 我 们 记 为 gof, 或 者 当 没有 歧义 
时 ， 记 为 gf; 从 而 ，gof :4 一 C 定义 为 gof :a g(f(a)) (a € A). 无论 在 哪里 
定义 ， 函 数 的 运算 都 满足 结合 律 ， 4 到 它 自身 的 恒 等 函数 记 为 14. 4 到 已 所 有 函 
数 的 集合 记 为 BA 或 Map (A, B) : 


B^ = Map (A,B) = {f | f : A > B}. 


因此 44 在 合成 运算 下 是 一 个 么 半 群 (= 有 单位 元 的 半 群 ). 
称 集合 和 函数 组 成 的 图 表 可 交换 或 是 交换 的 , 如 果 从 一 点 到 另 一 点 与 路 径 选 
择 无 关 ， 例 如 ， 下 面 第 一 个 图 表 可 交换 当 且 仅 当 f = hg. 如 果 第 二 个 可 交换 ， 


atop aL,p—2-c 
14 A Ae 
é D——E 


特别 地 ， 从 4 到 妃 与 路 径 的 选择 无 关 ， 则 jgf = ih. 
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称 函数 f: 4 一 B 是 单 射 的 ( 满 射 的 ) 或 是 一 个 单 射 ( 满 射 ), WREE £ (A) 
ty’: B A, 即 对 于 某 个 尹 : B 一 A, 如 果 f'f = 14(ff' = 12). 因此 ( 见 (0.2)) 
f:A— B 是 单 射 ( 满 射 ) 当 且 仅 当 f 是 一 对 一 的 (到 B 上 的 ). 称 函数 1:4 一 B 是 
双 射 的 或 一 个 双 射 , 如 果 f 既是 单 射 又 是 满 射 ， 即 当 旦 仅 当 存在 (唯一 的 ) 逆 函 数 
fo): Bo AER Ff = 1p, fS = 14. 

如 果 ACB, WAX i=iacy: 4 一 B 定义 为 i= (1p | A) : a a( 对 于 任意 
ae A), 称 其 为 A 到 B 中 的 包含 映射 . 注意 , WAC BACC, ABC, W 
iAcB #iaco. 当然 ， 14 = iacAa. 


对 于 每 对 (0,1) 都 有 一 个 Kronecker 符 号 , 即 所 有 序 对 组 成 的 类 上 的 函数 5 : 


(a, B) 一 dap 定义 为 
1, a=8, 
Sap = 
0, aff. 


无 论 什么 时 候 我 们 用 Kronecker 符号 ， 上 下 文 都 将 清楚 介绍 元 素 对 (0,1) 的 意义 . 
0.2 选择 公理 设 4 是 一 个 集合 ， .7 是 B 中 非 空子 集 构成 的 集 族 ，o 是 4 
到 ,9 的 一 个 函数 ， 则 选择 公理 是 指 存在 一 个 函数 9 : 4 一 B, 使 得 


g(a)€o(a) (ae A). 


现在 假设 f: B 一 A 是 到 A 上 的 ， 即 1(B) = A, 则 对 于 每 个 os A, 都 存在 非 空 子 
R o(a) = 广 !({aj) C B. 对 A, 函数 cc:am o(a) Ml B 的 子 集 族 .> 应 用 选择 公理 
产生 了 了 的 右 逆 g, 因此 正如 (0.1) PARE, f 是 满 射 . 

设 ~ 是 集合 A 上 的 等 价 关系 . 称 4 的 子 集 RR 是 关系 ~ 的 表示 的 (完全 ) 无 
TRR, 如 果 对 于 每 个 as A, 都 有 唯一 的 ola) e RR 使 得 a ~ ola). 选择 公理 确保 了 
每 个 等 价 关 系 的 表示 的 无 元 余 集 的 存在 性 . 

0.3 笛 卡 儿 积 KH o: A X 有 时 称 为 指标 集 (在 X 内 被 4 加 标 ) 或 4 -多 元 
组 (X 内 的 ), 并 记 作 

o = (za)ae4， 
其 中 ra = o(a). WR A= {1, n}, 则 我 们 使 用 标准 记 法 (Ca)aca = (z1,… En). 
BW (Xa)aea 是 X 的 非 空子 集 的 指标 集 ， 则 (Xa)aea 的 (EFJ) R 是 


XaXq = {0 : A > X | o(a) € Xe (WE AD}. 


即 XAXa 恰 是 所 有 A - 多 元 组 (za)aea 组 成 的 集合 ， 其 中 za C Xa (a € A). 由 选 
择 公理 知 X4Xa 是 非 空 的 .如 果 4 = 全 ,…,n}, 则 我 们 改变 记 法 记 作 


XAXa = X1 X-X Xn: 


§ 0. 准 备 iit 


EE, MR X = Xe (a e A), 则 第 卡 儿 积 XXa 就 是 X4, BI 4 一 X 的 所 有 函数 
组 成 的 集合 .对 于 每 个 a e A, ORB Ta: XAXa 一 Xa 定义 为 


Ta :arvo(a) (ceXaXa). 


在 4 - 多 元 组 的 记 法 中 , re((ze)es4a) = To. 选择 公理 的 一 个 简单 应 用 表明 每 个 ra 
都 是 满 射 , 注意 , 如 果 o M o WEERLE, W o=o 当 且 仅 当 对 于 所 有 a€ A, 
有 rac = Tao’. 这 个 事实 确定 了 下 述 结果 的 唯一 性 ， 我 们 常用 这 个 结果 按 坐标 给 
出 某 些 定义 ， 我 们 省 略 该 结果 的 简单 证 明 . 

0.4 设 (Xa)aea 是 非 空 集合 的 指标 集 , Y 是 一 个 集合 , 而 且 对 于 任意 a € A, 设 
fa :Y 一 Xo, 则 存在 唯一 的 f: Y 一 X4Xa, 使 得 对 于 每 个 cs A, 都 有 naf = fa 

0.5 偏 序 集 和 格 称 集合 己 上 的 关系 和 是 偏 序 关 系 , 如 果 和 是 自 反 的 (a < a) 、 
传递 的 (a <b, Hb<csadc), RMP (a< b, Hb<a>a=d). 把 集合 和 这 
个 集合 上 的 偏 序 关系 组 成 的 对 (p, <) 称 为 部 分 序 集 或 偏 序 集 , 记 作 (已 <), 如 果 这 
个 偏 序 集 是 全 序 集 (对 于 每 对 a,b, 有 a <b KL < a), 则 称 它 是 一 个 链 . 如 果 (P, <) 
是 偏 序 集 ， 且 PS P，(P's') 是 < 在 P 上 的 限制 ， 则 称 (P', <À 是 偏 序 子 集 ， 
因此 ， 我 们 通常 认为 偏 序 集 (P, <) 和 它 的 基础 集 P 是 一 致 的 . 

设 是 偏 序 集 , 4 C P, 称 元 素 ee A 是 4 中 的 最 大 元 (最 小 元 ), 如 果 对 于 所 
有 的 aE A, 有 a < e (e < a). 并 不 是 偏 序 集 的 每 个 子 集 都 有 最 大 元 或 最 小 元 ， 但 
是 如 果 存 在 ， 则 一 定 是 唯一 的 ( 见 下 面 的 例子 (2).). PTER bE 了 是 4 的 上 界 (下 
界 ), 如 果 对 于 所 有 的 ae A, 有 a <b < aq). 因此 ， 如 果 A 的 最 大 元 (最 小 元 ) 存 
在 ， 则 它 一 定 是 4 的 上 界 (下 界 ). 如 果 4 的 上 界 组 成 的 集合 有 最 小 元 ， 则 称 这 个 
最 小 元 为 4 的 最 小 上 界 (lub), 并 或 者 上 确 界 (sup); 如 果 A 的 下 界 组 成 的 集合 有 最 
大 元 ， 则 称 这 个 最 大 元 为 4 的 最 大 下 界 (glb), 交 、 或 者 下 确 界 (inf). 格 (完全 格 ) 是 
指 偏 序 集 P 的 任意 元 素 对 (任意 子 集 ) 在 P 内 既 有 最 小 上 界 又 有 最 大 下 界 . 

例 (1) 设 X 是 一 个 集合 ，X RAE X 中 所 有 子 集 组 成 的 集合 P(X), 
在 集合 包含 关系 为 偏 序 关 系 下 P(X) 是 偏 序 集 ， 偏 序 集 P(X) 是 完全 格 ， 这 是 因 
HMR of 是 P(X) HFR, W of 在 P(X) 内 的 最 小 上 界 是 Uex, 最 大 下 界 是 Nf. 

例 (2) HX B—-TME, F(X) EX 中 一 切 有 限于 集 构成 的 集合 , 则 F(X) 
关于 集合 包含 关系 是 偏 序 集 ， 并且 F(X) 是 格 . 这 是 因为 如 果 AB < F(X), W 
AUB 和 4nB 是 它们 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 ， 由 于 AUBA ANB HE A,B E 
F(X) 内 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 ， 从 而 F(X) 是 P(X) 的 子 格 , 但 是 注意 ,如果 
X 是 无 限 的 ， 则 F(X) 不 是 完全 格 . 

例 (3) 设 蕊 是 实 线 数值 上 单位 闭 区 间 , 则 XX 内 所 有 闭 区 间 构 成 的 集合 A(X) 
显然 是 P(X) 的 偏 序 子 集 ， 而 且 F(X) 的 任何 子 集 的 交 (= 在 P(X) 的 最 大 下 界 ) 
还 在 A(X) A. F(X) 的 任意 子 集 A 的 并 的 凸 闭 包 在 (XX) 内 ， 而 且 也 是 or 
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在 A(X) 内 的 最 小 上 界 , 因此 A(X) 是 完全 格 . 但 是 A(X) 不 是 P(X) 的 子 格 ， 
这 是 因为 A (X) 的 某 个 元 素 对 在 A (X) 的 最 小 上 界 并 不 是 P(X) 内 的 最 小 上 界 
=) 
例 (4) 设 XX 是 二 维 实 向 量 空间 ，.(X) 是 所 有 子 空间 构成 的 集合 , 则 A(X) 
是 P(X) 的 偏 序 子 集 ， 而 且 A(X) 的 任意 子 集 的 交还 在 IX) A. PX) 的 任意 
TR A 在 .F(X) 内 的 最 小 上 界 是 由 Uy 生成 的 子 空间 (不 一 定 是 Usy 本 身 ). 因此 
S(X) 是 完全 格 但 不 是 P(X) 的 子 格 . 
设 PER, WIX a,b E P 在 P 内 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 ， 我 们 分 别 记 为 
aVb Aland. 这 样 通过 以 下 方式 定义 的 已 x 书 到 书 的 映射 V 和 和 
(a,b) uVb, (a,b) = arb, 
就 都 是 P 上 的 二 元 运算 . 易 见 (P, v) 和 (P, A) 是 交换 半 群 ， 其 中 
aVa=ada (a€P). 
称 格 是 模 格 , 如 果 格 满足 模 律 : 对 于 所 有 的 a,b,c E P, 
Hi a > b AHEM aA (bVc) =bV (adc). 
我 们 遇 到 的 大 多 数 格 是 模 格 (但 是 上 面 的 (3) 不 是 ). 称 格 是 分 配 的 , 如 果 它 满足 更 
强 的 性 质 ， 对 于 所 有 a,b,c e P, 有 
aA (bV c) = (a Ab) V (adc). 


例如 (1) 和 (2) 是 分 配 的 ， 但 (4) 不 是 . 

0.6 ”如果 偏 序 集 P 有 最 小 上 界 ( 即 P 含有 一 个 最 大 元 ), ME P 的 每 个 非 空子 
RE P AMARA EA, M P 是 完全 格 . 

证 明 只 需 证 明 如 果 BC P, W B 在 P 内 有 最 小 上 界 . Bee © Pk P 
大 元 ， 则 对 于 所 有 的 z <P, 有 e > 7. 特别 地 ,B 的 上 界 构成 的 集合 是 非 空 的 ， 因 此 
B 的 上 界 有 最 大 下 界 . 显然 B 的 上 界 的 最 大 下 界 是 B 的 一 个 上 界 ， 因 此 也 是 B 的 
最 小 上 界 . 口 
0.7 格 同 态 GPA P ERYR, HA S: Po P iE REG (UREN), 
wh Pa <b AHEM P’ f(a) < fO) < f(a)). MR P ANP’ ERG, 称 f 
是 格 同 态 (BREA), Mabe P, 有 


flav b) = fla) V fb) (flav b) = f(a) A f(b), 
flaAb)= fla) Afb) (F(@Ab) = fla) v f(b). 
BR (运用 a <b e a= anb) 格 同 态 是 保 序 的 . 但 反之 不 成 立 (运用 (0.5) 中 例 (3) 


的 包含 映射 g(z) 一 A(x). 双 射 的 格 ( 反 ) 同 态 是 格 ( 反 ) 同 构 . 容易 证 明 下 面 这 个 
有 用 的 结果 . 
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0.8 PHP 是 格 ，f :PP 一 P' RIH, CERIA f: P o P, W S 
是 格 同 构 当 且 仅 当 f 和 S 是 保 序 的 . 

0.9 RAKE BP 是 偏 序 集 ， 称 元 素 me P 是 P 中 的 RATE ( 极 小 元 )， 
Mm x EP, MER @ > m (z < m) 可 推出 z=m. 显然 ，P 中 的 最 大 元 (最 小 元 ) 
如 果 存 在 ， 则 一 定 是 P 中 的 极 大 元 ( 极 小 元 ). 另 一 方面 ， 偏 序 集 可 能 有 许多 极 大 元 
( 极 小 元 ) 但 没有 最 大 元 (最 小 元 ). 

称 偏 序 集 P 是 归纳 的 , 如 果 P 的 每 个 子 链 在 P 内 都 有 上 界 ， 即 对 于 P 的 每 
个 全 序 子 集 C( 全 序 关 系 为 P 中 的 偏 序 关系 ), 存在 P 中 的 一 个 元 素 大 于 或 者 等 于 
C 中 的 每 个 元 素 . 极 大 值 原理 (经 常 称 为 Zorn 引 理 ) 是 选择 公理 的 等 价 形式 GEIL 
Stoll [63]). 极 大 值 原理 的 叙述 是 ， 

每 个 非 空 的 归纳 的 偏 序 集 至 少 有 一 个 极 大 元 ， 

0.10 基数 ” 称 两 个 集合 4 和 B 是 基数 等 价 的 或 有 相同 的 基数 , 如 果 存 在 A 
到 B 的 一 个 双 射 (因此 也 存在 一 个 B 到 A 的 双 射 ). 由 于 基数 等 价 这 一 关系 是 集合 
之 间 的 一 个 等 价 关 系 , 从 而 所 有 集合 的 类 ( 见 (0.11)) 可 以 按 基数 等 价 划分 为 若干 个 
集合 的 类 ， 这 些 不 同 集合 的 类 就 是 不 同 的 基数 . 集合 4 的 类 记 为 card A: 

card A = {B | 存在 一 个 双 射 4 一 B}. 
给 了 两 个 集合 4 和 B, 我 们 记 作 


card A < card B, 


如 果 存 在 一 个 4 到 B 的 单 射 (或 者 等 价 地 存在 B 到 4 的 一 个 满 射 )， 显然 此 定义 
与 代表 元 A 和 B 的 选择 无 关 . 给 了 集合 A 和 B, 总 存在 一 个 到 另 一 个 的 单 射 . 
Cantor-Schrider-Bernstein 定理 的 叙述 是 : 

如 果 card A < card B, F, card B < card A, I] card A = card B. 
从 而 关系 < 关于 基数 的 类 是 一 个 全 序 集 . 

WN = (1,2,---} 是 自然 数 ， 它 的 基数 通常 记 为 card N = No， 称 集合 4 是 
有 限 的 , 如 果 card A < card N. “4S card({1,---,n}) = n, card Ø = 0， 如 果 
card A < card N, 则 A 是 可 数 的 . 如 果 card A > card N, 则 A 是 无 限 的 . 

基数 的 算术 运算 定义 为 


card A+ card B =card((A x {1}) U (B x {2})), 
card A- card B = card(A x B), 
(card A)r4 B) = card( AP), 


如 果 4 和 BEARE, WRASSE Ie, FAA. 而且， 它们 
满足 : 
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(1) 如 果 4 是 无 限 集 ， 则 card A+ card B = max{card A, card B}. 
(2) 如 果 A 是 无 限 集 ， 且 B#a, 则 


card A. card B = max{card A,card B}. 
(3) 对 于 所 有 集合 A,B 和 C, 有 


(card A){card B))(card ©) = (card A) card B)(card ©), 


(4) 如 果 card B > 2, W (card B)(ee"4 4 > card A. 
很 容易 在 等 集合 P(A) 和 由 A 到 {1,2} 的 函数 组 成 的 集合 之 间 建 立 一 个 双 射 ， 从 
而 有 card (P(A)) = 204 A > card A. 然而 ， 任 何 无 限 集合 4 的 一 切 有 限 子 集 构 
成 的 集合 和 A 有 相同 的 基数 ， 详 见 Stoll[63]. 

0.11 范畴 “类 ” 同 “集合 ”一 样 ， 我 们 不 做 定义 ， 每 个 集合 都 是 一 个 类 ， 而 
且 存在 一 个 类 包含 所 有 集合 ， 注 意 ， 如 果 4 是 集合 ， © 是 类 ， 则 P(A) 中 的 指标 
类 (Acces 的 交 和 并 在 4 W. 设 多 是 类 ， 对 于 每 对 A, BE ©,  morc(A, B) 是 
集合 ， more(A, B) 的 元 素 记 为 “ 射 ” 了 : 4 一 B, 4 称 为 定义 域 ,B 称 为 值 域 最 
上 后， 假设 对 于 三 元 组 4, B,C e 多 , 存在 函数 


o :morc(B,C) x more(A, B) 一 morc(4,C). 
则 我 们 把 由 一 对 “ 射 
g:B>C , f:A>B 


确定 的 “ 射 ” 记 为 gf : 4 C. 称 由 类 E, BRAT moro : (A, B) + morc(A, B) 以 及 
规则 。 组 成 的 系统 C = (E, morc, o) 是 一 个 范畴 , 如 果 它 满足 
(C.1) 对 于 每 个 三 元 组 hi:C 一 D,g:B 一 C,f:4 一 B, 有 


ho(gof)=(hog)of. 
(C.2) 对 于 每 个 4e 多 , WR fF: A> Bg: CA, 
存在 唯一 的 14 € morc(4, A) 使 得 
fola=f , lacg=g. 


如 果 C 是 范畴 ; 则 类 多 中 的 元 素 称 为 此 范畴 的 对 象 “ 射 " 1 : 4 B 称 为 态 射 ,部 分 
映射 。 称 为 合成 , 态 射 14 称 为 范畴 的 单位 元 . 称 C 内 的 态 射 了 : 4 一 B 为 同 构 ， 
WR C 内 存在 (一 定 是 唯一 的 ) 态 射 f: B 一 4 使 得 f-1of = 14, fof? = 1p. 

我 们 最 感 兴趣 的 范畴 是 某 些 “ 具 体 ” 范 畴 . BEC = (E, morc, o) 是 范畴 . 说 C 
是 具体 范畴 , 如 果 存 在 从 © 到 集合 类 的 函数 u 使 得 对 于 每 个 A, Be 多 , 有 


morc(A, B) C Map (u(A), u(B)), 


la = lu(4)， 


并 且 o 是 通常 的 函数 的 合成 . 这 里 同 构 f: 4 一 B 就 是 一 个 双 射 f : u(A) 一 u(B). 

例 (1) 设 是 所 有 集合 的 类 ， 对 于 每 对 4,B € .9, 令 mors(4,B) = 
Map (A,B), 而 且 对 十 一 切 A,B,C € Z, 设 。: mors(B,C) x mors(A, B) 一 
mors(4,C) 是 函数 的 合成 , 则 S = (. ,mors,o) 是 具体 范畴 , 其 中 对 于 每 个 A CY, 
有 u(4) = A. 称 S 为 集合 范畴 . 

Bl (2) 设 乡 是 所 有 群 组 成 的 类 ， mora(G, H) 是 G 到 H 的 所 有 群 同 态 构成 
的 集合 ， 而 且 令 。 是 通常 的 函数 的 合成 ， 则 G = (8 , more, o) 是 具体 范畴 ， 即 群 
范畴 , 其 中 v(G) 是 G 的 基础 集 . 

例 (3) 实 向 量 空间 V 的 范畴 是 (XY, morv, o), 其 中 多 是 实 向 量 空间 组 成 的 类 ， 
mory(U,V) 是 避 到 的 线性 变换 构成 的 集合 ,。 是 通常 的 合成 ， 此 范畴 是 具体 范 
Be, Set u(V) 是 V 的 基础 集 . 

Bl (4) 设 P 是 所 有 偏 序 集 组 成 的 类 ，morp(P,Q@) 是 所 有 单调 映射 ( 保 序 的 
和 反 保 序 的 ) 构成 的 集合 ,。 是 通常 的 合成 ， 则 (A, morp, 0) 不 是 范畴 ， 这 是 因为 
不 符合 要 求 一 两 个 单调 函数 的 合成 不 一 定 是 单调 的 . 

如 果 C =(%, more, o) 是 具体 范畴 ， 则 集合 u(A) 称 为 4e % 的 基础 集 . 

称 范畴 D =(2, morp, o) 是 C = (€, morc, o) 的 子 范畴 , 如 果 DC, 对 于 每 
对 A, B € 2, # morp(A, B) C morc(A, B), D RHY o JÈ o YE C 中 的 限制 ， 如 果 再 
加 上 对 于 每 对 A, B € 2, 有 morp(A, B) = morc(A, B) 这 一 条 件 , W D 是 C 的 完 
全 子 范畴 . 

显然 Abel 群 组 成 的 类 是 群 范畴 的 一 个 完全 子 范畴 的 对 象 类 ， 而 且 此 范畴 有 对 
象 是 有 限 Abel 群 的 完全 子 范畴 ， 代 数 中 最 普遍 的 做 法 是 认为 范畴 中 的 对 象 和 它 的 
基础 集 是 一 致 的 ， 例 如 ， 我 们 通常 认为 由 集合 G 和 运算 。 组 成 的 群 (G,o) 与 它 的 
基础 集 G 是 一 致 的 ， 但 是 注意 群 范畴 并 不 是 集合 范畴 的 子 范畴 ， 这 是 因为 对 于 I 
AIA AE (G, 0),(H,0), 有 


morg((G,°), (H,°)) Map (G, H), 


morg((G, 0), (H,°)) £ Map ((G, 0), (H,°)). 


0.12 函 子 ” 函 子 可 以 看 作 “ 范 畴 的 同 态 ”. 设 C =€, more, 0) 和 了 D =(Y, morn, 
o) 是 两 个 范畴 ， 称 函数 对 下 = (F, FP”) 是 C 到 了 的 一 个 共 变 函 子 , 如 果 F 是 从 
儿 到 多 的 一 个 函数 ，F" 是 从 C 中 的 态 射 到 D 中 的 态 射 的 一 个 函数 ， 对 于 所 有 的 
A,B,C € €, RAW f:A>BMg: BOC, A fgeC, H 

(F.1) F” f : F(A) > F'(B) 在 DD 中 ; 

(F.2) F"(go f) = F"g)oF"(f)s 

(F.3) F"(1a) = Lea). 
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从 而 ， 一 个 共 变 函 子 把 对 象 映 成 对 象 ， 态 射 映 成 态 射 ， 单 位 元 映 成 单位 元 ， 且 “ 保 
持 可 换 三 角形 ” 


> 站 如 raO pp) 
g > 2 F"(g ne foo 
C F'(C) 


一 个 反 变 函 子 是 一 对 F = (F', F”), 满足 : 

(FA)? F"(f) : F'(B) > F'(A) Œ D t}; 

(F.2)" F”(g o f) = F" (f) o F(a) ; 

(F.3) F" (14) = Lea): 
ALk—+* RAR “MATH”. 

例 (1) 给 了 范畴 C =(%, more, o), 就 存在 C 到 C 的 单位 函 子 lc = (16,14), 
定义 为 16(4) = A, 16(f) = f- 

BI (2) 设 C =(@, morc, o) 是 具体 范畴 ， WERT A € ©, & F'(A) = u(A) 是 
A 的 基础 集 ， 对 于 C 中 的 每 个 态 射 f, 令 F") = f, WER F = (F', F") 是 C 到 
集合 范畴 的 一 个 共 变 函 子 ， 称 它 为 遗忘 函 子 (因为 它 “ 忘 记 ” C 对 象 上 的 所 有 “ 结 
H”). 很 明显 存在 许多 类 型 的 “部 分 遗忘 函 子 ”一 一 例如 ， 实 向 基 空 间 范畴 到 可 换 
群 范畴 的 共 变 函 子 “忘记 了 ”标量 乘法 . 

例 (3) 设 (G,+) 是 Abel 群 ， 如 果 AERE, W (G4,+) 是 Abel 群 ， 其 中 ， 
对 于 mwreG4,c+TreG4 定义 为 (rc+T):am o(a) +r(a)，( 注 意 (G4,+) 关于 
按 坐标 进行 运算 的 加 法 是 card A 个 G 的 笛 卡 儿 积 . ). 定义 F'(A) = (G4, +). 如 果 
A,B ÆRA, f : A> B, HE 到 (1):G2 一 G4 定义 为 


F"(f)(o)=0o0f (o €G”), 


则 F”(f) 是 群 同 态 ，F = (F, F") 是 从 非 空 集合 范畴 到 Abel 群 范畴 的 一 个 反 变 
PRP. 所 有 类 型 的 反 变 函 子 都 可 用 这 种 方法 构造 . 例如 ， 如 果 (G,+, 0) 是 实 向 基 空 
间 ， 则 按 坐标 进行 运算 可 得 G4 是 一 个 向 量 空间 ， 还 可 得 到 一 个 到 实 向 基 空 间 的 反 
变 函 子 . 

给 了 函 子 下 = (F', F"), 我 们 通常 用 (4) 和 F) 代替 F'(A) 和 F") 对 于 
ERER, 应 该 注意 的 是 , 范畴 的 一 个 态 射 了 可 能 也 是 范畴 的 一 个 对 象 , 因此 F(A) 
和 F") 有 不 同 的 意义 . 

0.13 自然 变换 “自然 变换 是 指 在 相同 的 范畴 中 比较 两 个 函 子 . 设 AD 是 范 
畴 ,已 和 G 是 C 到 D 的 函 子 比如 说 是 共 变 函 子 . 令 n= (ma)aec 是 DD 内 被 名 
所 标记 的 态 射 的 指标 类 ， 使 得 对 于 每 个 Ae %, 有 


na € morp(F(A),G(A)). 
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FE n Æ F FG 的 自然 变换 , 如 果 对 于 每 对 4, Be 和 每 个 fe morc(A, B), 图 表 


FU4) 一 CD F(B) 
n., 1B 
G(A4)— SD 。 G(B) 


可 交换 ， 即 nwo F(f) = G(f)。na. 如 果 每 个 ya 都 是 同 构 ， 则 7 称 为 自然 同 构 (如 
RP AG 是 反 变 函 子 ， 只 需 颠 倒 射 FU) 和 GU) 即 可 ). 函 子 的 重要 性 在 于 “它们 
保持 了 可 换 三 角形 *". 自然 变换 7 实现 了 “可 换 三 角形 的 平移 ”: 


FA 一 一 至 一 一 GO 
F(f) (f) 
F(gf) ¥(B)—!2— Gof) G(B) 
F(g) G(g) 
F(C)12_- G(C) 


事实 上 C 中 的 任意 可 换 图 形 A, 当 F 和 G 作用 在 元 素 上 时 都 会 在 D 中 产生 可 换 
图 形 F(A) 和 GONAH F A G 是 函 子 ), 从 而 下 到 G 的 一 个 自然 变换 把 F(A) 
可 换 地 平移 到 G(A) E 由 于 受 现 阶 段 知识 的 限制 ， 我 们 将 在 以 后 合适 的 时 候 给 出 
更 多 有 趣 的 函数 的 例子 ( 见 $ 20). 


一 些 特殊 的 记 法 
非 负 整数 集 ， No = {0,1,2,…}. 
正 整数 集 ，N = {1,2,…}. 
P={pEN |p BRM }. 
Z = 整数 集 . 
Zn = {0,1 ,no 1}. 
Q= 有 理 数 集 . 
R= 实数 集 . 
C= 复数 集 . 
o= 空 集 . 


第 一 章 M, RAS 


我 们 研究 的 主题 是 环 理论 . 本 章 我 们 介绍 研究 环 理论 的 基本 工具 . 第 1 节 复习 
环 、 子 环 、 理 想 以 及 环 同 态 的 基本 事实 ， 同 时 也 介绍 一 些 以 后 需要 用 到 的 记 法 和 例 
yt. 

与 群 的 置换 表示 理论 类 似 ， 环 也 有 重要 而 自然 的 表示 理论 我 们 将 看 到 ， 每 个 
环 都 可 以 用 一 批 Abel 群 的 自 同 态 环 进行 表示 . 这 些 表示 中 的 每 一 个 称 为 模 . 关于 
环 的 大 其 信息 我 们 可 以 通过 它 所 拥有 的 模 类 的 研究 来 得 到 . 模 实 际 上 是 向 基 空 间 和 
Abel 群 的 推广 , 模 的 基本 性 质 与 这 两 个 特殊 系统 的 性 质 十 分 类 似 . 第 2 节 和 第 3 节 
我 们 介绍 模 和 它们 的 同 态 . 在 第 4 节 我 们 将 看 到 它们 形成 各 种 重要 而 自然 的 范畴 ， 
在 那里 将 开始 模范 畴 的 学 习 . 


$ 1. 环 和 环 同 态 的 复习 
环 和 子 环 


谈 到 环 我 们 总 是 指 有 单位 元 的 结合 环 ， 就 形式 而 言 ,一 个 环 是 一 个 系统 
(及 +，…0,1), 它 由 一 个 集合 R, 两 个 二 元 运算 加 法 (+) 和 乘法 () 以 及 R 中 的 两 
个 元 素 0 A 1 组 成 , 使 得 (R, +,0) 是 一 个 Abel 群 ,(R，,1) 是 一 个 么 半 群 ( 即 有 单位 
元 的 半 群 ) , 而 且 乘 法 对 加 法 的 左 ， 右 分 配 律 都 成 立 ， 乘 法 结构 是 交换 的 环 称 为 交 
换 环 . 我 们 认为 读者 已 经 熟悉 了 环 的 基本 运算 ， 因 此 我 们 在 做 运算 时 就 不 作 进一步 
的 解释 了 ， 在 不 引起 混 消 的 前 提 下 ， 我 们 采用 一 直 以 来 认可 的 环 和 它 的 基础 集 是 一 
致 的 约定 ， 当 然 ， 当 我 们 涉及 多 于 一 个 环 时 ， 为 了 消除 不 明确 性 ， 我 们 可 能 会 改变 
记 法 . 例如 ， 对 于 RAS 两 个 环 ， 我 们 会 用 这 种 明显 的 记 法 1R 和 1s 来 区 分 它们 
的 单位 元 . 

在 实际 中 , 尤其 是 一 些 分 析 的 领域 中 , 经 常会 遇 到 “没有 单位 元 的 环 ”. 然而 在 
我 们 的 研究 中 往往 假设 环 有 单位 元 而 实际 上 未 必 有 , 这 是 因为 没有 单位 元 的 环 可 以 
自然 地 贬 入 到 有 单位 元 的 环 中 ( 见 练习 (1.1)). 因此 我 们 对 单位 元 的 需求 没有 必须 的 
限制 ， 这 样 可 以 使 我 们 避免 大 量 的 理论 重复 . 

在 本 节 的 内 容 和 它 的 练习 中 ， 我 们 将 非常 简洁 地 涉及 一 些 更 基本 的 概念 和 例 
子 ， 这 些 概念 和 例子 是 我 们 学 习 环 的 工具 . 

设 RR 是 一 个 环 ， 元素 ae R 称 为 

(1) 在 左边 是 可 消去 的 (或 左 消去 的 ), 如 果 对 于 一 切 r, y ER, 
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由 az 一 ay 可 推出 2=y; 

(2) 左 零 因子 , 如 果 存 在 元 素 ! 尖 0,b € 已 , 使 得 ab =0; 

(3) 在 左边 是 可 道 的 (或 ATRA), 如 果 存 在 元 素 a € R( 称 为 a 的 左 逆 ) 使 得 
aa 一 1 
同 理 ， 右 边 和 双边 (= 左 和 右 ) 的 情形 ， 比 如 右 消 去 的 和 消去 的 概念 也 应 该 清楚 了 
(在 练习 中 我 们 可 以 看 到 这 些 特 殊 元 素 的 一 些 算术 性 质 ). 

这 些 算 术 概念 为 环 提 供 了 一 个 重要 的 分 类 方法 . 称 环 RE Rk, 如 果 它 的 任意 
非 零 元 素 是 可 消去 的 (或 等 价 说 没有 非 零 的 零 因 子 ). 注意 ， 整 域 不 一 定 是 交换 的 . 
除 环 是 每 个 非 零 元 都 有 逆 元 的 环 ( 见 练习 (1.2)); 从 而 ， 一 个 除 环 是 一 个 整 域 ， 一 个 
交换 的 除 环 是 一 个 域 . 

我 们 保留 有 时 称 “ 单 位 子 环 ” 为 “ 子 环 "” 的 习惯 . 因此 , 设 R 和 5 是 环 , 我 们 
RSE RM FARES 的 一 个 扩 环 , 并 且 记 为 S < R, 如 果 关于 加 法 SRY 
-个 子 群 ， 关 于 乘法 3 是 尽 的 一 个 么 半 群 ;特别 地 ， 当 3 是 RR 的 子 环 时 ，5 一 定 
包含 R HRÈ 1. 

整 域 的 每 个 子 环 也 是 一 个 整 域 , 但 整 域 的 扩 环 不 一 定 是 一 个 整 域 .例如 ， 从 民 
到 RR 的 所 有 连续 函数 组 成 的 环 不 是 一 个 整 域 ， 但 是 常 值 函 数 形成 了 它们 的 一 个 子 
环 ， 而 且 是 一 个 域 ， 整数 环 Z( 一 个 整 域 ) 作为 有 理 数 集 Q( 一 个 域 ) 的 子 环 可 以 自然 
地 嵌入 其 中 . 通常 ， 每 个 交换 的 整 域 都 有 一 个 自然 的 扩 域 ， 称 之 为 分 裂 域 (或 商 域 )， 
分 裂 域 的 构造 方法 和 由 Z 构造 出 Q 的 方法 一 样 . 


环 同 态 


如 同 环 需要 有 单位 元 一 样 ， 环 同 态 也 需要 保持 环 的 单位 元 ,这样 ， 如 果 忆 和 S 
FESR, PROBL o: R S 是 ( 环 ) 同 态 , 如 果 o 既是 一 个 加 法 群 同 态 又 是 乘法 么 半 群 
的 同 态 ， 即 函数 $ 是 环 同 态 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 a,be R, 有 


la +b) = pla) + (6); plab) = pla)p(b); $r) = 1s. 


两 个 环 同 态 的 合成 (就 像 定义 函数 一 样 ) 仍 是 一 个 环 同 态 , 而 且 恒 等 映射 Ir: R> R 
是 一 个 环 同 态 (在 实际 中 ， 记 法 1 的 不 明确 性 不 会 产生 ， 事 实 上 ， 如 果 我 们 把 R 
中 的 元 素 视 为 “乘法 ” R> R, 那么 这 种 不 明确 性 就 会 消失 . ) 从 而 ， 环 和 环 同 态 的 
集 族 再 加 上 通常 的 合成 是 一 个 具体 范畴 (0.11). 

一 个 双 射 (作为 一 个 函数 ) 的 环 同 态 $ : R S 称 为 ( 环 ) 同 构 . 如 果 $ 是 环 同 
构 ， 则 作为 RBIS 函数 ，4 有 道 ， 即 存在 (一 定 是 唯一 的 ) 函数 区: S> RE 


pog=lr, dGov=ls. 


乡 一 定 是 环 同 构 ， 这 是 因为 如 果 s,s E S, 有 
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$Y(ss") = 1s(ss') = ss’ = 15(s)15(s’) 
= p(s) d(Y(s')) = o(v(s)¥(8')), 
由 于 乡 是 单 射 ， 所 以 plss) = %(s)%(s ). 类 似 地 ,可 验证 少 是 一 个 加 法 同 态 且 保持 
1, 从 而 有 
11 命 题 RA SER, ġ: ROS 是 环 同 态 W o 是 同 构 当 且 仅 当 存 在 
函数 yW: R 一 5 使 得 
pod=lr, doy’ = 1s. 
ME, 当 后 一 个 条 件 被 满足 时 , v = 网 一 定 是 环 同 构 . a 
B RAI SER, K RAS 同 构 ， 并 且 记 为 


R=S, 


如 果 存 在 ( 环 ) 同 构 % : R> S. 因为 环 上 的 恒 等 映 射 显然 是 这 个 环 到 其 自身 的 同 
构 ， 所 以 作为 (1.1) 的 一 个 简单 应 用 ， 我 们 便 知 “ 同 构 ” 关系 满足 通常 的 等 价 关系 . 
当然 , 环 的 子 环 的 结构 和 运算 实际 上 与 和 此 环 同 构 的 环 的 子 环 的 结构 和 运算 相 
E. 对 于 环 同 态 我 们 有 下 面 易 证 的 结果 
1.2 命题 设 且 和 5 是 环 ，9 :RR 一 5 A, WHF RABE TH R, È 
在 8 下 的 象 oR) 也 是 3 的 子 环 ， 而 且 


($ | BR):R > g(R’) 


是 满 的 环 同 态 ， 另 一 方面 ， 对 于 5 的 每 个 子 环 S, 它 的 原 象 0 (S) 也 是 R 的 子 
环 ， 且 有 
$6” (5") < 8’. 口 


理想 和 商 环 
类 似 于 结构 保持 映射 , 环 同 态 是 由 同 余 关系 有 效 决定 的 , 并 且 由 环 的 理想 刻画 . 


称 环 R WTA I 是 RR 的 (双边 ) 理想 , 如 果 7 是 加 法 子 群 ， 而 且 对 于 所 有 的 > EJ 
和 所 有 的 a,b E R, 有 


arb € I. 


注意 ， 两 个 子 集 {0} 和 RRE R 的 理想 ， 称 为 R 的 平凡 理想 .R 中 不 等 于 其 本 身 
的 任意 理想 称 为 R 的 真理 想 . 我 们 经 常 简单 地 用 0 表示 理想 {0}. 如 果 a € R, W 
a=a-1-1, 因此 立即 可 知 理想 了 等 于 RKA e 而且 如果 ae RR 是 左 可 
WH, Baa = 1, 则 1 = a'al, 因此 含有 左 逆 (或 右 逆 ) 元 的 理想 等 于 R. 

PRY R dé BH, 如 果 0 和 RE RAL. 从而， 每 个 除 环 都 是 单 环 . 
另 一 方面 ， 每 个 交换 的 单 环 都 是 一 个 域 ， 但 一 般 地 ， 单 环 不 一 定 是 除 环 ， 除 环 不 一 
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定 是 交换 环 ( 见 练习 (1.6),(1.7)). 仅仅 运用 这 些 少 数 的 初等 概念 我 们 已 经 可 以 识别 
和 比较 一 些 非常 重要 的 环 类 . 这 些 概念 的 进一步 的 应 用 并 非 容 易 . 并 不 是 每 个 除 环 
都 是 一 个 域 , 但 Wedderburn 在 1905 年 证 明了 每 个 有 限 的 除 环 都 是 一 个 域 ， 从 这 个 
著名 的 结论 可 得 ( 见 练习 (1.2)) 每 个 有 限 整 域 都 是 一 个 域 ， 我 们 不 给 出 证 明 因为 它 
是 算术 的 ， 而 且 将 使 我 们 远离 现在 的 讨论 ( 见 Jacobson [64]). 

环 呈 的 所 有 理想 构成 的 集 族 是 一 个 完全 格 , 偏 序 关系 由 集合 的 包含 关系 得 到 . 
这 个 证 明 将 由 (2.5) 得 到 ， 也 可 见 (1.9) 和 (2.13). 此 格 无 论 在 什么 时 候 都 称 为 RR 的 
理想 格 . 

给 了 环 同 态 $: R— S, > HY Rm o Al Ker 定义 为 


Im $= {9(7)|z€ R}, Ker ọ= {z € R | d(x) = 0}. 


由 (1.2) Bl Im ¢ 是 S 的 子 环 ， 而 且 易 见 Ker $ 是 RKE XS 
(a) = $(6) HHDH a 一 be Ker 9 

刻画 了 诱导 在 R 上 的 等 价 关 系 . 从 而 ， 每 个 环 同 态 都 产生 了 一 个 真理 想 ， 即 它 的 
核 ， 而 且 核 描绘 了 同 态 类 ， 在 继续 讨论 之 前 ， 一 个 简单 事实 我 们 应 该 注意 ， 

1.3 命题 WR AS 是 环 ,$ : RS 是 环 同 态 ， 则 

(1) $ 是 到 5S 上 的 当 且 仅 当 Im $= S. 

(2) 6 是 单 射 当 上 且 仅 当 Ker $ = 0. 口 

现在 我 们 可 以 证 明 一 个 基本 结论 ， 即 因子 定理 的 部 分 环 理论 情形 (I (3.6).). 

1.4 定理 iR, SH S ER, G: R> SAY: RS 是 环 同 态 ，V' 是 满 
Mt, K = Ker 由 K' = Ker 9'. 如 果 K' C K, WEEH— HIRA Y: 5 一 5' 使 得 
pop =¢. 而 且 ， 少 是 单 射 当 且 仅 当 KK = K’. 


R 
as 
Ss’ >S 
证 明 假设 K' CK, vw',y eS. 因为 VW 是 满 射 ， 所 以 存在 z,y © R 使 得 
9 (2) =x, ly) =y. MUR a! = y', WA 


p(z -y)=¢ (1) -HY =2'-y' =0. 


因此 xz 一 ye K'C K, 所 以 gz) = oly). 也 就 是 说 ， 存 在 一 个 函数 少 : S 一 sS 使 得 
(8'(z)) = O(a) (对 于 所 有 z € R). 很 容易 验证 光 LAS. 例如 ,z,z',y,y 同上 ， 则 
有 


Vz +y’) = V0 (2) + HY) = vp (z + y) 
= ġ(z +y) = (x) + dy) 
= 09 (2) +w (y) = Yla") + ly’). 
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由 Im @ = S 这 个 事实 可 知 满足 Wod' = 9 中 的 乡 是 唯一 的 . 最 后 ， 少 是 单 射 当 且 
仅 当 Ker ý = 0 (1.3). 显然 Ker v = VW(K), 而 W(K)=0 当 目 仅 当 KCK". 口 
下 面 假设 工 是 环 R 的 真理 想 ， 则 了 决定 了 RR 上 加 法 和 乘法 的 同 余 关 系 ， 其 定 
义 为 
如 果 a 一 be I, Wi) a = b(mod I). 
任意 元 素 oe R 的 同 余 类 是 它 的 陪 集 
a+I={a+z|z e717}, 
了 的 这 些 陪 集 构成 的 商 集 R/T 是 一 个 环 ， 且 有 运算 
(a+ 1D +(b+1)=(a+b)+1, (a+1)(b+1) = (ab+ 1), 


加 法 和 乘法 的 单位 元 分 别 为 
O+] 和 1+ 工 
我 们 称 环 R/T 为 已 模 了 之 商 环 ， 而且 ， 自 然 映射 


mnT :下 一 R/T nriama+T (a€ R) 


是 满 的 环 同 态 ， 其 中 Ker ny = 工 由 这 个 术语 我 们 现在 可 以 得 到 也 许 是 定理 (1.4) 
的 一 个 最 重要 的 应 用 . 
1.5 推论 HRA SEK, $: RS 是 满 的 环 同 态 ， 核 为 


K = Ker 办 


则 存在 唯一 的 同 构 小 : R/K 一 S A yonk =ġ. 


(1.3) 和 (1.4) 的 另 一 个 直接 推论 是 环 R 是 单 环 当 上 且 仅 当 每 个 环 同 态 6: R> S 
都 是 单 射 ， 直 到 我 们 有 足够 的 信息 能 够 把 环 作 为 模 理论 的 一 部 分 时 ， 我 们 再 进一步 
复习 环 的 理想 结构 . 


一 些 特 殊 的 环 


我 们 用 几 个 典型 的 例子 、 概 念 以 及 后 面 将 用 到 的 特殊 结构 来 结束 本 节 . 
1.6 整数 集 ， 有 理 数 集 ， 实 数 集 ， 复 数 集 的 记 法 Z, QRA C 也 用 来 表示 它们 
通常 的 环 结构 当然， 它们 都 是 交换 的 整 域 ， 而 且 Q,R 和 C 是 域 .作为 Abel HF 
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也 是 循环 的 ， 因 此 也 的 每 个 子 群 也 是 循环 的 . 从 而 ， 环 Z 的 每 个 理想 是 主 理想 ( 见 
2.13), 即 对 于 某 个 确定 的 n > 0, 环 Z 的 每 个 理想 都 形 如 Zn = {an | a € Z}. 对 于 
每 个 n> 1 和 每 个 ae Z,[aj, 表示 a K n 的 最 小 正 剩余 项 ， 即 fa], 是 


Zn = {0,1,-+-,n~1} 


在 陪 集 "+ Zn 内 的 唯一 元 素 ，Zn 在 通常 的 模 n 剩余 运算 下 是 一 个 环 , 并且 容 易 验 
证 rm :am [ajn È Z— Zn 的 一 个 满 的 环 同 态 ， 核 是 Zn. 因此 由 (1.5) 知 作为 环 ， 
Zn © Z/Zn. 

1.7 多 项 式 环 我们 将 把 多 项 式 环 的 定义 和 一 般 的 处 理 方法 放 到 练习 中 ( 见 练 
习 (1.16) 一 (1.18).). 这 里 我 们 指出 ， 如 果 R 是 环 ， 则 我 们 记 


RIz1,..*, 2n] 


是 R ERY AAR TC z1,…, zn 的 多 项 式 环 . 注意 RAE RIz1,… ,zn] 的 子 环 ， 
但 在 明显 的 映射 下 , R 和 “ 常 值 多 项 式 ” 的 子 环 是 同 构 的 这样 我 们 把 R 同 它 在 
RIz1,… ,zn] 中 的 自然 同 态 象 等 同 起 来 将 是 非常 方便 的 ， 作 为 其 推论 ， 有 


Rļ|z:][z2] …[zn] = Riwr,---, an). 
1.8” 积 和 函数 环 i (Ro)aea 是 环 的 非 空 指标 集 ， 
R= x4Ra 


是 指标 集 (R。)aea WB RIL, WAF Re 上 的 环 结构 诱导 了 “ 按 坐 标 ”定义 在 积 
RR 上 的 环 结构 ， 即 对 于 所 有 r,s © R, 关于 运算 
(r+s)(a) = r(a) + s(a), (rs)(a) = r(a)s(a) (ae A), 


及 是 一 个 环 ， 加 法 和 乘法 的 单位 元 0 和 1 定义 为 
O(a) =0a 和 1(a) = 1 (a€ A). 
运用 (0.3)4 - 多 元 组 的 记 法 ， 规 定 运 算 
(ra)aca + (Sa)aca = (Ta + sa)aeA, (Ta)aca(Sa)aca = (rasa)acA, 
单位 元 为 
(0a)aea 和 (la)aca- 
环 民 称 为 环 (Ra)aea 的 ( 笛 卡 儿 ) 积 , 并 且 记 为 


R=J[ Ra. 
A 
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设 中 是 环 (Rajasa 的 积 ， 则 典范 投射 ra :已 一 Ra (a € A) 是 满 的 环 同 态 . 
典范 内 射 te : Ra >R (a € A) h 


Tala = Oaplr, (B € A) 


“ 按 坐标 ” ( 见 (0.4)) 定义 ， to 保持 了 运算 ， 而 且 是 单 射 ， 但 若 4 至 少 有 两 个 元 
K, Nia 不 是 环 同 态 . 
积 环 的 一 个 典型 例子 是 函数 环 ， 即 如 果 AREER, REF, 则 从 ABI R 
的 所 有 函数 组 成 的 集合 
RA ={f| f:A—> R} 


.是 一 个 环 . 对 于 所 有 的 a € 4,“ 按 点 ”规定 运算 为 
(f + 9)(a) = f(a) + g(a), (F9)(a) = f(a)g(o), 


单位 元 为 “ 常 值 函 数 ” 

0(@) =0, 1(@)=1. 
现在 定义 函数 A — {R}, am Ra = R, W) (Ra)aca 是 “card ASR” MED 
类 .容易 验证 RA 与 (Ra)aea 的 积 等 同 ， 因 此 这 个 环 记 为 


R*=IIR. 
A 
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这 是 因为 Re of. 而 且 ， 易 证 交 门 .of 是 RR 一 个 子 环 ， 门 zf 称 为 由 4 生成 的 R 的 子 
环 . 从 而 ， 由 A 生成 的 R 的 子 环 是 RR 中 包含 4 的 唯一 最 小 子 环 , R 的 不 同 子 集 可 
能 生成 相同 的 子 环 ， 在 任何 一 个 环 中 ， ©, {0} 和 {1} 都 生成 RR 的 相同 子 环 ， 这 个 
子 环 可 以 刻画 为 唯一 的 环 同 态 x : Z 一 RR 的 象 ， 因 此 它 与 的 某 个 商 环 同 构 ( 见 练 
习 (1.11)). 

1.10 环 的 中 心 设 RAL, WEH pb 是 


CenR={r€R]|rz=zr (z€ R)}. 


易 证 CenR Æ RAFI. 当然 Conk 是 交换 的 , 而且 RESCH AY RETF 
它 的 中 心 , 但 一 般 地 CenR 不 是 极 大 的 交换 子 环 . 我 们 说 元 素 re RFE pb 的 , 如 
re CenR. YER, MW AC Cenk, 则 由 4 生成 的 忆 的 子 环 也 在 RR 的 中 心里 . 
1.11 代数 H REF, K RRIF, Oo: K 一 Cenk 是 环 同 态 ， 则 系统 
(R,K,9) 称 为 K -代数 . 在 实际 中 我 们 往往 忽略 $ 而 把 RR 作为 K - 代数 .从 而 由 
(1.5) 知 RR 是 KK- 代数 (关于 某 个 o) 当 且 仅 当 存在 K 的 一 个 理想 了 使 得 天 /7 与 


§ 1. 环 和 环 同 态 的 复习 be 


CenR 的 子 环 同 构 . 因 此， 由 ( 见 练习 (1.11) 知 存在 唯一 的 环 同 态 x : Z 一 Cenk, 
从 而 环 R E Z- 代数 . 

4 K 是 域 而 同 态 $ 是 单 射 时 ， 此 概念 非常 重要 . 在 这 种 情况 下 ，KK AR H 
整体 概念 除了 成 为 环 之 外 ， 还 需要 RMA K - 向 量 空间 ， 对 于 所 有 acK 和 所 有 
a,b € R, 满足 

a(ab) = a(ab) = (aa)b. 


MRA $M 内, RA R 分 别 是 K -代数 ， 称 环 同 态 o :RR 一 RR 是 KK -代数 同 
A, 如 果 对 于 每 个 we K,ae R, 有 


o(ġla)a) = ¢'(a)o (a). 


易 证 K 代数 类 加 上 所 有 K - 代数 同 态 以 及 通常 的 合成 是 一 个 具体 范畴 (0.11). 

1.12 环 的 反 环 HRI, h 民 我 们 可 以 构造 一 个 称 为 RR 的 反 环 的 新 环 RP. 
RP 的 基础 集 的 加 法 结构 和 R 的 一 样 . 但 RP 上 的 乘法 ， 我 们 记 作 (r,s) r» s, 
定义 为 

r*s=sr. 

易 证 RP 在 这 些 运算 下 是 一 个 环 ， RP 的 单位 元 为 R 的 单位 元 显然， CenR = 
CenR”?, 而 且 R 是 交换 环 当 上 且 仅 当 R= RP, 

AVERA 3 是 环 ， 称 函数 $: R> S 是 环 的 反 同 态 , ME o 是 Abel 群 同 态 ， 
9$(1) = 1, 并且 有 

$lab) = ġ(b)ġ(a). 


AT, R o: R> S 是 环 的 反 同 态 当 且 仅 当 相同 的 函数 $ : RP 一 9 是 环 同 态 . 

1.13 KEREI ”特别 地 ， 为 了 构造 环 的 例子 ， 人 们 常常 方便 地 将 熟知 的 域 上 的 
nx n 算 阵 环 进行 推广 ， 实 际 上 ， 我 们 需要 无 限 维 的 矩阵 环 ， 显然 没有 一 些 调整 ， 
通常 的 乘法 不 能 简单 推广 ， 这 是 因为 在 无 限 的 情形 里 ，“ 行 乘 列 ”将 产生 无 穷 和 . 
但 幸运 的 是 调整 是 自然 的 ， 因 此 我 们 应 该 允许 自己 忽略 一 些 单调 的 细节 和 拘泥 的 形 
R. RAE, TAA 是非 空 集合 , 则 REK T x ARBRE ERR A:T x A R. 
BARR ERT x A RE. IFE (0,8) ET x A, B Ala, b) = aag E€ R, WERNI 
FK aag 为 4 中 的 (a, 8) 元 , 记 作 


A = [[aap]]rxa. 
当 对 于 集合 荆 和 A 没有 任何 误解 时 , 我 们 简 记 为 4 = [faas]. MET CTAA CA 
是 非 空子 集合 ， 则 AET x A' 上 的 限制 是 4 的 子 矩阵 , 表示 为 [loua]jr'xA' 


设 aeET, 6eA, 则 [fooeltwxA 和 [aapjjrxte} 分 别称 为 4 的 w 行 和 4 的 有 
列 . PERE 4 为 行 有 限 ( 列 有 限 ), 如 果 A 的 每 个 行 A) 至 多 含有 有 限 个 非 零 元 . 
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实际 上 ,我 们 对 行 有 限 或 丈 有 限 的 矩阵 是 很 感 兴趣 的 . RR EPA x A 和 矩阵 构成 
的 集 族 记 为 
Mrxa(R). 


FPA REER FSD 
RFMrxA(R) 和 CFMrxa(R). 

AT =A, 则 我 们 简 记 为 Mr(R),RFMr(R) 和 CFMr(R), 并 且 称 它们 中 的 元 为 TH 
RE RT x PARED x TORE A = [laag] 的 对 角 线 上 的 元 就 是 指标 集 (aaa)jaer. 

当然 ， MrxA(R) 就 是 RIX, 由 (1.8) 知 它 有 一 个 自然 群 结构 ， 特别 地 ， 关 于 
按 “ 坐 标 ” 进 行 运算 的 加 法 它 是 Abel 群 .在 矩阵 的 记 法 中 ， 设 

A= [laaal], B= [fbag] 
是 Mrxa(R) 中 的 元 , 则 按 坐 标 进行 运算 的 加 法 或 矩阵 加 法 可 以 大 体 通 过 以 下 方式 
定义 为 
[leas] + [fbag] = [laag + baal], 

此 群 结构 在 MrxA(R) 上 的 单位 元 是 PERO = [[0ag]], 4 的 道 ( 负 ) 元 是 -4 = 


([-@aa])- 
BL, A 和 9 是 非 空 集合 ,， 且 


A = [[aap]] € Mrxa(R), B= [lberl]l € Maxn(R). 


对 于 每 个 a ET, 7 e Q, 考虑 形式 级 数 Dacer aapbpy. 若 或 者 4 是 行 有 限 或 者 B 是 
列 有 限 ， 则 此 级 数 至 多 有 有 限 个 非 零 项 ,这 些 非 零 项 的 和 是 唯一 的 元 素 cay € R, 称 
T x Q HKE 
AB = [> aapberllrxn 
BEA 


为 4 和 B( 以 上 述 次 序 排序 ) 的 (矩阵 ) 积 . TERE, Æ 4 和 B 都 是 列 有 限 ( 行 有 限 ) 
的 , 则 AB 也 是 列 有 限 ( 行 有 限 ) 的 . 易 证 这 个 积 无 论 在 哪里 定义 ,， 它 都 满足 结合 
和 乘法 对 加 法 的 左右 分 配 律 . i Ir E R HÉT xT Iree 


Tr = [[őas]], 


其 中 das 是 RR 上 的 Kronecker 符号 (0.1). 显然 Ir 既是 列 有 限 的 又 是 行 有 限 的 . 

我 们 称 Ir AR ET xT 一 一 单位 方 阵 . 集合 RFMr(R) 和 CFMr(R) 上 的 矩阵 
积 定 义 了 一 个 二 元 运算 ， 我 们 称 这 个 二 元 运算 为 矩阵 乘法 . 

1.14 命题 BRER, T 是 非 空 集合 ， 则 关于 按 “ 坐 标 ” 进 行 运算 的 加 法 和 
HERA 
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RFMr(R) 和 CFMr(R) 

是 环 . 口 

当 工 = {1,…,m} R A= {1,…,n} 是 有 限时 ， 所 有 的 矩阵 都 既是 行 有 限 又 是 
列 有 限 ， 我 们 用 

Minxn(R) 和 Mn(R) 

分 别 表 示 RE m x nn 矩阵 的 集合 和 nxn FERREA. H (1.14) 知 Mn(R) KFH 
阵 加 法 和 和 矩 阵 乘法 作成 一 个 环 ， 称 它 为 Ren x n 和 矩阵 环 . 通常 ， 我 们 也 采取 熟悉 的 
和 矩阵 列 的 记 法 来 表示 RR 上 的 上 m x n 和 矩阵 [[asj]]. 

矩阵 环 Mn (R) 的 理想 结构 是 非常 简单 的 ， 可 以 证 明 (练习 (1.8))Mn (R) 的 子 集 
K 是 理想 当 且 仅 当 存在 中 的 理想 使 得 天 = {llaij]] € M,.(R) | ay € T}. 

使 用 以 上 记 法 ， 这 说 明 

I= M,(1) 


定义 了 RR 的 理想 格 和 Mn(R) 的 理想 格 之 间 的 同 构 ， 特 别 地 , Mn (R) 是 单 环 当 且 仅 
当 REH. 

另 一 方面 , BT 是 无 限 的 ， 则 CFMr(R) 的 理想 结构 就 不 是 十 分 清楚 了 . 然而 ， 
我 们 感 兴趣 的 是 当 RR 是 域 时 的 情形 ， 此 时 CFMp(R) 的 理想 格 是 多 于 两 个 元 素 的 
BE. ( 见 练习 (14.13).) 

在 CFMr(R) 的 许多 有 趣 的 子 环 中 ， 有 一 个 我 们 经 常 涉及 到 的 子 环 , UT 是 全 
序 集 ， 全 序 关 系 为 <, PRT xT HE A = [laap]] 是 上 三 角 的 (下 三 角 的 ), 如 果 对 于 
Waa per, 

H a> p AREH aas =0 (由 a<8 可 推出 aas = 0). 
显然 每 个 标 其 矩阵 都 既是 上 三 角 的 又 是 下 三 角 的 ， 而 且 易 见 CFMr(R) 中 一 切 上 三 
角 和 矩阵 集 是 CFMr(R) 的 子 环 ， RFMr(R) 中 一 切 上 三 角 矩 阵 集 是 RFMr(R) 的 子 
H. 当然 ， 下 三 角 矩 阵 有 着 和 它 平 行 的 理论 . 

115 自 同 态 环 ” 下面 将 看 到 能 够 激发 我 们 进一步 工作 的 一 些 例子 , 设 4 是 
Abel 群 (加 法 群 ). 4 的 自 同 态 是 指 群 同 态 f: 4 A, 也 就 是 说 ， 若 我 们 写 函 数 在 
左边 ， 则 有 

f(a+b) = f(a)+ f(b) (abe A). 


易 证 4 的 一 切 这 样 的 同 态 构成 的 集合 EB 形成 了 Abel 群 ， 加 法 (f,g) = f +g 定义 
为 


(f +9)(a) = f(a) +9g(a) (a,b € A). 
单位 元 和 道 (= 负 ) 元 定义 为 
O(a)=0 和 (-f)(a) = -f(a). 
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五 上 函数 的 合成 是 一 个 结合 运算 ， 并 且 满 足 加 法 分 配 律 。 因 此 若 A 4 ONE A 
少 含有 两 个 元 素 ), N E 实际 上 是 单位 元 为 恒 等 映 射 14 : 4 A 的 环 . 但 注意 车 
fg E E, Ssh, E 中 的 积 fg 取决 于 函数 运算 作用 在 左边 还 是 右边 : 


(fg)(a) = f(g(a)), (a)(fg) = ((a)f)g. 


也 就 是 说 ， 对 于 每 个 ( 非 零 )Abel HE A, 自然 而 然 地 产生 了 两 个 自 同 态 环 ， 即 左 自 同 
ER 和 右 自 同 态 环 , 分 别 表示 为 

End'(A) 和 End"(A). 
4 f € End'(A) tt, f 是 “ 左 " 自 同 态 环 , 它 的 值 记 为 f(a). 另 一 方面 , 4 f € End (A) 
时 ，j 了 是“ 右 ” 自 同 态 环 ， 它 的 值 记 为 (a)f. 显然 有 


End!(A) = (End"(A))°?. 


这 样 的 自 同 态 环 ( 单 边 的 ) 在 环 理论 中 的 作用 与 对 称 群 在 群 理 论 中 的 作用 完全 
RM. 事实 上 ， 存 在 一 个 完全 类 似 于 Cayley 定理 的 结果 ， 即 每 个 环 都 与 Abel 群 的 
自 同 态 环 的 子 环 同 构 ( 见 练习 (1.10).). 

1.16 HI UREK. HEK ec RAE RSI, MR e= e 一 个 环 至 少 有 
DiS IC, BNO 和 1. 称 R BYES IC e 是 PORSI, 如 果 e 在 R 的 中 心里 . 
我 们 将 看 到 ， 短 等 元 的 运算 在 环 的 研究 中 起 着 基本 作用 . 而且， 我 们 在 练习 中 将 看 
到 这 些 运算 的 细节 是 十 分 直接 的 ， 这 里 我 们 给 一 个 小 例子 ， 若 ee RMB, 则 
1 一 e 也 是 宏 等 元 ， 这 是 因为 


(l—e)? =1-e-e+e? =1-e~e+e=1-e. 
易 证 若 e 是 中 心 的 ， 则 1 — e 也 是 中 心 的 . 
环 丸 的 每 个 非 零 寡 等 元 e 都 会 产生 另 一 个 环 ， 即 
eRe = {exe | x € R}, 
它 的 加 法 和 乘法 是 中 的 加 法 和 乘法 在 eRe 上 的 限制 , 单位 元 为 0= e0e M e = ele. 


车 e 关 1, 则 环 eRe 不 是 R 的 子 环 .着 e 不 是 中 心 的 ， 则 eRe 不 一 定 是 R 的 同 态 
象 ， 当然， 若 e Te ORS, WRA 


Te:£ ere (xe R) 


Æ R F] eRe 上 的 一 个 满 同 态 ， 其 中 核 为 (1 — e)R(1 -— e). 
存在 上 述 现象 的 一 类 简单 但 很 重要 的 例子 ， 设 及 是 (Ra)aea 的 笛 卡 儿 积 ， 记 
H R=[]4 Ra. B a € A, 则 存在 按 坐标 定义 (0.4) 的 元 素 eu € R, 使 得 


™(€a) = Sala, 
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即 ea = talla) 是 Ra 在 第 a 个 坐标 的 单位 元 ， 并 且 在 其 它 位 置 为 零 . AM ea ER 
的 中 心 竺 等 元 .由 
(Ta | €aRea) : €aREa 一 Ra 
可 得 ea Rea 与 Ra 同 构 . THA, 4 4 有 限时 ， 环 同 构 RS T] Ra 的 存在 性 由 的 
中 心 短 等 元 的 性 质 决定 (UL § 7.). ; 
下 面 给 出 宕 等 元 的 另 一 个 重要 的 例子 , WREN, n> 0 是 整数 ,考虑 矩阵 环 
Mn( 司 . 设 1< m < n,e = (to5j] 是 矩阵 并且 定义 为 


a i=j<m, 
Gij = 
0， 其 他 ， 


则 易 证 。 是 非 零 寡 等 元 ， 而 且 作 为 环 有 
eMa(R)e = Mm(R). 


顺便 提 及 ， 若 。 恰 有 m 个 非 零 元 素 ， 而 且 每 个 非 零 元 素 都 在 对 角 线 上 且 是 1, 我 们 
也 可 以 得 到 相同 的 结论 ， 注 意 ， 这 些 例子 不 意味 着 它们 描绘 了 矩阵 环 Mn(R) 的 所 
AMET. 

1.17 RET 环 的 宕 等 元 的 对 偶 就 是 它 的 守 零 元 . 称 环 RR 的 元 素 > 是 REH, 
如 果 存在 自然 数 n 使 得 


z"=0. 


使 式 子 成 立 的 最 小 的 n 称 为 z 的 FRR. 显然 0 是 环 中 唯一 的 既是 宕 等 元 又 是 
FETCH TCR. ` 

车 RR 是 环 ，n > 1, WEES Mn(R) AWLER. 显然 ，Mn(R) 中 的 每 个 
严格 的 上 三 角 和 矩阵 ( 即 对 角 线 都 是 零 的 上 三 角 和 矩阵 ) 和 每 个 严格 的 下 三 角 和 矩阵 都 是 
WEN, MERKEL n. 

宕 零 元 的 性 质 GRE”. 若 > EREN, 则 1-z ETA. 这 是 因为 若 2” = 0, 
则 有 

(1 一 z)(1+z+… 二 Zn) 一 1 (+z+.+2"-1)(1—z)=1. 

元 素 的 等 零 概念 可 以 推广 ， 称 环 RTR 4 是 RFN, 如 果 存 在 整数 n> 0, 

对 于 4 中 的 每 个 序列 zi, zz,…:zn, 都 有 


Z172……Zn 一 0. 


称 环 RR 的 子 集 4 SH, 如 果 A 中 的 每 个 元 素 都 是 寡 零 的 . 因此 ， RHINE 
STR ERAS. 但 存在 环 尽 的 许 零 子 集 不 是 寡 零 的 例子 . ( 见 练习 (1.14).) 
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我 们 将 会 看 到 ， 环 的 性 质 和 运算 依赖 于 其 中 的 朝 零 元 和 寡 等 元 的 特性 .研究 环 
的 吞 等 元 很 大 程度 是 因为 它们 的 行为 在 某 些 方面 很 像 单位 元 ， 非 零 的 宪 等 元 ee R 
就 是 环 eRe 的 单位 元 . 在 某 种 意义 上 讲 ， REC KNEES, WEREMA, Ci 
弥漫 在 环 中 为 环 的 运算 强度 提供 一 个 度量 .例如 ( 见 练习 (15.14)) RARER 
的 交换 环 可 以 嵌入 到 域 的 笛 卡 儿 积 中 . 另 一 方面 ， 对 于 有 大 其 寡 零 元 的 环 ， 它 们 的 
性 质 又 往往 表现 得 很 古怪 . 


练 习 1 


1. (BR, +,:,0) 是 一 个 系统 ， 除 了 乘法 单位 元 的 存在 性 ， 它 满足 成 为 环 的 所 有 条 件 ， 证 明 ， 
TEE (R,+,-,0,1) 使 得 (R,+,-,0) 为 其 理想 ， 上 提示 在 R x Z 上 定义 加 法 冬 法 为 
(r,n) + (s,m) = (r + s,n +m) 和 (r,n)(s,m) = (rs 十 mr +ns,nm),] 

2. (1) 证 明 ， 非 零 元 是 左 消去 的 (AAR) 环 一 定 是 整 域 (RIF). 
(2) 证 明 ， 任 意 有 限 整 域 一 定 是 除 环 . 

3， 设 尺 是 环 ，ae R. 证明， Ha 至 少 有 了 两 个 左 逆 元 ， 则 a 有 无 限 多 个 左 逆 元 ， { 提 示 ， 令 集 
合 4={a ER | a'a = 1}, W AŻ Ø, BEE ao € A, MA a’ + aa! — 1 + ao 定义 了 A 到 
它 的 真子 集 的 一 个 单 射 .] 

A. VERA: RIRE [[6ia)]] E CFMy(R) 是 左 逆 的 但 不 是 左 消去 的 . 

5. RAS RH, Oo: RS 是 满 的 环 同 态 . 证 明 ， A ae 尺 分 别 是 可 道 的 , 中 心 的 , 等 等 
元 ， 则 (a) 在 S 内 亦 然 ， 逆 命题 成 立 吗 ? 

6. 设 H 是 复数 域 上 2 x 2 矩阵 M2(C) 的 子 集 ， H 中 的 一 切 元 素 形 如 


| a+ib | 
q= 


一 c 十 这 a—ib 


其 中 a,b,c,d © R. 证 明 ，H 是 Ma(C) HFR. 考虑 H 中 的 元 素 


ERSP 

0 1 0 -i -1 0 i 0 
因此 ， 上 面 H 中 的 “典型 " 元 素 4 就 是 g = al + bit cj +dk. 证 明 ; 2 q #0, 则 9 是 可 道 
的 ， 还 可 推断 H 是 不 可 交换 的 除 环 ， 称 它 为 四 元 数 环 . 

7. BOK 是 域 ， 证 明 ， 
(1) Mn(K) 是 单 环 . 
(2) 在 环 CFMy(R) 中 ， 由 非 零 元 的 行 只 有 有 限 个 的 矩阵 构成 的 集合 T 是 非 平凡 理想 。 [E 
Fe HM i> mB, H ag =, [feu] = [bis] lass], M2 i > max{& | drj 0,1 < j <n} 
Ht, Af cy = 0] 
(3) CEMy(K) 只 有 一 个 非 平 凡 理 想 . 

8. BRER n> 1 是 自然 数 ， 对 于 OR 的 每 个 理想 I 有 集合 


Mn(1) = {llesl]l E Mn(R) | ag E1 (ij =1,---, n)}- 


(1) WE: Ii Min (1) 定义 了 从 RR 的 理想 格 到 Min (R) 的 理想 格 上 的 同 构 . 这 是 练习 (1.7) 


§ 1. 环 和 环 同 态 的 复习 -23 . 


的 第 一 部 分 的 推广 ， 单 环 上 的 n x n 矩阵 环 一 定 是 单 环 ， [提示 : HE Ma (R) 的 理想 ， 
则 来 自 1 中 元 素 的 一 切 元 组 成 的 集 族 形成 了 R 的 理想 I. ] 
(2) 证 明 , 车 了 是 的 理想 ， 则 Mn(R)/Ma(1) 人 Ma(R/T). 
9. HREH, ACR, AW RR 中 心 化 子 Cena(4) = {x € R | ra =ar (ae A)}. 因此 ， 
Cen(R) = Cenr(R). iE: 
(1) Cena(4) 是 R 的 子 环 . 
(2) A 是 R 的 极 大 交换 子 环 当 且 仅 当 A = Cenr(A). 
(3) # z € Cenr(A) 在 R PAM, WER ME Cenr(A) P. 
(4) 单 环 的 中 心 是 域 。 提示, 若 = eE Cen(R), W {rz |r € R} 是 RR 的 理想 .] 
10， 环 R 的 基础 加 法 群 记 为 R+. 对 于 每 个 r € R, 两 个 函数 Ar pr: R 一 R 定义 为 


和 Aizmrz , primar, 


Ar HERF ,pr WERF. 

(1) 证 明 : A : ro Ar 是 到 End (RH) 的 单 的 环 同 态 ， P : r pr 是 到 End (RY) 的 单 的 
环 同 态 ， 因 此 环 R 同 构 于 Abel 群 的 左 自 同 态 环 ， 也 同 构 于 Abel 群 的 右 自 同 态 环 . 

(2) 证 明 ， 如 果 R* 是 循环 群 ， 则 RR 是 交换 群 ， 入 和 p 都 是 同 构 . 

11， 设 中 是 环 . 证 明 ， 存在 唯一 的 环 同 态 x: Z R, 对 于 某 个 唯一 的 nn > 0.(1.6), x 的 核 形 如 
Zn, JEH n KE R i 特征 . 

12. (1) & RÆ, ACR, HR jek A 生成 的 ( 即 RR 是 RR 中 包含 4 的 唯一 子 环 (1.9)). 证 
FA: 如 果 o: R S 是 环 同 态 ， 则 Im o 是 由 oA) 生成 的 S 的 子 环 . 

(2) BE x: Z => RR( 见 练习 (1.11)). 证 明 (i) : Im x 是 由 {1} 生成 的 RAF. (ii): WR R 
是 整 域 ， 则 它 的 特征 或 者 是 0 或 者 是 素数 . 
13， 称 环 为 布尔 环 , 如 果 它 的 每 个 元 都 是 寡 等 的 证明， 
(1) 每 个 布尔 环 RR 都 是 交换 的 ， 而 且 对 于 所 有 a e R, H a= -aH R (a+ a) 和 
(a — b) 的 平方 .] 
(2) 布尔 环 的 子 环 是 布尔 环 . 
(3) 单 布尔 环 同 构 于 Za. 
(4) 如 果 4 是 集合 , R 是 布尔 环 ， 则 RA 是 布尔 环 . 

14. pe PRM. WEH (i) 对 于 每 个 自然 数 n， Zo 的 理想 形成 了 一 个 链 ， 并 且 每 个 真理 

想 都 是 短 零 的 .(iij 积 

R= Xn>1Zpn 
AAR RAL a MPA n> 1, 设 In 是 Zon 的 真理 想 ， 了 是 使 得 
a(n) € In 的 一 切 o E R 构成 的 集合 ， 而 且 对 于 至 多 有 限 多 个 n, 了 是非 零 的 .] 

15. BG 是 非 空 集 ,是 环 , 称 函数 1 :G 一 RIVE, 如 果 支 持 集 S(7) = {x EG | f(x) + 
0} 是 有 限 的 . 几乎 永远 是 零 的 一 切 函数 G 一 民 构 成 的 集合 RO 对 于 加 法 (f,9) 一 f+9, (f+ 
9)(z) = f(x) +g(z) (对 于 所 有 zE G) 显然 是 RS 的 加 群 的 子 群 ， 这 是 因为 S(f +9) E 
S(f) + S(g). 对 于 每 对 f,g€ RS 定义 


GDE) = > f(y)g(z) (eEG). 


yz 
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(1) 证 明 ， 关于 上 述 加 法 和 乘法 R 是 环 ， 其 单位 元 是 函数 Ele): 21> dex. 此 环 称 为 RE 
G 的 半 群 环 (或 者 如 果 G 是 群 ， 则 称 它 为 群 环 ), 记 作 RG. 
(2) 对 于 每 个 rE R,z € G, 在 RG AEM o(r) 和 E(x) 为 


alr)(z) = deer, €(2)(y) = zy- 


证 明 c(r) : r++ o(r) 是 到 RG 的 乘法 半 群 的 单 的 环 同 态 R— RG, £: z 一 E(x) 是 到 
RG 的 乘法 半 群 的 单 的 么 半 群 同 态 G 一 RG. 

(3) 证 明 ， 对 于 每 个 非 零 的 f e RS, 存在 R 中 唯一 的 非 零 元 序列 r1,… ,rn 和 两 两 不 同 的 
zyzn E€ G, 使 得 了 = o(ri)E(a1) +++ + (rn )E(en). 由 于 这 个 原因 ， 我 们 通常 把 简 
记 为 mizl +--+ 十 rnzn' 注意 ， 采 用 此 记 法 ， 7 e R( 关 于 o) 在 RG 内 的 标准 象 是 re, RG 
的 单位 元 是 le, 而 且 (这 些 明 显 的 简易 性 在 右边 可 能 也 存在 ) 


(si 十 … 十 smgmj(rizl +++ + nen) = 》 siryyery. 
oj 
(4) 设 5 是 环 ， 假 设 存在 环 同 态 o: R S 和 么 半 群 同 态 9 : G S 使 得 对 于 每 个 re R, 
z E G, H O(r)O(x) = O(x)O(r). 证 明 ， 存在 唯一 的 环 同 态 ds RG 一 S, 使 得 poo = 
$ , yok=0. 
16， 利 用 半 群 环 的 概念 ， 我 们 不 用 人 为 构造 不 定 元 也 可 以 讨论 多 项 式 环 ， 非 负 整 数 集 No= 
{0, 1,2,…} 关于 加 法 构成 交换 的 么 半 群 ， 设 R 是 环 ， 采 用 练习 (1.15.2) 的 记 法 ( 取 G= 
e = 0), $ X = €(1) € RNo. 称 RNo 为 好 上 有 一 个 不 定 元 即 X) 的 多 项 式 环 , 我 们 通 
为 RIX]. RIX] 的 元 素 称 为 REX 中 的 SIR. 
(1) HEB: 在 R(X] 中， 如果 n E€ No, W &(n) = X”. [切记 No 是 加 法 半 群 .] 还 可 推出 对 于 
每 个 非 零 多 项 式 f E RIX], 存在 唯一 的 n 和 R 内 唯一 的 序列 rori, ,rn, 其 中 rn #0, 
使 得 二 roX? + riX to 十 rnX". 称 nn 为 了 的 次 数 ( 零 多 项 式 次 数 为 -o0), 且 记 为 
degf = n, 称 royri rn 为 了 的 系数 ,rn 为 的 首 项 系数 . 
(2) 证 明 ， 如 果 已 是 交换 环 ， 则 RIX) 亦 然 . 
17. BS 是 环 , 尺 是 5 的 子 环 ,z © 5 满足 rz = zr( 对 于 所 有 7 © R). 证 明 ， 存 在 唯一 的 环 
同 态 区: RIX] 一 S 使 得 对 于 每 个 ro,71,…,rn € R, 有 


W:X? 二 TIX 十 十 TnX" m rotna tt rnr”. 


[ 见 练习 (1.15.4). 证 明 y 的 象 是 由 RU {z} 生成 的 S 的 子 环 .] 
18. BENG 是 No 的 n 重 笛 卡 儿 积 ， 按 坐标 加 法 NG 是 交换 么 半 群 。 设 RÆ. E 
HK RNG 同 构 于 (LE) 多 项 式 环 R[X1)[X2]--- [Xn], 通常 把 此 环 记 为 RIX1, X2,… ,Xn] 


82. 模 和 子 模 


设 SEH, PR (M,A) 是 ER - 模 , 如 果 M 是 Abe! HE (我 们 记 作 加 法 ), A 是 从 
REM 的 左 自 同 态 集 的 映射 ， 并 且 满足 ， 如 果 MM 非 零 , 则 入 : 忌 一 End'(M) 是 环 


8 2. 模 和 子 模 .25 ， 


同 态 . 这 是 指 对 于 每 个 ce R, 存在 映射 Aa): M 一 M 使 得 对 于 所 有 的 a,be RA 
所 有 的 z,ye M, 有 


Ma)(z +y) = Ma)(z) + Ma)(y), Mab)(z) = ACA)(A()(z)), 


Ala + b)(z) = Mo)(z) + A)(2), ACL) (@) = z. 


实际 上 ， 通 常 我 们 可 以 去 掉 入 和 圆 括号 ， 用 ar 代替 和 (a)(z), 我 们 可 以 把 和 看 作 
“一 个 左 标量 乘法 "Rx M > M, (a,7) 一 ax, 并且 对 于 所 有 的 wb < RR 和 所 有 的 
2 € M 满足 “ 左 R- 向 基 空 间 ”公理 ， 


a(z+y)=axr+ay, (ab)(z) = a(bz), 


(a+b)a=an+bzr, lr=a. 


同时 ， 我 们 通常 简单 地 说 M 是 左 OR - 模 ， 这 种 说 法 可 能 会 带 来 一 些 潜在 的 模糊 ， 
这 是 因为 一 个 给 定 的 Abe 群 可 能 有 多 于 一 个 的 左 R- 模 结 构 ， 在 一 些 例子 中 ， 这 
种 模糊 是 有 意义 的 ， 在 这 些 情况 下 我 们 能 够 用 特殊 的 记 法 来 消除 这 种 模糊 . 

BR - 模 是 指 Abel HEM 和 从 REJM 的 右 自 同 态 环 的 环 同 态 p 去 掉 不 需要 
的 记 法 就 意味 着 存在 “ 右 标 基 乘 法 ” 


M x R> M, (z,a)> za (x € M,a€ R), 
对 于 所 有 的 a,be R All x,y © M 满足 , 
(z +y)a = ra +ya, x(ab) = (xa)b, 


z(a +b) = za + zb, xl = x. 


从 直观 上 可 得 ( 见 练习 (2.1)) 右 R- 模 本 质 上 等 同 于 左 RP - 模 . 特别 地 ， 如 果 R 
是 交换 环 ， 则 左 R - 模 和 右 R- 模 概念 是 等 同 的 . 

2.1 例子 

例 (1) 如果 DERF, WE D -REE D - 向 其 空间， 在 大 多 数 的 初级 课 
程 中 ,我 们 遇 到 的 向 基 空 间 都 是 域 上 的 . 因此 不 涉及 两 边 , 但 对 于 非 交换 除 环 D 来 
W, ED- 向 其 空间 不 等 于 右 D- 向 其 空间 . 

例 (2) 如 果 V 是 域 K 上 的 半 维 向 量 空间 , 则 天 上 nxn 和 矩阵 环 R=M(K) 
可 看 作 K- 线 性 变换 进行 运算 ， 因 此 也 可 看 作 V 上 的 Abel 群 自 同 态 进行 运算 .这 
里 我 们 有 许多 的 选择 ， 如 果 RR 作用 在 列 向 量 的 左边 ， 则 V 就 有 左 R - 模 的 结构 . 
WR 忌 作 用 在 行 向 基 的 右边 ， 则 Y 就 有 右 Re - 模 的 结构 .在 任意 情况 下 ， 尺 作用 
在 V 上 的 方式 由 基 的 选择 决定 ,每 种 选择 都 会 产生 不 同 的 模 结 构 . 当然 , 所 有 由 这 
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种 方式 得 到 的 左 结 构 在 某 种 意义 下 是 彼此 同 构 的 ， 右 结构 亦 然 ， 也 应 该 看 到 ， 严 格 
地 说 这 些 结构 是 不 同 的 . 

B (3) 对 于 环 R, 存在 唯一 的 从 Z 到 RR 的 环 同 态 ( 见 练习 (1.11)). 因此 对 于 
每 个 Abel 群 M, M 上 都 有 唯一 的 Z- 模 结构 ， 此 结构 由 通常 的 “标量 函数 ” 


(n,2) = ne 


给 出 . 
例 (4) 在 练习 (1.10) 中 ,入 和 p 分 别 是 从 环 R 到 R 的 加 法 群 的 左 自 同 态 环 和 
右 自 同 态 环 的 同 态 ， 由 标量 乘法 


(wz) maz，(zma) mza 


(其 中 az 和 za 表示 环 R 中 的 积 ) 可 得 每 个 环 及 在 它 的 加 法 群 上 都 诱导 一 个 左 民 R- 
模 结构 和 一 个 右 R- 模 结构 ， 我 们 把 它们 分 别称 为 R 的 正则 左 模 和 正则 右 模 . 

例 (5) 例子 (4) 有 一 个 重要 的 推广 . RRA SEH, $: R> SENAD, 
则 4 诱导 了 S 的 加 法 群 上 的 左 和 右 RR- 模 结构 ,对 于 左 R -A S, 标 基 乘法 由 


(7,8) G(r)s (reR,ses) 


给 出 ， 其 中 积 o(r)s 在 环 S 中 计算 .S 上 的 右 R- 模 结构 也 可 类 似 地 定义 ， 显 然 ， 
这 是 我 们 所 熟悉 的 把 域 S 看 作 它 的 每 个 子 域 R 上 的 向 量 空 间 的 一 个 推广 . 

例 (6) 存在 由 已 知 模 构造 新 模 的 重要 方法 ， 其 一 般 理论 将 在 86 中 讨论 现在 
假设 Mi,…, Mn 是 一 列 左 忌 - 模 ,， 则 笛 卡 儿 积 Mi x … x Mn 有 一 个 自然 R- 模 结 
构 ， 即 把 此 积 的 元 素 记 为 n - 元 组 (z1,… En), 模 运算 定义 为 


(ZipZn) + (Vi Yn) = (21 + Yi Tn + Yn), 


T(z1 En) = (rT1,* rzn)， 


此 模 称 为 Mi, M2…, Mn 的 笛 卡 儿 积 ( 模 ), 我 们 继续 用 Mi x … x Mn RR- 

除了 一 些 练习 之 外 ， 我 们 不 再 讨论 更 多 的 模 的 初等 运算 . 实际 上 ， 从 表面 上 看 
模 的 基本 运算 与 向 量 空间 的 基本 运算 几乎 没有 什么 不 同 . 最 引 人 注 目的 不 同 点 是 在 
一 般 的 模 中 ， 当 a 和 z 不 等 于 零 时 ， 我 们 可 能 有 az = 0. 感 兴趣 的 读者 可 参见 一 些 
标准 的 课本 . 

在 模 的 自 同 态 环 ( 见 例 4) 的 讨论 中 ,已 经 自然 地 引出 了 双 模 概念 . 尽管 如 此 ， 
双 模 概念 也 可 以 直接 引入 . BRA SE, 称 Abel HE M 是 左 R- 右 S-- 双 模 , 如 果 
M 既是 左 R- 模 又 是 右 5 - 模 ， 并 且 两 个 标量 乘法 共同 满足 


r(zs) = (rr)s (reRseSreaM). 


§ 2. 模 和 子 模 和 


根据 RAS 作用 的 情况 还 存在 许多 其 它 类 型 的 双 模 . 例如 ， 定 义 左 R- 左 5- 双 
模 的 关键 等 式 是 
r(sz) = s(rz) (r € R,s € S,x€ M). 


我 们 可 以 用 简明 而 具有 启发 性 的 表示 方法 来 描述 不 同 的 模 ， 以 下 规定 足以 说 明 
这 些 表示 法 : 
RM 表示 M 是 左 R - 模 ， 
Ma 表示 M EH R- 模 ， 
RMs 表示 M 是 左 R- Hi S - 双 模 ， 
R-sM 表示 M EE R - 左 3 - IAR. 
双 模 e-sM 在 本 质 上 等 同 于 双 模 Mso ( 见 练习 (2.1)). 这 样 我 们 通常 只 讨论 左 一 
右 双 模 ， 并 且 把 RMs 简 记 为 (R, 5) - IUR. ERER Abel BE M 拥有 的 Z - 模 结 
构 (2.13) 使 RM 构成 双 模 RMz . 
线性 组 合 和 子 模 


BLM 是 左 RR- 模 , 称 M 的 Abel FRN 为 M 的 (ER JF, MRF R 
诱导 的 M 的 自 同 态 ， N 是 稳定 的 .也 就 是 说 ,N 是 M 的 子 模 当 上 且 仅 当 N 是 M 
的 子 群 ， 并 且 关 于 标量 乘法 “封闭 "特别 有 , M 的 子 模 N 是 左 R- 模 . R- 
M 的 子 群 N 可 能 关于 某 个 表示 R> End (N) 是 R- 模 而 不 是 M 的 R- 子 模 ( 见 
练习 (2.2)). 

UE X CM,ACR, SM 中 形 如 


n 
aye, $+ ant = aiti (Ti zn € X,a1,+++ dn € A) 


的 任意 元 素 称 为 系数 含 于 A 的 X 的 线性 组 合 , 或 简 记 为 X 的 4 -线性 组 合 . 我 们 
用 AX 表示 X 的 一 切线 性 组 合 的 集合 . 
2.2 命题 设 MEER- ,X 是 M 的 非 空 子 集 , W RX 是 M 的 R- FH. 
证 明 BA X H R- 线性 组 合 关于 M 的 群 运算 封闭 ， 而 且 有 


atrazl 十 …Trnzn) = (ari)zl +--+ + (arn)tn, 


这 就 完成 了 证 明 . 
显然 模 M 的 子 集 {0} 是 M 的 子 模 ， 我 们 称 它 为 零 子 模 , 通常 记 为 0. ara 
免 以 后 的 特殊 情形 ， 我 们 认同 


Rg = 0, 


即 0 是 o 的 唯一 线性 组 合 .下面 是 一 个 简单 的 练习 它 把 子 模 刻画 为 关于 一 切 
R- 线性 组 合 “ 封 闭 ” 的 那些 非 空子 集 . 
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2.3 命题 设 M 是 左 只 - 模 ,N 是 M 的 非 空子 集 ， 则 下 列 等 价 : 
(a) N 是 M 的 子 模 ; 

(b) RN=N, 

(c) 对 于 所 有 的 a,b € R 和 所 有 的 zye N, 有 


ar 十 by €N. 口 


对 于 每 个 不 同类 型 的 模 ， 都 存在 相应 的 子 模 的 概念 ， 也 存在 类 似 (2.2) 和 (2.3) 
的 结果 . 例如 , 给 了 RMs, 子 集 N 是 M 的 (R,S)- 子 模 (严格 地 说 , EE R -H sS 
- FH) 当 且 仅 当 N 既是 R- 子 模 又 是 5 - 子 模 ， 又 如 ，X ES M,X 的 (R,S) - 线 
性 组 合 的 元 素 形 如 


112181 十 … +TnInSn, 


HF ri € ,si E 5,zi EX (= 1,…,n). 具 有 上 述 形 式 的 一 切 元 素 构成 的 集合 记 
H RXS. 因此 M 的 非 空子 集 N 是 (R,5) - 子 模 当 且 仅 当 N = RNS. 这 就 等 价 于 
N 包含 了 形 如 rzs + maz's'(zz'e N) 的 (R,5) - 线性 组 合 . 

类 似 于 群 的 子 群 或 向 所 空间 的 子 空间 ， 模 M 的 子 模 集 关于 集合 包含 这 个 偏 序 
关系 构成 一 个 完全 模 格 . 假设 M 是 模 ， 如 果 N 是 M 的 子 模 ， 则 记 为 


N<M. 


为 了 避免 标 基 环 带 来 的 混淆 ， 我 们 也 可 以 用 如 下 的 自我 说 明 来 改变 记 法 ， 
RNS RM 或 RPs < RQs. 
设 M 是 左 已 - 模 , 工 < M,N < M, 则 显然 由 (2.3) 知 
LSN 当 且 仅 当 LCN. 
特别 地 , M 的 一 切 子 模 集 PM) 关于 <( 在 SM) 上 等 同 于 集合 包含 关系 ) 是 偏 
JESS. M 的 两 个 子 模 0 和 M 是 IM) 的 唯一 最 大 元 和 最 小 元 ， 而 且 ， 如 果 of 是 
S(M) 的 任意 非 空子 集 ， 则 由 (2.3) 立即 可 得 


NA e Y(M). 


由 于 Mol 一 定 是 of ESM) 中 的 最 大 下 界 ， 从 而 Z(M) 是 完全 格 ( 见 (0.6)). 虽 
然 格 FM) 的 偏 序 关系 是 集合 包含 关系 , .xf 的 最 大 下 界 是 NA, 但 of E SM) 的 
最 小 上 界 通常 不 是 它 的 并 集 ， 我们 知道 两 个 子 模 的 并 集 一 般 不 是 子 模 ( 见 (0.5) 中 
的 例 4). 为 了 刻画 (M) 中 的 最 小 上 界 ， 我 们 介绍 一 些 特殊 旦 完全 标准 的 记 法 .如 
果 Mi,…, Mn 是 M 的 非 空子 集 ， 我 们 令 


Mi+…+Mn={z+…+znlzceM =1 mn)). 


(2.3) 的 另 一 个 简单 的 推论 是 


82. 模 和 子 模 -29 . 


2.4 引 理 如 果 M 是 左 RR- 模 ，Mi,…,Ma 是 M 的 子 模 ， 则 Mi ++ Mn 
也 是 M 的 子 模 . 事实 上 ，Mi 二 … 二 Mn 是 MaiU…UMn 的 一 切 R 线 性 组 合 构 成 
的 集合 . o 

如 果 多 是 M 的 子 集 的 任意 集 族 ， 则 没有 合理 的 多 的 “和 ”的 概念 ， 然 而 ， 
受 引 理 2.4 的 启发 ， 我 们 可 以 把 M 的 子 模 族 of 的 和 Do 定义 为 Ue 的 一 切 R- 
线性 组 合 构成 的 集合 ， 易 见 如果 A = {Ma | as A}, WE 


DA = Ma =U May t+ Mon |01 on EA (n=1,2,..)), 
A 
即 可 以 把 4 Ma 的 每 个 元 素 记 为 有 限 和 


See, (Za; E May, ai € A). 
由 (2.2) 知 子 模 集 of 的 和 of 也 是 子 模 ， 而 且 如 果 N 是 M 的 任意 子 模 ， 且 包含 
A 中 的 一 切 子 模 ， 则 由 (2.3) 知 N 一 定 包 含 和 of. AGA Oo E of ESM) 
内 的 最 小 上 界 . 
设 H,K 和 工 都 是 M 的 子 模 ， 则 易 证 


HO(K +L) >(HNK)+(HOL). 


通常 情况 下 ， 此 不 等 式 是 严格 的 ， 即 AM) 不 一 定 是 分 配 格 . 但 如 果 H > K, h= 
k+l(he H,k € Kyle L), WHF k € K = HAK, AT Z(M) 满足 模 条 件 ( 见 0.5). 
概括 起 来 我 们 有 
2.5 命题 如 果 M HAE OR - 模 ， 则 M 的 子 模 集 IM) 关于 < 是 完全 模 格 . 
在 .8(M) 中 ， 如 果 of 是 非 空 集 ， 则 它 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 分 别 为 
EA 和 nw. 
尤其 是 ， 如 果 K 和 二 是 M 的 子 模 ， 则 
K+L 和 KAL 
分 别 是 K 和 工 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 . 而 且 如 果 WO M 的 子 模 ， 则 
eK <H 可 推出 HOA(K+L)=K+(HOL). 口 
子 模 格 .7(M) 为 模 的 性 质 和 标量 环 提供 了 大 量 的 信息 .在 很 多 情况 下 ， 我 们 
可 以 从 格 FM) 的 知识 中 得 到 关于 环 的 非常 详细 的 信息 ， 反 之 ， 对 于 某 些 环 ， 格 
S(M) 的 行为 相当 文明 ， 域 上 的 模 (= 向 量 空间 ) 为 我 们 提供 了 一 个 熟悉 的 例子 . 
但 通常 情况 下 ， 模 是 无 法 预测 的 ， 练 习 中 将 涉及 一 些 有 较 好 行为 的 模 . 
给 了 模 M 和 子 集 X CM, sy 是 M 中 包含 X 的 一 切 子 模 构成 的 集合 ， 由 于 
AR M, 从 而 of 非 空 . 的 交 Nf 也 是 M 的 子 模 ， 事实 上 ， nez 是 M 中 包 
E X 的 唯一 最 小 子 模 ， 我 们 称 它 为 由 X 生 成 的 M 的 子 模 . 
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2.6 命题 如 果 M EERE, X 是 M 的 子 模 , 则 由 X 生成 的 M 的 子 模 就 是 
BRX, 即 X 的 一 切 已 - 线性 组 合 构成 的 集合 . 
证 明 由 (2.2) 知 ，RX 是 M 的 子 集 ， 由 于 对 于 所 有 的 re M,1z = z, 从 而 
我 们 有 X CRX. 再 由 (2.3) 知 ， 包 含 X 的 任意 子 集 一 定 包含 线性 组 合 RX. 
o 
如 果 (Ma)aea 是 M 的 子 模 集 ， 则 D4 Ma 是 由 (Ma)ae4 生 成 的 子 模 . 从 而 如 


果 
M=} Ma, 
A 
则 我 们 说 子 模 (Ma)ce4 生 成 M. 如 果 X 是 RM 的 子 集 ， 而 且 满 足 
RX =M, 


则 我 们 说 X 生 成 M, 并 且 称 X 为 M 的 一 个 生成 集 有 有 限 生成 集 的 模 称 为 有 限 生 
成 模 , 仅 有 一 个 元 素 生成 的 模 称 为 循环 模 . 从 而 循环 左 模 形 如 M = R{z}, 其 中 zx 是 
M 中 的 某 个 元 素 ， 记 为 

M=Rr={rr|reR}. 


显然 ， 正 则 模 AR 和 Re 是 循环 模 ， 易 证 每 个 模 都 是 由 它 的 循环 子 模 集 生成 的 . 
2.7 命题 设 X 是 RM 的 一 个 生成 集 ， 则 有 


M= J Re. 口 
EX 
称 模 M 是 单 寞 , 如 果 M 40, 而 且 只 有 平凡 子 模 ， 单 模 是 循环 模 ， 非 零 模 是 单 
模 当 且 仅 当 它 是 由 它 的 每 个 非 零 元 生成 的 ， 类 似 于 素数 在 算术 中 的 地 位 ， 单 模 是 模 
理论 的 基石 注意 ， Abel 群 是 单 的 当 且 仅 当 对 于 某 个 素数 pe P, 它 与 Zp 同 构 . 
显然 ， 模 本 身 是 它 的 子 模 格 中 的 最 大 元 素 ， 从 而 在 偏 序 集 的 术语 中 ， 模 是 其 
本 身 的 极 大 (唯一 的 ) 子 模 ， 但 我 们 真正 感 兴 趣 的 是 极 大 真子 模 ， 对 偶 地 ， 零 子 模 几 
平 是 不 重要 的 , 但 模 的 极 小 非 零 子 模 是 十 分 重要 的 ,因此 一 个 有 点 离奇 的 术语 出 现 
了 , 即 
极 大 子 模 是 指 极 大 的 真子 模 ， 
极 小 子 模 是 指 极 小 的 非 零 子 模 . 
例如 , M 是 单 模 (因此 非 零 ) 当 且 仅 当 M 是 极 小 子 模 ,0 是 极 大 子 模 . 极 小 或 极 大 子 
模 的 存在 性 问题 是 重要 而 非 平 凡 的 : 例如 ,Abel BE Z - 没有 极 小 子 群 (=Z 子 模 )( 见 
练习 (2.8)). 另 一 方面 ， 至 少 存在 一 个 非常 重要 的 模 类 ， 它 中 的 每 个 元 都 有 极 大 子 
模 . 
2.8 定理 MRM 是 非 零 的 左 R- 模 ， 并 且 由 有 限 生成 集 生成 ， 则 M 的 每 个 
真子 模 都 包含 在 极 大 子 模 中 .特别 地 , M 有 极 大 子 模 . 
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证 明 设 天 是 M 的 真子 模 ， 则 存在 有 限 序 列 rt …,zn E M 使 得 
M=K+Rx+---+Rarn. 


在 所 有 这 些 序列 中 一 定 存在 极 小 长 度 的 一 个 序列 (可 能 存在 一 些 这 样 的 序列 ), 我 们 
不 妨 假设 z1,… ,zn 有 极 小 长 度 ， 则 


L=K+Rag+---+ Rtn 


是 M 的 真子 模 (GERREA z2,… ,zn 将 代替 ru 22,---, tn). Q PEM 中 包 
含 工 的 一 切 真子 模 构成 的 集合 . BR, 由 于 Le, Kili PM 的 子 模 格 的 非 空 
METR. 包含 工 的 子 模 N 在 多 中 当 且 仅 当 z1 EN. 我 们 对 多 应 用 极 大 值 原理 
(0.9). 假设 多 是 偏 序 集 多 中 的 非 空 链 ， 令 V = UG. 可 推断 V 是 M 的 子 模 ， 这 是 
因为 如 果 a,b E€ R,z,y E V, 则 对 于 某 个 Na, Ny E C, H £E Ns, y EN, 由 于 多 是 
链 ， 从 而 我 们 可 以 假设 Ne < Ny. 因此 x,y € Ny, 而 且 由 (2.3) 2 ax +by € Ny CV. 
由 (2.3) 还 可 推出 V 是 M 的 子 模 . 但 因为 zi 不 在 多 中 的 任何 一 个 元 内 ， 所 以 
nV. 我 们 已 经 验证 多 的 每 个 非 空 链 在 多 中 都 有 上 界 ， 即 它 的 并 ， 因 此 根据 
极 大 值 原理 多 有 极 大 元 ， 记 为 N. 由 于 NN 是 多 中 的 极 大 元 ， 从 而 任何 比 N 大 
的 M 的 子 模 都 不 在 多 中 ， 因 此 包含 ot. 但 任何 比 N 大 的 M 的 子 模 一 定 包 含 
N + Rz, > L+ Rz, = M. 从 而 NN 是 M 中 包含 K WRK ( 真 ) 子 模 对 于 定理 的 
最 后 陈述 令 K = 0 MTT. 口 

在 一 种 情形 中 , 左 模 和 双 模 存在 重要 差异 . 如 果 RMs 是 R—S - 双 模 , ze M, 则 
由 z 生成 的 循环 子 模 是 R19 = (Rz)S, 但 RzS 不 一 定 只 是 元 素 rzs.( 见 练习 (2.3). 


商 模 


类 似 于 向 基 空 间 ， 模 也 存在 关于 它 的 每 个 子 模 的 商 模 . 设 M AR - 模 ,天 
是 子 模 ， 则 易 见 陪 集 
M/K ={c+K\|ceM} 
是 左 R- W, HP MAM FRE LH 
(@+K)+(y+K)=(e+y)+K, a(r+K)=ar+K. 
加 法 单位 元 和 逆 元 分 别 为 
K=0+K, -(z+K)=-z+K. 


这 样 得 到 的 模 M/K 称 为 M 模 K 的 左 R - 商 模 其 它 类 型 的 商 模 存在 完全 类 似 的 结 
构 ， 例如， 如 果 我 们 有 RMs M R-S- T K, 则 对 于 所 有 的 re R,z eM,se5, 
经 

r(z + K)s =rzs+ K, 
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商 群 M/K 是 左 R- AG S - 双 模 . 
设 天 是 M 的 子 模 ， 则 易 见 集合 


J(M)/K ={H © ¥(M) | K < H} 
EIM) FHS. ME, IF .7(M)/K 中 的 每 个 H, 
nx(H) = H/K 


是 商 模 M/K 的 子 模 . 由 于 H < H! = nx(H) < nx(H’), 从 而 nk 定义 了 从 
(0M)/ 天 到 .9(M/K) ORF RR. 另 一 方面 WMR TÆ M/K 的 子 模 ， 则 


ng(T)= {reM|Iz+K eT} 


是 M 的 子 模 . 由 于 0+K = k4+ KeT( 对 于 所 有 kkE kK), 从 而 KK < n%(T). 我 们 
立即 可 得 nang (T) =T (对 于 所 有 Te S(M/K)) 和 nknk(H) > 五 (对 于 所 有 的 
H €.S(M)/K). 但 如 果 z € ngnk(H), 则 有 z+ 天 =a+ 天 (对 于 某 个 ae H), 由 
于 Kg HH, 我 人 ze H. 因此 nk Ang BAUM. 最 后 由 于 nk 也 是 保 序 映 
射 ， 从 而 由 (0.8) 我 们 有 重要 的 

2.9 命题 如 果 M 是 左 RR- 模 ，K 是 M 的 子 模 ， 则 经 互 道 映 射 


nk: H+ H/K = {zr +K | zE H}, 


nk :Treng(T) ={r€M|2+K €T}, 


商 模 M/K 的 一 切 子 模 格 同 构 于 M 中 包含 K 的 一 切 子 模 格 . 口 
由 于 模 是 单 模 当 且 仅 当 它 的 子 模 格 是 一 个 二 元 链 ， 从 而 我 们 有 
2.10 推论 M/K ERR HU 天 是 M 的 极 大 子 模 . 口 
环 的 变换 


有 一 些 重要 而 自然 的 方式 ， 使 一 个 环 上 的 模 继承 另 一 个 环 上 的 模 的 结构 . 例 、 
如 ， 环 尺 上 的 每 个 模 都 以 完全 自然 的 方式 构成 RR 的 一 切 子 环 上 的 模 ， 一般 地 ， 一 
些 “ 环 的 变换 ” 是 由 环 同 态 诱导 的 . 假设 M 是 左 9 -R , 忆 是 第 二 个 环 ，4 :RR 一 5 
是 环 同 态 ， 如 果 结 构 sM 是 从 环 同 态 A: 3 一 End'(M) 获得 的 ， 则 


Ag: R > End(M) “ 


诱导 了 M 上 的 左 R- 模 结 构 ， 其 中 标量 乘法 由 (r,z) olr) 给 出 ， 因 此 关于 


re=@(r)t (re R,ceEM), 
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sM EE R- 模 RM. 如 果 S 是 5 的 子 环 ， 则 包含 映射 is: 5' 一 5S( 环 同 态 ) 关于 
乘法 
(sz) 4 s's = ig/(s')a 
在 每 个 sM 上 诱导 了 S 结构 sM. 因此 对 于 每 个 5 - 模 sM 和 每 个 环 同 态 ¢ : 
R= S, 存在 如 下 四 个 模 : 
sM, RM, gnyM, zM. 

显然 ， 上述 模 中 的 任意 模 的 子 模 都 是 其 后 面 模 的 子 模 ,而 且 由 于 子 模 的 最 大 下 
界 和 最 小 上 界 恰 是 交 与 并 , 从 而 上 述 任意 模 的 子 模 格 都 是 其 后 面 模 的 子 格 . 注意 RM 
的 子 模 格 和 g(r)M 的 相同 ， 这 些 重要 的 事实 我 们 陈述 如 下 : 

2.11 命题 Ho: R> SIMA, Abel 群 M BULA R- 模 又 是 左 S - 模 ， 
使 得 对 于 所 有 的 re R, ze M, 有 rm = d(r)m, 则 作为 格 ， 有 


S(sM) < S(RM) = Fg(RM) < Hr(M). a 


当然 (2.11) 中 陈述 的 包含 关系 通常 是 不 等 的 . 例如 ,在 一 维 玉 空间 中 , 存在 不 
是 及 - 子 空间 的 Q - 子 空间 ， 也 存在 不 是 Q- 子 空间 的 Abel P. 
假设 M 经 环 同 态 入 : 尽 一 End'(M) 构成 的 左 R- 模 ， 我 们 简写 ax = 和 (a)(z)， 
则 核 
K = Ker\={a€ R | ar =0 (z€ M)} 
是 R HIOA, JEP K 为 M H RPh PEF. WMR K = 0 ( 即 入 是 单 射 ), 我 


们 说 M 是 BRER - 模 . 由 (1.4) 我 们 有 ， 对 于 R 内 包含 于 K 中 的 理想 I, 存在 唯 
一 的 环 同 态 


n: R/T > End'(M) 


使 得 mi = A. 从而， 对 于 每 个 这 样 的 理想 1, 都 有 诱导 在 M 上 的 左 R/T - 模 结构 ， 
称 其 为 自然 R/T -结构 yrM, 此 时 标量 乘法 定义 为 


(a+ 1,2) (a+ I)z =ar (@€R, ze M). 


因此 M 上 的 Re - 结构 恰 是 由 R/T - 结构 和 满 的 环 同 态 ny: R> R/T 诱导 的 ， 从 而 
由 (2.11) 和 (1.4) 我 们 有 
2.12 推论 ME M EE R- I RHEE, I UAF M 的 零 化 子 中 ， 则 
(1) M 的 子 群 是 R- FRA AYER R/T - PH, B R- 子 模 格 和 R/T -F 
模 格 是 一 致 的 . 
(2) M 作为 左 R/T - 模 是 忠实 的 当 且 仅 当 了 是 M HFEF. a 
作为 一 个 简单 而 重要 的 例子 , 设 M 是 有 限 非 零 的 Z- ( 即 Abel FH), W M 在 
名 中 的 零 化 子 K 是 真理 想 , mE K 是 (E) 理想 Zk, 其 中 此 是 使 得 kz = 0 (对 于 所 
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有 的 ze M) 成 立 的 最 小 正 整 数 . 因此 M 关于 标量 乘法 
(m + Zk)z = mz 


构成 Z/Zk(= Zk) - 模 ， 特别 地 ， 如 果 K = Zp(p 是 素数 ), 则 Zp 是 域 ,M FE Zp - 向 
基 空 间 ， 而 且 M 的 子 群 格 就 是 Zp - 向 量 空间 z,M 的 Zp- 子 空间 格 . 

2.13 作为 双 模 的 环 正如 (2.1.4) 中 所 见 ， 环 RR 的 加 群 经 左 和 右 环 乘法 既是 左 
R- ENEH R- 由 于 环 乘法 满足 结合 律 ， 从 而 有 


a(xb) = (ax)b. 


这 些 左 和 右 环 乘法 给 了 RR 一 个 双 模 结构 . 因此 当 我 们 把 环 RR 看 做 它 自身 上 的 (£, 
右 ， 双 ) 模 时 ， 就 是 指正 则 模 结 构 . 并 且 我 们 约定 用 
RR, Rr 和 RRR 
来 表示 这 些 正则 模 . 
BR, WME 是 环 ， 则 R 的 非 空子 集 了 是 理想 当 且 仅 当 它 是 双 模 RRR 的 子 
模 ， 这 等 价 于 
I= RIR. 


更 一 般 地 有 n R 的 子 模 称 为 R 的 左 理想 , Ra 的 子 模 称 为 R 的 右 理想 .R EST 
集 了 是 左 理想 当 且 仅 当 
了 = RI. 


左 ， 布 或 双边 循环 理想 通常 称 为 主 理想 . 

由 于 RKE, 右 或 双边 理想 只 是 一 些 特殊 模 的 子 模 ,从 而 关于 集合 包含 关系 每 
个 这 样 的 集合 都 是 完全 格 .当然 这 些 格 满足 子 模 格 通常 的 性 质 . 我 们 也 采用 关于 极 
大 和 极 小 子 模 的 约定 : 极 大 ( 左 ， 右 ， 双 边 ) 理想 是 指 极 大 真理 想 ， 极 小 理想 是 指 极 
小 非 零 理想 ， 又 如 ， 如 果 A 是 RK ERTE, N 

RA , AR 和 RAR 

分 别 是 RPh 4 生成 的 左 理想 ， 右 理想 和 (双边 ) 理想 .以 同样 的 方式 又 如 ， 如 果 
IÈ RSE, U R/T 的 左 理 想 格 同 构 于 R 中 包含 了 的 左 理想 格 ， 因 此 ， 我 们 可 
以 对 这 些 特 殊 理 想 自由 应 用 模 的 不 同 结果 然而 ， 止 如 下 一 节 所 见 ， 当 我 们 涉及 同 
态 时 必须 小 心 这 样 的 平移 . 


零 化 子 


ATÆ R- M, 我 们 可 以 由 M 得 到 的 性 质 . 反之 , 也 可 由 已 得 到 M 的 性 
M. “ 零 化 于 ”是 获得 一 些 上 述 信息 变化 的 一 个 非常 重要 的 工具 我 们 已 经 担 及 过 
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THER-RM 在 环 中 的 零 化 子 . 更 一 般 地 , 设 M BA R-M, WIE XCM, X 
在 及 中 的 ( 左 ) 零 化 子 是 


In(X) = {re R|rz=0 (zeX)}， 
对 于 每 个 AC R,4 在 M 中 的 ( 右 ) 零 化 子 是 
rm(A) = {xe M |ar=0 (as4)}. 


对 于 单个 的 {z} 和 {a}, 我 们 简写 为 In(z) 和 rula). 当 不 引起 歧义 时 ， 我 们 可 以 忽 
略 下 标 RAM. 当然 , 若 M 是 右 R- 模 ， 则 相应 地 有 右 零 化 子 rR(X) 和 左 零 化 
F ly (A). 还 有 一 些 其 他 相当 明显 的 术语 ， 例 如 ， 如 果 AC lr(X), 我 们 可 以 说 4 零 
X. 零 化 子 的 重要 性 以 后 会 明显 表现 出 来 , 但 现在 我 们 容易 获得 它们 的 基本 性 质 . 

2.14 命题 设 aMs JEUX CM,ACR, W 

(1) Ia(X) 是 R WERN, 

(2) rM(4) 是 Ms 的 子 模 . 
而 且 ,如 果 X 是 RM 的 子 模 , 则 La(X) 是 及 的 理想 .如 果 4 是 尽 的 右 理想 , 则 rw(4) 
是 RMs 的 子 模 ， 如 果 刀 是 交换 环 ， 则 IR(X) 是 理想 ， rw(4) 是 RMs 的 子 模 . 

证 明 (2) 设 rz,yerw(4)，s,s' e S, 则 对 于 每 个 ae A, 我 们 有 (由 于 RMs 是 
双 模 ) 

a(as + ys’) = a(zs) + a(ys’) = (az)s+ (ay)s' = 0. 

由 于 rm(4) 闫 多 ( 它 一 定 包含 0), 从 而 由 (2.3.c) 得 rw(4) 是 Ms 的 子 模 . 余下 的 证 明 
是 同样 的 简单 ,我 们 略 去 . 口 
2.15 命题 设 RM BE R- H, XY 是 M ATR ABE RNR, W 

(1) h X CY 可 推出 Ia(X) 2 lr(Y), H AC B 可 推出 ru(4) 2 ru (B). 

(2) X C rmlr(X), AC larm(A). 

(3) IR(X) = lrrmlr(X), rm(A) = rmlrrm(A). 

证 明 (1) 和 (2) 是 易 证 的 . 关于 (3), 可 对 IaR(X) 应 用 (2) 得 In(X) S mae 
再 对 (2) 中 的 X C rulr(X) H (1) 14 U(X) larmla(X). 

一 个 十 分 重要 的 信息 已 经 出 现 过 .假设 RMs 是 双 模 ， 则 

rmu:I} rull) 和 Ig: Km LR(K) 

都 是 的 左 理想 了 的 偏 序 集 和 M 的 右 5- 子 模 K 的 偏 序 集 之 间 的 保 序 映射 当然 
这 些 映 射 不 总 是 双 射 , 这 是 因为 (1) 和 (2) 中 的 包含 可 能 是 严格 的 (考虑 M = zZz). 
而 且 一 般 地 它们 不 是 格 的 反 同 态 ( 见 练习 (2.15))， 但 下 面 的 结果 表明 它们 是 封闭 
的 . 也 存在 重要 的 格 的 反 同 态 (新 格 的 )( 见 练习 (2.16)). 

2.16 命题 设 RM EE R- H ,(Ka)aca 和 (la)aea 分 别 是 M 和 的 加 法 群 
的 子 群 ， 则 
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(1) IR(£4 Ka) = Nala(Ka), 1M (Da Ja) = Maru (Ia); 
(2) Dala(Ka) S la(NaAKa), Datu (la) Stu (Nala): 
证 明 (1) 由 于 对 于 每 个 6, 有 Ka < Ea Ka, 从 而 根据 (2.15.1) 得 对 于 每 个 a, 
有 IR a Ka) C la(Ka). 另 一 方面 ， 如 果 元 素 re R 零 化 每 个 Ka, Wr 一 定 零 化 
FEA Ka 的 元 素 的 和 ， 因 此 Nalr(Ka) E IREA Ka). 同 理 可 证 明 右 零 化 子 情况 . 
(2) 显然 ， 对 于 每 个 8 e A, 都 有 OAKS C Ks， 从 而 由 (2.15.1) 知 ， 对 于 每 
个 p, 都 有 LR(Kp) C lr(MaKa). 由 (2.14.1) 知 la(naKa) 是 R 的 左 理想 ， 从 而 


于 gea LR(Kg) S In(naKa). 同 理 可 证 明 右 零 化 子 情况 . 口 
练 习 2 
1， 设 RAI ,Rep 是 RR 的 反 环 ,用 * 表示 R? 中 的 乘法 运算 ， 从 而 对 于 所 有 ms € R, 有 


(1) 设 M EE R-i. 定义 函数 * : Mx R? 一 M, (z,r) = zxr = rr. 证明 关于 此 运算 
M £4 R? - W, RAVER MP .| 提示 ， 见 (1.15).] 
(2) 设 S 是 环 ，M 是 左 RR- 左 5 - 双 模 . 证 明 对 于 (1) 的 运算 * : M x R? — M, M 是 
Æ S - 4i R? - 双 模 . 
2. (1) 设 M 是 非 零 的 Abel 群 L = End'(M), R= End"(M), W M 既是 左 工 - 模 ,M 也 
， 是 右 R- BL 求证 : M 是 左 工 - 右 R-HD 工 是 交换 的 ， | 提示 ， 见 练习 (2.1).] 
(2) 设 cV BARRA RET). AEP RFA (a,x) 一 az(G 是 a heyi), Abel HEV Hy 
成 左 C - 向 晤 空间 cV. 证 明 ， C - 向 量 空间 cV 和 cV 都 不 是 它们 中 另 一 个 的 子 空间 ， 而 
且 这 两 个 C 标 基 冬 法 不 能 形成 (C,C) - DAR. 
3. RRA, ce RR. EM: RP r 生成 的 理想 (I eRe 的 (R, R) 子 模 ) 是 一 切 有 限 和 
ras, 十 ,十 rnzsn(n € N,71,… ,Tn;51,.… ,sn © R) 的 集合 ,用 一 个 例子 表明 
{res | ms € R} 不 一 定 是 R 的 理想 ， | 提示 : 考虑 Mi2(Q).] 
4. i M faze R- ,A, BCR, X CM. iEAR: 
(1) 当 Ade R ABBA, 有 AX <M. 
(2) A(BX) = (AB)X. 
(3) 当 每 个 X 是 2M 的 子 群 时 (Ye C), 有 AZo Xr) = De AXy- 
(4) 当 每 个 Ay 是 ZR 的 子 群 时 ， 有 (并 ec Ay) X = De 4X. 
5. (1) 设 工 是 已 左 理想 ,J 是 R 的 双边 理想 . 
证 明 ， 如果 了 和 J ERR (EEH), 则 左 理想 T+ J 亦 然 . 提示: 考虑 R/J 中 的 
(1+ J)/J.( 注 意 : 了 是 军 零 的 是 指 存在 某 个 n EN, 使 得 I" = 0).] 
(2) 证 明 : 如 果 是 R GERN, UI RRRA IR 是 等 零 的 . 如 果 了 和 KK ER 
FERR, W 了 十 KK 亦 然 . 
(3) 设 多 BRA WERABBR. 证 明 : DY BSL. 
(4) 设 A È R BIRREA. EN: E A ERRE. 
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6. 


10. 


11. 


下 面 是 三 个 有 限 偏 序 集 的 (Hasse) 图 表 : 


> . 
(i 、 (ii) A [ (ii) ae IN, 
人 SS NI vA 


例如 ， 第 一 个 偏 序 集 有 一 些 元 素 ,a 是 {b, f} 的 最 大 下 界 ， 也 是 {c, f) 的 最 大 下 界 ,e 是 
{c,d} 的 最 小 上 界 ， 也 是 {a,d} 的 最 小 上 界 ，c 是 {b,c} 的 最 小 上 界 ， 而 {d,9} 既 没有 最 
小 上 界 也 没有 最 大 下 界 . G 

(1) 证 明 ， 如 果 格 LAFAR (ii) (i) 有 子 格 ， 则 L 不 是 模 格 (分 配 格 ). 反之 ， 证 明 ， 非 
模 格 实际 上 包含 类 似 于 (ii) 的 子 格 ( 非 分 配 格 也 一 定 包含 (ii) 或 (ii))( 见 Birkhoffl66].) 

(2) 设 工 是 模 格 ， 且 a,b,c EL,a <b. 证明: 如 果 aVe=bVc,aAc=bAc, 则 a=%b. 
(3) 证 明 ， 格 L 是 分 配 格 当 且 今 当 对 于 所 有 的 a,b,c E L; # aV (bV c) = (a V b) A (a V c) 
( 见 (0.5).) 

ME Z - BE Zs, Zo4,Zis,Zs0 的 一 切 子 模 格 的 (Hasse) AR. 利用 练习 (2.6) 来 确定 它们 中 
的 任意 一 个 是 否 为 分 配 的 . 

(2) bt R ÆR Za 上 一 切 2 x 2 上 三 角 和 矩阵 环 . 简 述 e 尽 , Re 以 及 RRna 的 一 切 子 模 格 的 图 表 . 
(3) 这 些 模 中 的 哪 一 个 是 由 它们 的 极 小 子 模 生成 的 ? 

(4) (1) 和 (2) 中 的 每 个 模 都 决定 了 极 大 子 模 的 交 . 

设 peP 是 正 素数 , 则 M = {a/p" EQ | a € Z,n € N} 是 @Q 的 加 法 子 群 ,其 中 也 是 @ 的 
FR. H Zp 表示 商 群 M/Z. 显然 所 有 元 素 a/p"(0 < a < p”) 构成 表示 集 . 

(1) 证 明 ， 对 于 每 个 ze Zpw, 每 个 0 天 mm E Z, 都 存在 ye Zp, 使 得 z = my. 

(2) 证 明 : Zp 的 每 个 真子 群 是 循环 群 ， 且 由 1/p” (对 于 某 个 n) 生成 的 ， 从 而 可 推出 Zp 
的 一 切 子 群 格 都 是 有 序 链 ， 而 且 Zp 没有 极 大 子 群 . 

M 是 非 零 模 ,N 是 M 的 真子 模 ,z < M\N. 证 明 ， 

(1) 关于 N < KA rg K, MERKT K. 

(2) 如 果 M = Ra +N, 则 M 有 极 大 子 模 K, WEN < K, rK. 

BEIM M 是 环 R HRR ES 

(1) M 是 极 大 理想 当 且 仅 当 R/M 是 单 环 . 

(2) RR 有 包含 1 的 极 大 理想 . 

(3) R 至 少 有 一 个 极 大 理想 . 

设 RR 是 交换 环 ， 称 R 的 真理 想 P 为 素 理想 , 如 果 由 abe P 可 推出 ce 已 或 be P. 证 
明 : 

(1) 真理 想 P 是 素 理想 当 且 仅 当 商 环 R/P 是 整 域 ， 因 此 每 个 极 大 理想 都 是 素 理 想 . 

(2) 存在 任意 长 度 的 素 理想 的 链 [提示 ， 考虑 ZX- ,Xn]]. 

(3) 如 果 对 于 每 个 ze R, 都 存在 me N 使 得 z” = z, 则 每 个 素 理想 都 是 极 大 理想 . 

(4) R 的 每 个 素 理想 都 包含 极 小 (可 能 是 0) KEE | 提示 ， 应 用 极 大 值 原理 的 对 偶 .] 
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12， 称 交换 环 是 局 部 环 , 如 果 它 有 唯一 的 极 大 理想 ( 见 815 关于 非 交换 环 的 推广 ). 
(1) 证 明 ， 理 想 格 是 链 (例如 Zon) 的 每 个 交换 环 都 是 局 部 环 ， 你 能 给 出 理想 格 不 是 链 的 交 
换 局 部 环 的 例子 吗 ? | 提示 用 OLX, Y] 的 商 环 .] 

(2) Bp eZ 是 素数 ， 令 

Zip) = {a/b E Q | b € Zp (a/b 在 最 低 项 里 )} 
证 明 ， Zip) 是 局 部 环 ， 其 中 极 大 理想 是 pZ). 
(3) 证 明 ， 局 部 环 的 理想 格 是 上 良 序 的 ( 即 每 个 非 空子 集 都 有 最 大 元 ). 

13， 证 明 ， 如 果 环 忌 ( 不 需要 是 交换 的 ) 有 唯一 的 极 大 理想 ， 则 CenR 是 局 部 环 ， 这 是 练习 (1.9) 
的 推广 因此， 每 个 这 样 的 环 都 可 以 看 作 局 部 环 上 的 (中 心 ) 代数 .求证 ,中心 是 局 部 环 ( 甚 
至 域 ) 的 环 不 一 定 有 唯一 的 极 大 理想 | 提示 练习 (2.7.2)] 

14. (1) 设 了 是 环 RR 的 左 理想 . 证 明 : lr(R/T) 是 R 中 包含 在 工 内 的 唯一 最 大 双边 理想 . 

(2) 求证 下 述 论断 是 可 能 的 : 了 是 R 的 极 大 左 理想 ， 但 了 不 包含 R 的 极 大 理想 ， [提示 ， 
` 利用 练习 (1.7).] 
15. KR Æ ZX] x Z[Y] WH, 
2X] x ZIY] = {(f.9) | f(0) = g(0)} ( 即 有 相同 常数 项 的 一 切 元 素 对 . ) 
易 见 R EHF Z[X,Y] 模 主 理想 (由 XY 生成 的 ) 之 商 环 . 令 M= AR. 求证 ， 即 使 我 们 
选择 第 Ka 个 分 量 作为 理想 的 零 化 子 ， 第 To 个 分 最 作为 子 模 的 零 化 子 ， 则 (2.16.2) 中 的 包 
会 也 可 能 是 严格 的 。 提示， 例如 考虑 由 (X,0) 生成 的 子 模 . ] 

16， 设 M 是 左 忆 模 ,ZR(M) = {ir(X)| X © M}, Zu(R) = {rm(A) | A CR}. 注意 到 
A € ZrR(M) 当 且 仅 当 A4 = lrru(A), X € Zu(R) SEW X = rmlr(X). WE: 

(1) rR(M) 和 Ru (R) 关于 任意 交 都 是 封闭 的 . 因此 偏 序 集 .Zn(M) 和 Zu(R) (集合 包含 
关系 为 偏 序 关系 ) 是 完全 格 , MEH, WMR of C Zr(M), X C @u(R), W 


inf = Nf, supt = n(m) A)) 


inf 2 =NY, sup® =ru(ln(D) 2)). 


(2) 映射 rw : Ai ru(A) A Ir: X i Ir(X) X Zr(M) 和 多 m(R) 之 间 是 格 反 同 构 . 
17. BV 是 除 环 D 上 的 左 向 基 空 间 . 称 子 集 X CV 是 线性 无 关 的 , 如 果 对 于 X 中 两 两 不 同 
的 每 个 序列 zh En 和 di,… ,dn € D, 
H dizi +--+ datn = 0 可 推出 di 二 …=dn=0. 
V 的 一 个 线性 无 关 生 成 集 称 为 V 的 一 个 基 ( 注 意 9 是 0 的 一 个 基 ). 
(1) 利用 极 大 值 原理 证 明 ， 如果 Y 是 Y 的 线性 无 关子 集 X 是 一 个 生成 集 ， 则 存在 子 集 
X'CX 使 得 YUX' 是 V 的 基 . 
(2) 证 明 ， 每 个 向 量 空间 都 有 基 ， 而 且 向 基 空 间 的 每 个 极 大 线性 无 关子 集 和 生成 集 都 有 基 . 
(3) 证 明 : 如 果 W <V, X 是 V 的 基 , WEFR X’ C {RIV = W4+DX', WNDX' = 
0. 
18， 如 果 X 是 向 基 空 间 V 的 基 , 则 V 的 维 数 是 dimV = card X. 维 数 与 基 的 选择 无 关 . 
证 明 ， 如 果 X 和 了 是 V 的 基 , 则 card X = card Y. AR: 如果 X 是 有 限 的 ， 利 用 练 
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习 (2.17.0 和 归纳 法 求证 card Y < card X. AHH, BU X 是 无 限 的 ， 则 对 于 每 个 
ZE X, HEY 中 的 有 限 子 集 F(z) = {y1 ,yn} 使 得 © Dy 十 … 十 Dyn. 求证 ， 
Y =UzexF (a), card Y < card(N x X) = card X( 见 (0.10))] 


§3. 模 的 同 态 


WMR M AlN 是 两 个 左 RR- 模 ， 称 函数 了 : M NEER -) 同 态 , 如 果 对 于 所 
有 的 a,b E R 和 所 有 的 z,ye M, 有 


flar + by) = af(x) + bf (y), 


即 如 果 f 是 R -线性 的 . 注意 这 里 的 “ 左 ” 与 f 写 在 哪 边 无 关 ， 从 而 ， 如 果 f 写 在 
右边 ， 则 有 
(az + by)f = a((x)f) + o((y)f). 


WR MHN EF R-E, WW fs MN ER R- 同 态 当 且 仅 当 
f(za + yb) = f(z)a + f(y)b. 


模 同 态 f 一 定 保持 所 定义 的 结构 . 因此， 如 果 Abel HEM ALN Æ R BIE MAA 
同 态 环 的 环 同 态 和 X 构成 左 R- 模 ， 则 Abel 群 同 态 1 : M 一 NN Jd R - 同 态 当 
且 仅 当 对 于 每 个 ae R, 图 表 


可 交换 . 

关于 双 模 ， 我 们 有 明显 的 变化 . 给 了 双 模 AMs 和 RNs, M 到 NN 的 (R,5)- 同 
B RM S 上 的 线性 函数 1 : M 一 N. 因此 ,f:M 一 NN 是 (R,5) - 同 态 当 且 仅 当 
对 于 所 有 的 mm e 尽 ss eS, 以 及 zzeM, 有 


jlrzs + r'a’) =rf(a)s +r f(a"). 


由 于 模 同 态 的 运算 非常 类 似 于 Abel 群 同 态 的 算术 ， 也 类 似 于 向 量 空间 的 线性 
变换 的 算术 ， 从 而 我 们 在 这 里 不 讨论 它 . 注意 左 R- 同 态 的 合成 作为 函数 仍 是 R- 
同 态 ， 而 且 对 于 aM, 恒 等 映 射 Im: M 一 M 是 R- 同 态 ， 因 此 一 切 左 RR- 模 类 
和 它们 之 间 的 一 切 R - 同 态 构 成 具体 范畴 .虽然 此 范畴 在 以 后 的 研究 中 是 十 分 重要 
的 ， 但 暂时 我 们 不 过 多 关注 它 . 
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设 M 和 NN 是 左 R- 模 ,f:M 一 NN 是 左 呈 - 同 态 ,f 的 象 Imf 和 核 Kerf E 
义 为 
Imf ={f(z)€N|2eM}, Kerf ={xeM | f(x) =O}. 
因此 Imf 和 Kerf 分 别 为 N 和 M 的 子 模 ,7 的 余 象 和/ 的 RR 分 别 定义 为 
Coimf =M/Kerf , Cokerf = N/Imf. 


R- 同 态 的 线性 告诉 我 们 同 态 的 行为 完全 由 它 在 生成 集 上 的 作用 所 决定 ， 即 

3.1 命题 eM AN BA R- LX EMM, f: MN E&R- lA, 则 
Imf th f(X) ER. TEL, 如 果 g 也 是 M 到 NN 的 R- 同 态 ， 则 有 

了 =9 SBK f(x) = g(z) (z € XX). 
证 明 由 于 
Imf = f(RX) = Rf(X), 

从 而 由 (2.7) 得 Imf 是 由 f(X) ERK. 由 了 = 9 推出 f(z) = g(z) 是 易 见 的 . 反 
之 ,假设 对 于 所 有 的 ze X, 有 f(z) = g(z). 易 证 


K={yeM | f(y) = gly)} 


是 M 的 子 模 由 于 X CK, 从 而 由 (2.3) 我 们 有 M = RX C K. 因此 对 于 所 有 的 
ye M, f(y) = gly). 口 


满 同 态 和 单 同 态 


HEAS S: M 一 N 是 满 同 态 , 如 果 f 是 满 射 即 到 N E). RASS: M >N 
是 单 同 态 , 如 果 f 是 单 射 ( 即 一 对 一 ) 有 时 ,我 们 使 用 这 些 术语 的 解释 性 形式 (如 ， 
满 的 或 单 的 ) 以 便 简化 句子 结构 . 

WR M 是 左 R- 模 ， 则 M 的 每 个 子 模 实 际 上 是 某 个 单 同 态 的 象 ， 如 果 天 是 
M 的 子 模 ， 则 包含 映射 ik = ikem: K 一 M( 见 (0.1) 是 R- 单 同 态 ， 并 且 称 其 为 
K 在 M 中 的 自然 嵌入 , CHR K. M 的 每 个 子 模 也 都 是 满 同 态 的 核 . 设 天 是 
M 的 子 模 ， 从 M 到 商 模 M/K 上 的 映射 nk : M 一 M/K 定义 为 


mk(Z) =2+K EM/K (zeM). 
N nk 是 R- 满 同 态 ， 其 核 为 K. 我 们 称 nk 是 从 M 到 M/K 上 的 自然 满 同 态 . 
RS f:M 一 NN 是 (R -) 同 构 , 如 果 f 是 双 射 ， 称 两 个 模 M 和 N 是 R 


tat, 且 简 记 为 
MSN， 


如 果 存在 R- FH 了 : MN. 易 证 此 关系 (“ 同 构 关系 ”) 是 一 个 等 价 关 系 . 


§3. aw E E :41 


3.2“0 ”的 故事 AIE R- MA N, 一 定 存在 从 M BIN A R-E 
态 ， 即 零 同 态 
0:M >N, 0:zmoeN (re M). 


我 们 频繁 地 用 “ 0 ”来 表示 一 切 零 元 素 ， 一 切 零 子 模 和 一 切 零 同 态 ， 幸 运 的 是 这 种 
不 明确 性 实际 上 并 没有 表现 出 来 . 我 们 应 该 注意 模 M HETRE M 中 唯一 的 只 
含 一 个 元 素 的 子 模 ， 而 且 只 有 一 个 元 素 的 模 是 零 模 ， 不 但 任意 两 个 零 子 模 同 构 ， 而 
且 零 模 之 间 存在 唯一 的 同 构 即 零 同 态 . 

关于 0 也 存在 几 个 其 它 的 约定 . 由 于 任意 两 个 零 模 之 间 都 存在 唯一 的 同 构 ， 从 
而 我 们 可 以 自由 等 同一 切 零 模 ， 同样， 给 了 模 M, 则 存在 唯一 的 同 态 M 一 0 它 一 
定 足 满 的 ， 也 存在 唯一 的 同 态 0 一 M, 它 一 定 是 单 的 ， 当 写成 M 一 0 或 0 一 M 
时 ， 我 们 要 考虑 这 些 唯 一 的 模 同 态 ， 对 于 任意 模 M， 


no: M > M/0, nm :M/M 0 


都 是 同 构 ， 而 且 我 们 通常 认为 商 模 M/0 和 M/M 分 别 与 M 和 0 一 致 . 
满 同 态 和 单 同 态 的 不 同性 质 类 似 于 由 集合 和 函数 构成 的 范畴 中 的 满 射 和 单 射 
的 不 同性 质 . 关于 同 态 我 们 充分 利用 了 0 函数 , 但 我 们 不 再 用 0 函数 来 刻画 同 态 ， 
而 是 把 单 同 态 看 作 由 单 边 逆 得 到 的 单 射 . 
3.3 命题 BM AN BA R-Mf 2M NSE R- WAS, 则 下 面条 件 等 价 : 
(a) f 是 到 N 上 的 满 同 态 ; 
(b) Imf = N; 
(c) 对 于 每 个 RK MEX R- 同 态 gh: N 一 天 ,由 9g1= hf 可 推出 g=h; 
(d) 对 于 每 个 kK 和 每 个 已 - 同 态 g: N K, th of =0 可 推出 9= 0. 
证 明 (aje (b) 和 (a)>(c) 是 显然 的 . 
(c)= (d). HA: N — K RRES, W gf = 0 意味 着 gf = hf. 因此 由 (c) 的 假 
我 们 有 g =h= 
(d)=>(b). 设 工 = Imf, 则 ni : N 一 N/I = Cokerf 显然 满足 nif = 0. 因此 根 
HB (d), 有 wz = 0. 但 由 于 nz 是 到 NT 上 的 ， 从 而 N/T = 0, 因此 工 = N. 口 
3.4 RM AN BA R-Mf: MONE R-AS, 则 下 面条 件 等 价 : 
(a) f 是 单 同 态 ; 
(b) Kerf =0; 
(c) 对 于 每 个 RK 和 每 对 忌 同 态 g,h:K — M, 由 fg = fh 可 推出 g=h; 
(d) 对 于 每 个 RK ABET R- 同 态 g:K 一 M, 由 fg = 0 可 推出 g= 0. 
证 明 (d)>(b) 是 唯一 有 难度 的 证 明 . $ K = Kerf, W ix: ee aa a 
aS, fix = 0. 因此 根据 (d), 我 人 有 ix =0. 从 而 天 = Im ix = 


设 
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3.5 命题 HMA NEER-Ñ, f:M >N iR- 同 态 则 了 是 同 构 当 且 
仅 当 存在 函数 gh: N 一 M 使 得 


fg=1n, hf =1m. 


当 满足 最 后 的 条 件 时 ， 9 = h 是 同 构 . 

证 明 (=) 唯一 性 的 证 明 是 容易 的 (9 = lm 9 = hfg = hln =h). RZ, 如 果 
了 是 同 构 ， 则 f 是 双 射 ， 从 而 存在 函数 9 : N 一 M 使 得 fg = 1w，91 = 1. ( 见 
(0.1).) 为 了 完成 证 明 我 们 需 证 9 是 R- 线性 的 . 但 由 于 f 是 R- 线性 的 ， 从 而 我 们 
有 


J (g(ax + by)) = ax + by = f(ag(x) + bg(y)), 
因为 了 是 单 射 , 所 以 9 是 已 - 线性 的 ， 口 
4 f:M—N 是 同 构 时 ， 满 足 (3.5) 条 件 的 唯一 的 刃 - 同 态 是 了 的 道 , 并 且 表 


示 为 J ( 见 (0.1).) 注意 ,在 (3.3) 和 (3.4) 中 ， 我 们 没有 把 单 边 逆 的 存在 性 作为 
一 个 等 价 条 件 ， 正 如 我 们 所 见 ， 这 种 忽略 不 是 偶然 的 . 


因子 定理 


HRAS S: M 一 N 是 同 态 9 和 的 合成 ， 即 f = gh, WE f 可 以 通过 g 和 h 因 
子 化 . 这 种 结果 本 质 上 是 说 同 态 f 可 以 唯一 地 通过 核 在 f 的 核 中 的 每 个 满 同 态 和 象 
包含 在 f 的 象 的 每 个 单 同 态 进行 因子 化 . 

3.6 因子 定理 设 M,M',N,N' 是 左 R- 模 ,f:M 一 N ÆR- AS. 

M >N M 7 N 
N h ba A 
M’ N' 

(1) (2) 

(1) WR g: M 一 M' 是 满 同 态 ,Ker gC Ker f, 则 存在 唯一 的 同 态 h:M' 一 NN 
使 得 


了 = hg. 
WH ,Ker h = g(Ker f),Imh = Im f, 因此 h 是 单 同 态 当 且 仅 当 Ker g = 
Ker fh 是 满 同 态 当 且 仅 当 f 是 满 同 态 . 


(2) 如 果 g: N' > N 是 单 同 态 ,Im f C Im g, 则 存在 唯一 的 同 态 hs M 一 NT 
使 得 


f= gh. 


而 且 , Ker h= Ker f, Im h= g“ (Im f), 因此 hh 是 单 同 态 当 且 仅 当 f 是 单 同 
是 满 同 态 当 目 仅 当 Im g = Im f. 


Ca 
> 
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证 明 (1) 由 于 g:M > M 是 满 同 态 ， 从 而 对 于 每 个 m' eM, 至 少 存在 一 个 
m eE M 使 得 g(m) = m. WRL E M 使 得 g(1) = m, WBRA m-l e Ker g. 但 由 于 
Ker gC Ker f, 从 而 我 人 有 f(m) = f(D). 因此 ， 存 在 可 以 定义 的 函数 h: M' 一 N 
使 得 f = hg. BIL h iÈ R- EX, 设 z,y EM',z,y €M, g(x) =2’, gy) = y', W 
对 于 每 个 a,be R, 有 g(az + by) = az’ + by’, 因此 


haz! + by") = f(ar+by) 
= af(z) + bf (v) = ah(a') + bh(y). 


h 的 唯一 性 可 由 (3.3.0) 得 出 ， 这 是 因为 9 是 满 同 态 ， 最 后 的 证 明 是 显而易见 的 . 

(2) 对 于 每 个 mm € M, 有 f(m) € Im f C Img. 由 于 g 是 单 同 态 ， 从 而 存在 
唯一 的 n’ © N' 使 得 glin’) = f(m). 因此 ， 存 在 函数 h: M 一 N' (Z mrs n) 使 得 
f= gh. 其 余 的 证 明 也 是 简单 的 . 口 

作为 因子 定理 第 一 部 分 的 推论 ， 我 们 有 十 分 重要 的 Noether 同 构 定理 . 

3.7 推论 [EHER MA N EE R- 模 . 

(1) 如 果 f : M 一 NN 是 满 同 态 ,Ker f = K, 则 存在 唯一 的 同 构 n: M/K >N 
使 得 对 于 所 有 的 me M, A n(m +k) = f(m). 

(2) 如果 K < L< M, W M/K = (M/K)/(L/K). 

(3) WR H < M, K < M, W (H + K)/K ~ H/(HN K). 

证 明 (1) @ M’ = M/K, i g Fé (3.6.1) 中 的 自然 满 同 态 9 = nk : M > M/K. 

为 了 证 明 (2) 和 (3), 分 别 对 满 同 态 f’: M/K > M/L, f'(m+ K) = m+ L AR 
HA f": H > (H + K)/K, f"(h)=h+K 应 用 (1). o 

3.8 Hit 设 M 和 NN 是 左 R- 模 ,f:M 一 NN 是 已 - 满 同 态 ， 核 为 天, 则 


Lv f(L) = {f(z) | z € L} 
Pr f-(P)={r € M | f(a) € P} 


是 在 7 (M)/K (BD M 中 包含 K 的 一 切 子 模 格 ) 和 ANEN 的 一 切 子 模 格 ) 之 间 
的 互 道 格 同 构 . 
证 明 ”由 同 构 定理 (3.7.1) 我 们 有 同 构 7 : M/K 一 N 使 得 


m——L_-n 
y 
M/K 
可 交换 .显然 ，7 诱导 了 7(M/K) 和 .7(N). 的 格 同 构 . 由 (2.9) 知 nk 诱导 了 
S(M)/K Al. 7(M/K) 的 格 同 构 . 易 证 上 述 同 构 组 成 了 定理 中 的 互 逆 格 同 构 ， O 
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现在 容易 刻画 (在 同 构 的 范围 内 ) 循环 模 和 单 模 (的 子 类 ). 在 (2.8) 中 我 们 看 到 
每 个 模 都 是 由 它 的 循环 子 模 生 成 的 ， 在 8 9 我 们 将 看 到 由 单 模 生成 的 模 有 非常 好 的 
结构 和 性 质 . 给 了 RM 和 ze M, 


pz :TP pz(r)=rz (r €R) 
是 从 R 到 循环 子 模 Re 上 的 左 同 态 ， 核 
Ker pz = lr(z) = {r € R | rz = 0} 


为 z( 在 RP) 的 左 零 化 子 ， 因此 由 (3.7.1) 知 R/la(e) ~ Re. 另 一 方面 如果 了 是 
RR 的 左 理想 ， 则 R/T 是 由 1+ 工 生成 的 循环 左 模 lIr +I) = 了 .在 (2.10) 的 帮助 下 
我 们 有 

3.9 推论 Z R- M 是 循环 模 当 上 且 仅 当 它 同 构 于 RR 的 商 模 . 如 果 M = Re, 
则 pz : R> M 是 满 同 态 ， 其 中 核 为 la(z), 因此 M S R/lr(z), 而 且 M 是 单 模 当 且 
仅 当 LR(z) 是 极 大 左 理想 . 口 

作为 因子 定理 的 最 后 应 用 ， 我 们 给 出 

3.10 推论 设 M 和 NN 是 左 R- 模 ，j:K 一 M HE R- AAS Im j= I, WE 
在 唯一 的 同 构 v :了 一 K 使 得 jv = ir. 

证 明 在 (3.6.2) PẸ I =M, M =N, K =N', i = f, j = g WNT. o 

3.11 环 和 其 它 模 ”我们 在 一 直 讨论 左 R- 模 的 定义 和 结果 ， 我 们 可 以 不 困难 
地 把 这 些 定义 和 结果 平移 到 其 它 类 型 的 模 上 去 . 然而 可 能 存在 一 种 误解 ， 此 误解 来 
源 于 认为 环 R ARASA RRa 的 双 模 同 态 是 不 同 的 ( 见 练习 (3.6).) BR ALS 是 
F, o: RS SHAS, WM ( 见 $ 2) 经 

(ns) G(r)s 和 (s,7) > solr), 

OBST S 上 的 双 模 结构 RSR. ME. ,4 就 是 (R, R) - 双 模 同 态 


$: RRR> RSR, 


它 的 象 不 但 是 (R, R) - 子 模 ， 而 且 还 是 5 的 子 环 ， 如果 4 是 到 5 上 的 ， 则 5 的 左 
和 右 R- 子 模 分 别 等 同 于 环 5 的 左 和 右 理想 ， 并 且 我 们 有 (3.8) 的 环 理论 的 结论 ， 

即 如 果 $:R 一 5 是 到 5 上 的 环 同 态 , 核 为 K, 则 分别 诱导 了 5 的 左 、 右 、 双 边 
理想 格 和 RR 中 包含 K 的 左 、 右 、 双 边 理想 格 之 间 的 格 同 构 。 (然而 要 注意 ， 如果 4 
不 是 到 5 上 的 ， 则 RR 的 理想 的 象 虽然 是 S 的 (R, R) - 子 模 但 不 一 定 是 S 的 理想 . ) 


§ 3. 模 的 同 态 和 人 


正 合 性 


称 一 对 同 态 
ME AM 9 M" 


在 M 处 JES, 如 果 Im f = Ker g. 此 时 ， 我 们 也 说 单一 同 态 M'— M HE M 和 
M 处 正 合 ， 最 后 ， 称 同 态 的 一 个 序列 (有 限 的 或 无 限 的 ) 


fn-1 BME, fn ES fni, 


aver eee 


是 正 合 的 , 如 果 它 在 每 个 Mr 处 都 正 合 ， 即 如 果 对 于 连续 的 元 素 对 fn，fn+1, 有 
Im fn = Ker fayı- 


由 定义 立即 可 得 下 面 一 些 特殊 情况 . 
3.12 命题 给 了 模 M 和 N 以 及 同 态 了 : M 一 N, 则 
(1) 0 一 M--N 是 正 合 的 当 且 仅 当 f 是 单 的 . 
(2) M N— 0 是正 合 的 当 且 仅 当 f 是 满 的 . 
(3) 0 一 - ML. N— 0 RIES BUCY f 是 同 构 . o 
某 种 程度 上 ， 同 态 的 核 和 余 核 的 地 位 可 以 概述 为 某 个 正 合 序列 . 
3.13 命题 如 果 MANER, f: M> N 是 同 态 ， 则 


o— Ker tml. n+ CoKerf —0 


是 正 合 的 ， 其 中 ;是 包含 映射 ,mn 是 自然 满 同 态 N 一 N/Imf. o 
这 个 结果 的 证 明 是 显而易见 的 , 而 且 它 有 作为 特殊 情形 的 两 个 事实 : f: M 一 NN 
是 单 同 态 当 且 仅 当 
o— mL, N CoKerf — 0 
是 正 合 的 ， 而 它 是 满 同 态 当 且 仅 当 
0— Ker f$M N— 0 


是 正 合 的 . 一般 地 ， 形 如 

o— KLM. N— 0 
的 正 合 列 称 为 短 正 合 列 . 由 (3.12) 知 上 述 序 列 f 是 单 同 态 ,9 是 满 同 态 ， 从 而 由 
(8.7.1) 和 (3.10) 得 存在 叭 一 的 同 构 v 和 使 得 

o— K> Mm- y— 0 


A 


amf M/Kerg 
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可 交换 ， 其 中 i 是 包含 映射 ,n 是 自然 满 同 态 . 由 于 正 合 性 Imf = Kerg, 从 而 v 和 
7 是 同 构 ， 而 旦 使 得 


o— Imf—i~ M—2-+ M/Imf —-0 


可 交换 ， 即 在 后 者 的 意义 下 ， 每 个 短 正 合 列 都 同 构 于 形 如 


0 一 - mt. uw 


+ M/M'—+0 
的 序列 ， 其 中 i 是 M 的 子 模 M' 的 包含 映射 n 是 自然 满 同 态 ， 短 正 合 列 
o— Kf m4. N— 0 


称 为 由 N 得 到 的 K 的 一 个 扩张 ( 见 练习 (3.13).). 

附注 为 了 使 事情 简单 化 , 我 们 省 略 一 些 不 必要 的 符号 . 在 一 个 已 给 的 图 表 里 ， 
如 果 我 们 没有 详细 给 出 某 个 同 态 ， 则 一 般 是 因为 存在 唯一 的 满足 条 件 的 自然 同 态 . 
例如 ， 如 果 我 们 写 “ 考 虑 短 正 合 列 0 Ker s—em—L+ N- -0"， 则 显然 我 
们 把 Ker f 一 M 看 作 单位 嵌入 ， 另 一 方面 ， 当 我 们 需要 时 ， 我 们 应 该 明确 给 出 同 
D 例如 写 “ 考 虑 单 同 态 o— KL Mr R ATRAS M 一 2 N— 0” 时 . 

关于 交换 图 表 有 一 些 标准 的 引 理 , 通常 的 证 明 涉及 一 个 称 为 追 图 法 " 的 技巧 . 
在 下 面 的 结果 中 ， 我 们 将 用 图 表 引 理 中 的 一 个 来 说 明 此 技巧 . 

3.14 引 理 “假设 模 和 同 态 构成 的 下 列 图 表 


A 
| 
at BC 2 (ou 
可 交换 ， 并 且 有 正 合 行 . 
(1) 如 果 my 和 F ERAS, W 8 亦 然 . 
(2) 如 果 ay 和 9 是 满 同 态 ， 则 6 亦 然 . 
(3) WR 8 是 单 同 态 ,a 和 9 RRAS, My 是 单 同 态 . 
(4) 如 果 8 是 满 同 态 , f' 和 7 是 单 同 态 ， 则 a 是 满 同 态 . 
证 明 (1) 只 需 证 明 Ker 8 = 0. 对 b eKer 8. 由 图 表 可 交换 ， 从 而 vgb) = 
9/B(b) = 0， 因 为 y 是 单 的 ， 则 g(b) = 0， 因 此 b © Ker g. 由 于 行 是 正 合 的 ， 
从 而 Ker g = Im f. 因此 存在 一 个 a € A, 使 得 b = f(a). 因为 图 表 可 交换 , 所 . 


§ 3. 模 的 同 态 


以 fla(a) = Bf(a) = B(b) = 0. 最 后 由 于 a 和 f 是 单 同 态 ， 从 而 a = 0, 因此 
b= f(a) =0. 

(4) Ba’ eA. 则 由 于 8 是 满 同 态 ， 从 而 存在 be BB 使 得 8(5) = f'a). 由 于 图 
表 可 交换 ， 而 且 底 行 是 正 合 的 ， 那 么 有 vgb) = g'8(b) = g' f'(a) = 0. 又 ?7 是 单 同 
a 


2S, 因此 be Ker g = Im f. 从 而 存在 ae 4 使 得 f(a) =b. 所 以 有 ja(a) = Bf (a) 
B(b) = f'a). 最 后 由 f 是 单 同 态 得 a(a) =a’. 
3.15“ 五 项 引 理 ” ”假设 模 和 同 态 构成 的 下 列 图 表 


A — B- -C + D- +E 


{EEEE 


A! > BŁ soii EE 


可 交换 ， 并 且 有 正 合 行 . 

(1) 如 果 = 是 满 同 态 ,8 和 5 是 单 同 态 ， 则 ?7 是 单 同 态 . 

(2) 如 果 < 是 单 同 态 ,8 和 6 是 满 同 态 ， 则 7 是 满 同 态 . 

(3) 如 果 a, B, 5 和 是 同 构 ， 则 y 亦 然 . 

证 明 根据 追 图 法 可 得 . 口 


练 习 3 


1， 设 M 是 左 R- BL 证 明 下 列 等 价 : (a) M = 0; (b) AFETE R - BLN, 存在 唯一 的 R- 
同 态 M 一 Ni (c) 对 于 每 个 左 R- BLN, 存在 唯一 的 R- 同 态 N 一 M. 

2， 设 M 是 左 已 - BL. 证 明 下 列 等 价 : (a) M 是 单 模 ， (b) 每 个 非 零 同 态 M 一 N 是 单 同 态 ; 
(c) 每 个 非 零 同 态 N 一 M 是 满 同 态 . 

3. Bf: MN Je R- (AAS. 证 明 如果 f 是 单 同 态 ， 则 la(M) 2 la(N); mR f 是 满 同 
#, W la(M) C la(N). 

4 BC 是 范畴 ,/: 4 一 B 是 C 中 的 态 射 则 称 f 是 单 态 射 Ma), 如 果 它 在 C 中 是 左 
( 右 ) 消去 的 ， 即 如 果 对 于 C 中 的 每 对 态 射 9,h:C 一 Alg,h : B — C), H fg = fh(gf = 
hf) 可 推出 g = h. 称 态 射 是 同 构 , 如 果 它 在 C 中 是 可 逆 的 ， 即 如 果 存 在 态 射 9: B 一 4 
使 得 gf = 14, fg = 1p. 

(1) WEH: 如 果 f: A> BA f: BC 分 别 是 单 态 射 ， 满 态 射 ， 同 构 ， 则 ff 是 单 态 
射 ， 满 态 射 ， 同 构 . 

(2) HERA: 由 一 切 环 和 环 同 态 构成 的 具体 范畴 中 ,包含 映射 了 : Z 一 Q 既是 单 同 态 又 是 满 同 
态 但 不 是 同 构 。 ( 见 练习 (4.2).) 

5， 设 RR 是 环 ，a : R 一 RR 是 环 的 自 同 构 . 对 于 每 个 左 R -H M, 经 (mmm) = rem=alr)m 
定义 映射 «Rx M 一 M. 求证 : 关于 此 运算 M 是 左 RR- BL 我 们 用 M” 表示 此 模 ， ( 见 
练习 (2.2).) 而 且 求 证 : 一 般 地 M 和 M° 不 一 定 RR- 同 构 | 提示 : 令 R= QIX,Y]l,a 是 
HEX ALY 互 换 的 自 同 构 , 而 且 M = R/T, 其 中 工 是 由 X 生成 的 理想 . 再 利用 练习 (3.3).)] 
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6. 设 忆 和 3S 是 环 ， 少 : R 一 5S 是 环 同 态 ， 因此 关于 标量 乘法 (7,s) 一 O(r)s 和 (s,r) 一 
s(r),. S 是 (R, R) - DIR. 
(1) 证 明 ， 如 果 o 是 满 射 则 5 的 (RR, R) - 子 模 恰 是 环 S 的 理想 ， 但 如 果 o TEWM, W 
忆 的 理想 的 象 不 一 定 是 S 的 理想 .。 [提示 : 令 5 是 域 .] 
(2) Ho: Q — M2(Q) 定义 为 
[+] 
oir 
Or 


W o 是 环 同 态 ， 因 此 经 o, Mz(Q) 是 (Q,Q) - WH, RUE 4 


r 0 
pales 


定义 的 映射 f : Q 一 Ma(Q) Æ (Q.Q) - 同 态 但 不 是 环 同 态 . 
7， 设 f:M 一 NN 是 满 同 态 ,K <M. 证 明 ， 

(1) WR Kn Ker f = 0, W (f | K): K > N RAAS. 

(2) 如 果 K + Ker f = M, W (f | K): K 一 NN 是 满 同 态 . 
8. (1) 证 明 ， 如 果 M 是 有 限 循环 Z - 模 ， 则 存在 短 正 合 列 


o—+z—L-z—2. M 一 -0. 


(2) 证 明 ， 存 在 短 正 合 列 (ZE) 


0—+ Zz > Za + Za +Za—+ 0. 


(3) 证 明 ， 存 在 短 正 合 列 (f Z k) 


> Ze ~ Zs ~ Za “Ze 


9. 设 UV,W 分 别 是 一 维 ， 三 维 ， 二 维 实 向 基 空 间 {u} 是 U 的 基 , {v1,v2,vs} 是 V 的 基 , 
{ww2} 是 W 的 基 . PU 一 V 是 民 - 同 态 , 定义 为 flau) =avit+ave, g: V =W 
ÆR- (BAS, 定义 为 glav 十 qzv2 + agus) = arw + asw- 

(1) 证 明 , 序列 0 一 UL. v-e we ote U M W 处 是 正 合 的 ,但 在 V 处 不 是 正 
合 的 . 
(2) 证 明 , 存在 9 sv 一 W 使 得 0 一 "U0U 一 全 v-“.w— ore. 
(3) 证 明 : 存在 1:U > V 使得 0 一 > UL v-2+ we 0S. 
10. Re, Me M-I M" R- R- 同 态 的 序列 .证 明 ， 此 序列 是 正 合 的 当 且 
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仅 当 存在 R- 模 和 R- 同 态 的 可 交换 图 表 


R wan 
AN 
其 中 “对 角 的 ”序列 都 是 正 合 的 . 


11. (1) 证 明 ，“ 五 项 引 理 (3.15). 
(2) 假设 下 列 模 和 同 态 的 图 表 可 交换 ， 并 且 有 正 合 行 ， 


0 一 一 4 一 于 - 6 一 e c— o 
B 


a 


0— sE Bt oo 


设 6 是 同 构 . 证 明 : a 是 单 同 态 ,7 是 满 同 态 ， 并 且 a 是 满 同 态 当 且 仅 当 ? 是 单 同 态 . 
12. 假设 下 列 模 和 同 态 的 图 表 可 交换 ， 并 且 有 正 合 行 : 


0 0 0 


证 明 ， 如 果 中 间 的 列 是正 合 的 ， 则 最 后 的 列 是 正 合 的 当 且 仅 当 第 一 列 是正 合 的 . 
13. 称 由 N 得 到 的 K 的 两 个 扩张 
f g 


有 


p= kL. MEN o 
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是 等 价 的 , 如 果 存在 同 态 h : RM 一 M 使 得 


AN 
o——> K —-0 
八 Å 
可 交换 . M 
(1) 证 明 ， 如 果 上 面 两 个 扩张 是 等 价 的 (经 h), 则 h 是 同 构 . 


(2) 证 明 ，“ 成 为 等 价 的 ”关系 是 由 N 得 到 的 K 的 一 切 扩张 类 上 的 一 个 等 价 关 系 . 
(3) 给 了 KA N, 至 少 存在 由 得 到 的 K 的 一 个 扩张 


0 一 ~ K— K x N—"-+ N—+ 0. 


HEP i: ki (k,0), 7 : (k,n) 1 n. 
(4) 证 明 ， (至 少 ) 存在 由 Za 得 到 的 Za 的 两 个 不 等 价 的 扩张 . 

14， 设 刀 是 交换 的 整 域 , M EE RR- 模 . 集合 T(M) = {x € M | Ia(z) #0} ÆFA (证 明 ? )， 
并 且 称 为 rM 的 FR. 如 果 T(M) = M, 则 M 是 扭 模 , 如 果 TM) = 0, 则 M 是 无 扭 
BT RMM AN, 设 J:M 一 六 是 尺 - 同 态 证明， 

(1) T(M/T(M)) = 0. 
(2) 如 果 N 是 无 扭 模 ， 则 T(M) < Ker f- 
(3) 如 果 M EMR, W Im f< T(N). 

15. 设 RASC EDR, E R M 是 (RR) -可 除 的 , 如 果 对 于 每 个 0 关 ae R, 有 aM = M， 
即 如 果 对 于 每 个 me M B10 Aa € R, m= ar 有 一 个 解 zE M. 设 Q 是 整 域 R 的 分 列 
bR. HEH: 

(1) 如 果 M 是 Q- 向 基 空 间 ， 则 作为 R- 模 M 既是 可 除 的 又 是 无 扭 模 . 

(2) 如 果 M 是 可 除 的 , 而 且 经 入: R 一 End'(M), M 是 无 扭 R- 模 , 则 存在 唯一 的 环 同 态 
0: Q 一 End'(M) 使 得 (9 | R) = 入. 特别 地 ,9 在 M 上 诱导 了 Q- 向 量 空间 结构 . 

(3) WMR f: M 一 N I&R- 满 同 态 ,M Æ R - 可 除 的 则 N 亦 然 . 

16. Bp cP. 考虑 Abel HE Zp~. ( 见 练习 (2.8).) 
(1) WE: Zp 是 可 除 的 。( 见 练习 (3.15).) 而 且 , RE: 如 果 n € Z 不 能 整除 p, Wc nz 
定义 了 同 构 Zye — Zp. 
(2) 证 明 ，Abel BEM 同 构 于 Zye 当 且 仅 当 M 是 由 可 数 集 gga,… 生成 的 , 其 中 gn, ga, <-> 
是 满足 pgl = 0 和 pgn+i = gn(n = 1,2,…) 的 非 零 元 素 . 

17. Bp EP. 考虑 Abel 群 Zp . 设 A(p) = End! (Zp). 环 Alp) 称 为 p - 进 整 数 环 . 
(1) 证 明 : Alp) 有 (唯一 的 ) 子 环 同 构 于 环 Zo (MARY (2.12), (3.15.2), (3.16.1).) 
(2) BE gi. ga, È Zoo 的 生成 集 其 中 pgi = 0,pgn+1 = gn (n = 1,2,…)( 见 练习 (3.16.2).) 
证 明 ; 对 于 每 个 


o = (an)nen € Zp, 
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存在 自 同 态 5 € Alp) 定义 为 
G(gn) = algn + a2gn—1 +++ angi, 


TERA oi 5 是 从 ZS 到 Alp) 上 的 双 射 ， 还 可 推出 Alp) 不 同 构 于 Zo) - 
(3) 把 自 同 态 5( 见 (2)) ERA “RAR 


巨 一 aa 十 az 十 aap2 十 -…. 


求证 ， A(p) 中 关于 震级 数 的 计算 是 关于 由 “ 基 ” p 表示 的 整数 的 通常 计算 的 自然 推广 尤 
其 ， 可 推断 Alp) 是 交换 的 . 

18， 称 向 量 空间 V 中 的 指标 集 (za)aea 是 线性 无 关 的 , WMR {1a | a E€ A} 是 线性 无 关 的 ， 而 且 
Hat p 可 推出 zo A xa. 如 果 (za)aea 是 V 的 基 , W dimV = card4 ( 见 练习 (2.17) 和 
(2.18).) 设 V Al W EE D - 向 量 空间 . 证明 ， 

(1) WMR (zv)vec 在 V 中 是 无 关 的 ,(yn)vec 是 W 中 的 指标 集 ， 则 存在 线性 变换 (=D- 

同 态 )f : V > W 使 得 f(e) = yy (7 € 0). 

(2) 存在 满 同 态 ( 单 同 态 )f : V 一 W 当 且 仅 当 dimV > dimW(dimV < dimW), 并 且 如 果 
f 是 满 同 态 ( 单 同 态 ), W dimV = dim(Ker f)+dimW (dimW = dimV +dim(CoKer f).) 
(3) 线性 变换 / : V 一 W 是 满 同 态 ( 单 同 态 ) 当 生 仅 当 S 有 右 (E) MES WV. 

(4) V XW 当 且 仅 当 dimV = dimw. 


8 4. 模范 畴 ; 自 同 态 环 


给 定 两 个 横 M 和 N, 比如 说 是 左 R- 模 ， 从 M 到 N 的 每 个 - 同 态 都 是 从 
M 到 N 的 函数 集中 的 一 个 元 素 ,特别 地 ， 这 些 同 态 构 成 一 个 集合 ， 此 集合 的 标准 
记 法 为 
Homr(M,N). 

假设 我 们 有 左 R- BL RM 和 RN, 则 对 于 Homn(M,N) 中 的 每 对 fg, 把 从 M 

到 N 的 函数 了 + 9 和 (-f) 分 别 定义 为 
ftgiar f() +92) 和 (-f):24-f(e) (€M). 

很 容易 验证 f +g 和 (—f) 是 从 M 到 N 的 左 RS. RUA, (gA 
态 ， 我 们 容易 通过 计算 得 到 

4.1 命题 如 果 M 和 N 是 左 及 - 模 ， 则 关于 由 


(f + 9)(z) = f(z) + g(z) (z €M) 


定义 的 加 法 运算 (S, 9) > f +g, Homp(M, N) 是 Abel 群 . o 
尽管 这 几 节 我 们 不 需要 此 术语 , 但 现在 我 们 开始 从 范畴 角度 考虑 模 . 给 了 一 个 
环 RAR -模范 畴 就 是 系统 


RM = (RM, Homp, o0), 
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其 中 RN 是 一 切 左 RR- 模 的 类 ，Homa : (M, N) Homr(M, N), o 是 通常 的 函数 
合成 ， 显 然 这 是 一 个 具体 范畴 ， 它 的 对 象 是 左 R- 模 ， 基 础 集 是 M, 它 的 态 射 是 左 
尽 - 同 态 .允许 记 法 上 的 一 个 细小 变化 ， 我 们 可 以 用 ME RM 和 fE RM 分别 表 
示 M 是 RM 的 对 象 ,f 是 RM 中 的 态 射 ,我 们 将 看 到 RM 有 丰富 的 结构 与 其 它 
范畴 不 同 的 是 对 于 每 对 M,N © RM, 集合 Homa(M,N) 有 使 得 RM 的 合成 满足 加 
法 分 配 律 的 Abel 群 结构 . 

还 存在 许多 我 们 感 兴趣 的 其 它 模范 畴 . 例如 由 右 R -AME R- 同 态 构成 的 具 
体 范畴 Mr = (Ar, Homa,o), 也 存在 由 左 R- 右 S- 双 模 和 它们 的 同 态 构成 的 范 
BF RMs : 其 它 两 个 重要 的 范畴 是 一 切 有 限 生成 的 左 RR- 模范 畴 RFM 和 一 切 有 限 
生成 的 右 R- 模范 畴 FMR . RFM 和 FMa 分 别 是 RM 和 Ma 的 完全 子 范畴 . 更 
多 的 内 容 和 一 些 函 子 的 例子 可 参见 练习 . i 

关于 同 态 群 ， 我 们 应 该 注意 两 个 十 分 简单 的 事实 ， 假设 有 两 个 S - 模 sM 和 
SN, 以 及 环 同 态 6: R— S, Wd EMAN 上 诱导 了 RAN, MEEA S- AS 
J :AM 一 和 也 是 已 - 同 态 . 这 是 因为 


f(rz) = f(ġ(r)z) = O(r) f(x) = rf (z). 


(实际 上 4 诱导 了 一 个 sM 到 RM 的 函 子 ， 见 练习 (4.15).) 从 而 作为 Abel R$, RNI 
有 

4.2 Homs(M,N) < Homr(M, N) = Homgp)(M, N) < Homz(M, N). 口 

现在 假设 nM 和 RN 是 左 尽 - 模 , 了 是 已 的 理想 ,并 且 工 零 化 M 和 N, 则 ( 见 
§ 2)M AlN 都 获得 了 自然 的 R/T - 模 结构 ， 而 且 M 和 NN 之 间 的 每 个 RR 同 态 都 是 
RAT - 同 态 ， 因 此， 从 (4.2) 我 们 得 到 

4.3 Homa(M,N) = Homny1(M,N). a 

设 RM 和 RN EE R - 模 ， 一 般 地 我 们 不 期 望 Abel 群 Homp(M, N) 是 R - 
模 ， 显 然 我 们 在 线性 代数 中 的 经 验 促使 我 们 定义 向 量 积 of : M 一 N, af : s 
af(z) (z € M). 这 是 一 个 很 好 的 函数 , 但 不 是 “ R- 线性 的 ” 除非 © Cenk, 这 是 因 
为 通常 我 们 不 能 得 出 (oj)(bz) = af(bz) = abf(z) 和 blaf)(z) = blaf(z)) = baf(x) 
相等 . Wi, WAM = RMs 是 双 模 ， 则 对 于 每 个 se 5, 由 第 一 个 乘法 (由 s 得 
到 ) 得 到 的 函数 ， 再 应 用 fe Homr(M,N) 可 得 


sf :zzsj (z €M) 
是 已 - 同 态 ， 即 sf e Homa(M,N). 当然 ， 加 法 是 显然 封闭 的 ， 而 且 有 
(sf)(rx) = f((rz)s) = f(r(zs)) =r(f(zs)) = r(sf)(2). 


也 就 是 说 ， 关 于 由 
(sf)(z) = f(zs) (z €M) 
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定义 的 标量 乘法 (s, f) 一 sf, Homa(RMs,r N) 是 左 3 - 模 . 从 而 由 3 在 M 上 的 右 
作用 ， 我 们 得 到 S 在 Homr(M, N) 上 的 左 作 用 ， 另 一 方面 ， 如 果 N = rNr, 则 由 


(fb(z) = f(z)t (z € M) 


EXM (St) + ft, Homa(RM,r Nr) EH T -RT 在 N 上 的 右 作用 诱 
导 了 了 在 Homa(M,N) 上 的 右 作用 . 注意 ,如果 se 5,t ET, 则 有 


CPEE) = ((sf)(2)t = f(zs)t = (Ft)(zs) = (s(Ft))(@). 


以 上 这 些 计 算 连 同 其 它 同样 简单 的 计算 给 出 
4.4 命 题 设 M 和 NN 是 Abel 群 ,R,S ALT EH, 则 
(1) 经 
(sf)(x) = f(zs) 和 (ft)(z) = f(z)t, 
模 结构 RMs,r Nr 诱导 了 Homa(M,N) 上 的 左 S -4 T - 双 模 结构 . 
(2) 经 
(tf)(x) = tf(x) 和 (fs)(z) = f(sz), 
模 结构 sMR,r NR 诱导 了 Homa(M,N) 上 的 左 了 - 右 S - 双 模 结构 . 口 
把 M EN 上 的 环 的 作用 转移 到 Homr(M, N) 上 的 作用 将 带 来 许多 明显 的 变 
化 ， 关于 这 些 变化 我 们 应 记 住 两 件 事情 .第 一 ， M 和 N 上 的 基本 R 作用 不 能 转 
移 到 Homa(M,N) E. 第 二 ,转移 来 自 第 一 个 变 晤 M 时 的 单 边 变化 等 同 于 转移 来 
自 第 二 个 变量 N 时 的 单 边 变化 (顺便 提 及 , 在 后 面 的 章节 里 我 们 将 更 充分 地 涉及 后 
者 “ 反 变 - 共 变 ” 现 象 ). 关于 记 法 ;例如 ， 当 写成 Homa(RMs，RN7) 时 ， 我 们 把 
Homp(M, N) 看 作 (4.4.1) 中 的 双 模 结构 . 
正则 双 模 RRR 产生 了 (4.4) 的 重要 应 用 ， 由 (4.4.1) 知 ， 对 于 每 个 M, 我 们 有 
Zé R- $i Homr(aRr, RM) 和 右 R- BL Homa(nM, RRR). Homr(RM, RRa) 称 
为 M WY R- 对 偶 ， 在 以 后 的 章节 中 我 们 将 关注 它 ， Homa(RRR，RM) 恰 同 构 于 
M. 


4.5 命题 ATE R-P RM, 则 存在 由 


p(x)(a) =ar (x€ M,a€R) 
定义 的 左 R- 同 构 p: M 一 Homr(R,M). TH, 如 果 M 是 双 模 RMs, 则 p 是 
(R,S) - 同 构 . 
证 明 ”首先 我 们 知道 p(z) 是 R 到 M 的 R - 同 态 ， 这 是 因为 对 于 所 有 的 
a,a’,b,b eR, 有 


p(z)(ab + a'b’) = (ab + a'b’)(x) = ap(x)(b) + a'p(z)(b'). 
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WHEL p 本 身 是 R- 线性 的 ， 这 是 因为 由 (4.4.1) 知 


plaz + by)(c) = c(ax + by) = caz + cby 
= p(z)(ca) + p(y)(cb) = (ap(z) + bp(y)) (©). 


p 是 单 同 态 ， 这 是 因为 由 p(z) = 0 可 推出 z = p(z)(1) = 0. 而 且 p 是 满 同 态 ， 这 
是 因为 如 果 f © Homr(R, M), 则 f(a) = af(1) = p(f(1))(a). 最 后 的 命题 也 是 易 证 
的 . 口 


TE § 20 里 我 们 将 看 到 同 构 p: M 一 Homr(R, M) 是 “自然 的 "， 这 是 因为 p 定 
义 了 函 子 之 间 的 自然 变换 ，( 见 (0.13).) 关于 这 一 点 的 推广 是 非常 有 用 的 . 设 ee RR 
是 非 零 宕 等 元 ， 则 eRe 是 有 单位 元 的 环 (1.16.). WA, 如果 RM A R- 模 ， 则 


eM = {ez | z € M} 


是 M 的 子 群 ， 经 标量 乘法 


(ere, ex) + erez, 


eM 获得 了 左 eRe - 模 结构 .实际 上 ,由 e 得 到 的 左 乘法 定义 了 从 RM 到 peM 的 
IERT. ( 见 练习 (4.17).) 下 面 的 命题 是 (4.5) 的 简单 推广 它 的 证 明 我 们 留 作 练 
3. ( 见 练习 (4.9).) 

4.6 命题 设 eEe RR 和 f € 5 是 非 零 短 等 元 ，RMs EIH, W eneeMs 和 
RM frsf 是 双 模 ， 而 且 经 

plem)(re) = rem 和 A(mf)(fr) = mfr 
定义 的 
p:eM 一 Homr(Re,M) 和 \: Mf + Homs(fS,M) 

都 是 双 模 同 构 . 口 

作为 非常 重要 的 特殊 情形 ， 我 们 有 

4.7 推论 the Mf EH RWS, WT 


Homy(Re, Rf) = ereeRf rz = Home(fR, eR). 口 


RBM BID SY R- 同 态 称 为 M 的 (R-) 自 同 态 , M 到 自身 的 R- 同 构 是 M 的 
(R-) BEH. 正如 (4.1) 所 见 ,RM 的 一 切 R- 自 同 态 集 HomR(M,M) 是 Abel 群 . 
由 于 关于 映射 的 通常 积 (= 合成 ), 它 是 封闭 的 ， 从 而 如 果 M 4 0, 则 Homa(M, M) 
是 Abel 群 M 的 自 同 态 环 的 子 环 . 类似 于 群 ,RM 也 存在 两 个 如 此 的 环 ， 我 们 必须 
区 分 它们 . 若 令 Endk(M) 和 End,(M) 分 别 表示 把 rM 上 的 自 同 态 看 作 M 上 的 
左 算 子 和 看 作 M 上 的 右 算 子 所 构成 的 自 同 态 环 ， 则 它们 是 彼此 的 反 环 ， 实 际 上 ， 
我 们 几乎 总 希望 把 作为 自 同 态 环 中 一 个 元 素 的 模 自 同 态 ， 写 在 标量 相反 的 一 边 ， 所 


§ 4. 模范 畴 自 同 态 环 .中 . 


以 我 们 采取 如 下 约定 : 对 于 左 R - 模 M, 我 们 用 
End(rM) = Endy(M) 

表示 运算 在 右边 的 M 的 自 同 态 环 , 对 于 右 R- 模 N, 我 们 用 
End(Np) = Endk(N) 


表示 运算 在 左边 的 M 的 自 同 态 环 . 也 就 是 说 ， 自 同 态 作用 在 与 内 下 标 相反 的 一 边 . 

在 继续 进行 之 前 ,注意 关于 自 同 态 环 的 (4.2) 和 (4.3) 的 内 容 . 假设 sM 是 非 零 
的 左 5S- 模 ，9:R 一 5 是 环 同 态 ， 则 把 RM AEH o 诱导 的 RR- 结构， 由 (4.2) 
可 得 ， 作 为 环 有 

4.8 End(sM)< End(rM) = End(s(r)M) < End;(M). 

如 果 RM 是 非 零 的 ,T 是 R PRAE M 的 理想 ， 则 ( 见 (4.3)) 我 们 有 

4.9 End(rkM)= End(p/1M). 

WR M 是 非 零 的 左 R- 模 ， 则 End(rM) ( 即 把 M 的 R 自 同 态 环 看 作 右 算 
F) 是 Bndz2(M) 的 子 环 ， ( 见 (4.8).) 这 是 指 (M,i) 是 右 Bnd(RM) - 模 ， 其 中 
i: End(pM) 一 End} (M) 是 包含 映射 每 个 fe End(kM) È R- 自 同 态 是 指 对 于 
每 个 这 样 的 f, 每 个 re R 和 每 个 ze M, 有 


(rz)f = r(zf). 
也 就 是 说 ,M JEZ R - 47 End(rM) - 双 模 


RMeEnd(aM)- 


这 个 简单 的 事实 实际 上 是 提出 双 模 概念 的 基点 . 假设 5 是 环 , 而 且 经 环 同 态 p: S 一 
Endz(M), M 是 右 S - 8. 如 果 se S, W p(s) 在 子 环 End(RM) 中 当 且 仅 当 对 于 所 
有 的 re RrzeM, 有 

r(xp(s)) = (rz)p(s). 
或 者 把 p(s) 作为 标量 积 ， 我 们 有 


r(zs) = (rz)s. 


因此 ,p 的 象 在 子 环 End(rM) 中 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 s€ 5, re R，z e M, 有 
T(zs) = (rz)s, 即 当 且 仅 当 M 是 (R, S) SUR. 颠倒 RA S 的 角色 将 产生 相似 的 结 
论 ， 由 此 可 知 双 模 概 念 在 理论 上 是 多 么 重要 . 一 个 双 模 就 是 一 个 环 到 另 一 个 环 上 的 
模 的 自 同 态 环 的 一 个 表示 . 从 形式 上 概括 这 些 ， 我 们 有 

4.10 命题 HRA SE, M 是 Abel #, MEZ A:R End'(M),M 是 
Hi R- i, 经 p:S 一 End"(M),M 是 右 3 - 模 则 下 列 等 价 ; 
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(a) RMs. 

(b) A: R > Bnd(Ms) 是 环 同 态 . 

(c) p : S > End(pM) 是 环 同 态 . 口 

从 而 关于 双 模 Ms, 我 们 有 典范 环 同 态 “ 左 乘法 和 右 乘 法 ” 

à: R> EndMs) 和 p: S > End(pM) 
使 得 对 于 re R,ze M, se 5, 有 
Am):zmrrz 和 p(s): z zs. 

MA. RM(Ms) 是 忠实 的 当 且 仅 当 和 (p) 是 单 射 . 如 果 入 和 p 都 是 满 射 , 我 们 说 RMs 
是 平衡 模 . 也 就 是 说 ， 称 双 模 RMs 是 平衡 模 ， 如 果 M 的 每 个 3 - 自 同 态 都 是 由 
RR 中 的 元 素 得 到 的 “乘法 ">， M 的 每 个 R- 自 同 态 都 是 由 S 中 的 元 素 得 到 的 .…“ 乘 
W”. WMR AA p 是 同 构 ， 则 RMs 称 为 忠实 平衡 模 . 

初级 线性 代数 中 有 一 个 我 们 可 能 熟悉 的 例子 . 设 5 是 域 ，Ms 是 5 上 的 非 零 向 
其 空间 , 设 R= End(Ms) 是 M 的 一 切 S - 线性 变换 环 (看 作 左 算 子 ). 易 见 RMs( 见 
(4.10)),R M 以 及 Ms 都 是 忠实 的 . 尤其 是 ， 由 每 个 标 基 se S 得 到 的 右 乘法 是 pM 
的 自 同 态 ， 一 个 简单 的 论证 ( 见 练习 (4.4)) 表明 每 个 ce End(rM) 事实 上 恰 是 这 
样 的 标 基 乘法 ， 因 此 AMs 是 忠实 平衡 双 模 . 

下 面 我 们 给 出 忠实 平衡 模 的 另 一 个 重要 的 例子 . 

4.11 命题 H RES A A p 表示 左 和 右 乘法 ， 则 

à: R> End(Rr) 和 p: R— End(pR) 

是 环 同 构 ， 即 正则 双 模 Ra 是 忠实 平衡 模 . 

证 明 由 (4.10) 得 入 和 是 环 同 态 .由 (4.5) 得 它们 是 双 射 . a 

考虑 左 R- 模 M 和 它 的 自 同 态 环 


T = End(raM). 


由 (4.10) 知 存在 RM, 其 中 了 作用 是 恒 等 同 态 T  End(pM) 诱导 的 . Mr 的 自 同 
态 环 B WA RM 的 双 自 同 态 环 , 且 简 写 为 


B= BiEnd(rM) = End(Mr). 


B 中 的 元 素 称 为 RM 的 MARA. 由 于 RMz 是 双 模 ， 从 而 由 (4.10) 可 推出 如 果 R 
的 模 作 用 由 入 给 出 ， 则 对 于 所 有 的 re R, # Alr) € BiEnd(rM), B 是 环 同 态 


A: R—> Bignd(rM). 


我 们 称 和 为 从 RB RM 的 双 自 同 态 环 的 自然 同 态 , 另 一 方面 ， 由 (4.10) 知 ， 关 于 
乘法 
(b,c) 一 bz) 和 (x,t) > at, 
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E R- 模 M 可 构成 双 模 BMr. 事实 上 它 也 是 平衡 双 模 . 
4.12 命题 如 果 M 是 左 R- 模 ， 则 


BiEnd(nM) MEnd(rM) 


是 忠实 平衡 双 模 . 

证 明 设 T= End(pM), B = BiEnd(rM) = End(M7), 则 pM 和 Mr 是 忠实 
的 , 由 定义 得 每 个 了 - 同 态 (由 乘法 得 到 的 ) 都 是 B 中 的 元 素 . 由 于 环 同 态 和 :R 一 B 
满足 和 (r)z = re, 从 而 我 人 有 End(sM) < End(rM) = TUR (4.8)), 这 就 证 明了 命 
题 . 口 

对 于 右 模 也 存在 平行 的 理论 . 如 果 Na 是 右 R-E, 


End(NR) NBiEnd(Nn) 


是 忠实 平衡 模 ， 右 乘法 p: R> BiEnd(Nz) HH RE) BiBnd(NR) 的 自然 同 态 . 
4.13 附注 由 (4.12) A R £] T = End(rM), $| B = BiEnd(rM) 的 这 种 自 
然 的 发 展 是 稳定 的 ， 即 了 是 “三 自 同 态 环 ”T= End(gM) = BiEnd(Mr). 
平衡 双 模 概 念 存在 重要 的 变化 . RIIE R -H RM 是 平衡 的 , 如 果 双 模 


RMEnd(nM) 
是 平衡 双 模 ， 从 而 ,rn M 是 平衡 的 当 且 仅 当 自然 同 态 
A: R > BiEnd(rM) 


是 满 射 ,RM 是 忠实 平衡 的 当 且 仅 当 入 是 同 构 ， 关 于 右 模 也 存在 相应 的 概念 . 在 平 
衡 双 模 和 平衡 单 模 之 间 不 只 存在 形式 上 的 不 同一 方面 ， 我 们 立即 得 到 

4.14 命题 如 果 RMs 是 (忠实 ) 平 衡 双 模 , 则 RM 和 Ms 是 (忠实 ) 平衡 模 ， 口 

另 一 方面 ，(4.14) 的 逆 命 题 是 不 正确 的 ， 这 是 因为 如 果 QM 是 2 维 向 其 空间 ， 
则 gM 和 Mg 是 平衡 边 模 ， 但 双 模 eMa 不 是 平衡 的 . 从 (4.11) 和 (4.14) 可 推断 
RR 和 Rr 是 平衡 的 . 根据 (4.12) 和 (4.14), 我 们 大 体 可 说 ， 每 个 模 无 论 是 在 它 的 自 
同 态 环 上 还 是 在 它 的 和 自 同 态 环 上 都 是 平衡 的 . 

Bec REIRES. 类 似 于 (4.11) 中 的 论证 , 我 们 用 RR 的 主 左 理想 Re 的 
自 同 态 环 来 刻 划 环 eRe. 在 8 7 中 我 们 会 看 到 ， 这 些 左 理想 和 它们 的 自 同 态 环 对 于 
研究 R 是 十 分 重要 的 . 

4.15 命题 WMR e 是 环 R KERET, 则 经 


plere) :ae | aere 和 Mere) : ea 一 erea 


定义 的 
p:eRe— End(rRe) 和 X:eRe > End(eRr) 
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是 环 同 构 ， 特别 有 
BiEnd(rRRe) = End(Reere)- 口 


附注 以 上 观察 也 许 提前 给 了 我 们 一 个 关于 双 自 同 态 环 研究 重要 性 的 的 思想 . 
给 了 一 个 明确 的 环 R, 我 们 可 能 找到 一 个 有 特别 “好 ”的 表示 入 : R 一 End'M. 关 
于 “好 ”我 们 是 指 这 样 一 些 囊 情 一 例如， RM 可 能 是 单 的 ， 或 忠实 的 ， 或 它 的 自 
ASEA T 可 能 是 单 环 , 整 域 等 等 . 无 论 是 哪 种 情况 ,我 们 都 能 够 由 此 推断 出 双 自 同 
态 环 B = BiEnd( pM) 的 结构 , 这 并 不 是 一 件 胸 不 可 及 的 事情 ， 因 为 我 们 已 经 列举 
了 RM 的 一 些 适当 的 性 质 ， 据 此 可 知道 如 何 去 计 算 B, 而 且 关 于 B 我 们 已 经 得 到 
-个 确切 的 稳定 性 (4.13.). 


练 习 4 
L peP 是 正 案 数 ,计算 下 列 每 个 Abel He 
Homz(Q,Z), Homz(Zpx,Q), Homz(Zpæ, Z). 


[提示 ， 见 练习 (3.14),(3.15), Al (3.16).] 

2. RF 是 zM 的 完全 子 范畴 ， 下 的 对 象 类 是 由 一 切 无 扭 群 构成 的 ( 见 练习 (3.14).). BD 
是 zM 的 完全 子 范畴 ， D 的 对 象 类 是 由 一 切 可 除 群 构成 的 ， ( 见 练习 (3.15).) 

(1) 证 明 , 在 了 中 ,由 fsa 2c 定义 的 态 射 了 :了 一 Z 是 满 态 射 ， 但 在 范畴 zM H, f 
不 是 满 态 射 。 ( 见 练习 (3.4).) 

(2) 证 明 : 在 D 中 ,自然 满 态 射 1 : Q 一 Q/Z 是 单 态 射 . 但 在 zM 中 , f 不 是 单 态 射 。( 见 
练习 (3.4).) 

3， 设 中 是 环 ,K = CenR，RM ERE R - BL. WE: 经 9:K 一 End(rkM), End(RM) 
是 K - 代数 ， 其 中 对 于 所 有 的 a e K,z € M, 有 (z)g(a) = az.( 见 (1.11).) 而 且 ， 如 果 
RM 是 一 一 的 ， 则 由 是 到 Cen(End(RM)) 的 单 射 . 

4. 1% DD 是 除 环 , Vo 是 非 零 向 量 空 间 , R= End(Vo), W RVo 是 双 模 ， 而 且 是 忠实 的 RAID 
- 双 模 (4.10). 证 明 : 

(1)aVp 是 平衡 的 。 | 提示, 令 o € EndrV,z € V, Bik x Al zo 是 D - 线性 无 关 的 ， 则 存 
在 re 已 使 得 rz= 0,r(z0) = z!) 
(2) AUR X 是 Vo 的 基 , W RY CFMxD 

5. 设 RMs 是 一 一 平衡 双 模 . 求证 ， 存在 环 同 构 % : CenR 一 Cens 使 得 对 于 所 有 的 m € M, 
有 km = mop(k), iA k € CenR. 

6. 设 RM 是 非 零 模 ， 证 明 : 

(1) 作为 函数 的 集合 ,Cen(BiBnd(RM)) = Cen(End(rM)). 
(2) 如 果 R 是 交换 环 ， 则 RM 是 平衡 的 当 且 仅 当 Cen(End(RM)) 中 的 每 个 元 素 都 是 由 R 
中 的 元 素 得 到 的 乘法 . 


§ 4. 模范 畴 自 同 态 环 > 


7， 每 个 Abel 群 M 都 有 唯一 的 (Z, Z) - 双 模 结构 zMz. WEH: 如 果 M 是 由 Abel 群 有 限 生成 
的 ， 则 zMz 是 平衡 的 当 旦 仅 当 M 是 循环 的 . 
8. 设 了 是 多 项 式 环 QIX, Y] 的 理想 QX, Y] 是 由 {X?, XY,Y?} 生成 的 ,R = Q|X, Y]/1. 
由 命题 4.11 得 正则 双 模 RRe 是 一 一 平衡 的 .证 明 :Rn Rr 有 不 是 平衡 模 的 子 模 和 商 模 . 
9. (1) 证 明 命题 4.6. 
(2) 证 明 命题 4.15. 
10. 计算 下 列 每 个 模 的 自 同 态 环 T ALE ASH B. 
(DzQ. 
(2)aRe, 其 中 R ÆR K 上 的 3 x 3 FEMER, H 


100 
e=|0 0 | . 
0 0 0 


11. M RES Abel 群 ,S = End'(M). 假设 经 :及 一 S,M EE R- BL 设 R JAR) 
的 5 一 中 心 化 子 ， 
R’ = Cens(A(R)). 
( 见 练习 (1.9).) W M 是 左 RR - BL, $ R” = Cens(R’). HR! MR" 有 时 分 别称 为 RM 
的 第 一 和 第 二 中 心 化 子 ， 证 明 ， 
(DR' = (End(nM))”, RY = BiEnd(rM). 
(2)R = R'. 

12， 设 了 是 RR 的 双边 理想 ， 则 R/T 既是 环 又 是 左 RAR. it f: R 一 R/T 是 自然 左 R- 满 同 
态 ， 核 为 了. 证明 ， 作 为 环 End(R(R/ 了 )) 涯 R/T, 而 且 存在 环 同 态 $: R > End(r(R/1)) 
使 得 f(zr) = f(z)9(r). (2,7 € R.) 

13， 我 们 推广 练习 (4.12) 的 结果 ， 即 设 MAN 是 左 RR- 模 ,f:M 一 NN 是 民 - 满 同 态 . 假 
i Ker f 在 BEnd(RM) 下 是 稳定 的 ， 即 Ker f 是 M 的 右 End(xM) - 子 模 证 明 ， 存 在 
环 同 态 $: End(nM) 一 End(RN) 使 得 对 于 所 有 的 m EM, YE End(RM), 有 f(my) = 
jf(m)4(7). 再 求证 ， 

Ker $=TEna(nm)(M/Ker f). 

14. RM ALN dete R- Bf MN 是 已 - 同 构 证 明 : 

(1) 存在 环 同 构 由 : End(RM) 一 End(nN) 使 得 对 于 所 有 的 m © M,y € End(xM), 有 
f(y) = f(m) (7) ER: WRI (4.13)] 

(2) 存在 环 同 构 2: BiEnd(aM)—BiEnd(aN) 使 得 对 于 所 有 的 mE M, bE BiEnd(rM), 
有 f (bm) = 加 (bj(m)- 

(3) 如 果 M 是 平衡 的 ， 则 RN IR. 

15. 设 RA SEF, $: R 一 5 是 环 同 态 . 对 于 每 个 sM, 设 Ts(M) BR - (My), 8 
中 ?(r)(z) = 4(r)(z)(r E€ R,z € M). 对 于 每 对 sM, sN 和 每 个 fe Homs(M,N), ik 
To(f) E€ Homa(Ts(M),Ts(N)) 是 Ts(f) = 证明， 

(1) Ts 定义 了 sM 到 RM 的 共 变 函 子 . 
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16. 


(2) 除非 o 是 满 射 否则 限制 在 完全 子 范畴 sFM (由 有 限 生成 的 一 切 左 S 模 构成 ) 上 的 Ts 
不 一 定 是 到 AFM (由 有 限 生成 的 一 切 左 R 模 构成 ) 的 函 子 . 

设 工 是 环 尽 的 理想 ， 对 于 每 个 RM, 设 F(M) EE R/T - 模 M/IM. 对 于 每 个 RM RN 
和 每 个 1 € Homr(M, N), 设 F(f): F(M) > F(N) 是 由 F(f):2+1M => f(x) +IN 
定义 的 . 证 明 ， F 定义 了 从 RM 到 rM HIERT. 求证， 限制 在 AFM 上 的 F 是 到 
R/7 了 EM HBF. 

H REI e E€ RARER. 对 于 每 个 rM, EX Te: M eM, 其 中 eM 是 定义 在 54 
页 的 左 eRe - W, 对 于 每 对 RM, N WENE R- 同 态 了 : M 一 NN, 设 Te: fr (f | eM). 
证 明 : Te 定义 了 RM 到 ereM 的 共 变 加 法 函 子 . 


第 二 章 HSER 


对 于 每 个 环 R, 我 们 都 可 以 得 到 几 个 模范 畴 一 -其 中 包括 左 R- 模 的 范畴 RM. 
这 种 得 到 的 方法 不 是 完全 可 逆 的 . 这 是 因为 ， 一 般 地 r M 不 能 刻画 R. 然而 , 正如 
我 们 将 在 第 六 章 中 所 见 ， 这 种 刻画 是 可 能 的 从 而 我 们 希望 用 小 的 AM 揭露 R 
本 质 性 质 ， 因 此 本 章 我 们 开始 深入 探究 模 本 身 的 结构 .如 果 可 能 的 话 我 们 建议 在 范 
BE RM 的 上 下 文中 做 这 件 事 ， 这 是 因为 在 以 后 的 任意 章节 中 我 们 都 可 以 应 用 范畴 
理论 的 一 般 方法 ， 

我 们 从 模 的 一 般 分 解 理论 开始 讨论 . 模 的 一 般 分 解 理论 紧密 平行 于 向 其 空间 和 
Abel 群 中 较 特殊 的 理论 ， 因此 许多 基本 思想 是 显而易见 的 . 在 第 5 节 和 第 6 节 中 ， 
我 们 将 讨论 内 分 解 和 外 分 解 的 一 般 理 论 , 理论 的 本 质 是 清晰 的 ， 但 形式 偶尔 是 乏味 
的 . 

在 87 节 中 ,我们 对 正则 模 RR, Re 和 RRR 应 用 分 解 定 理 ， 以 便 在 环 分 解 理论 
的 基础 上 上 获得 一 些 基本 结果 . 最 后 , 在 88 节 中 , 作为 该 理论 的 自然 应 用 我 们 获得 
模 的 生成 类 的 概念 的 一 般 处 理 方法 和 它 的 对 偶 概 念 模 的 上 生成 类 的 一 般 处 理 方法 . 


85. 直 和 项 


给 了 两 个 模 My 和 Ma, 我 们 可 以 构造 它们 的 笛 卡 儿 积 Mi x Ma. 此 积 模 的 结构 
由 因子 Mi 和 Mo 的 结构 “ 按 坐标 ” 确定 . 本 节 我 们 将 开始 考虑 此 过 程 可 能 被 颠倒 ， 
即 给 了 模 M, 我 们 关注 的 是 ， 何 时 它 可 以 做 为 一 个 积 模 ， 以 某 方式 被 “因子 化 ”. 


Tawa 
设 Mi 和 Ma 是 模 M 的 子 模 ， 称 它们 生成 M, 如 果 
Mi + Ma2 = Mi 


即 如 果 它 们 在 Z(M) 中 的 上 确 界 是 M. 在 另 一 个 极端 情况 下 ， 称 它们 是 无 关 的 , 如 
果 


Mn M2 = 0, 
即 如 果 它 们 在 7 (M) 中 的 下 确 界 是 0. 现在 由 ， 


i: (zl za2) > T1 十 Z2 ((T1,72) € Mı x M2) 


- 62- 第 二 章 KASH 


定义 了 一 个 从 笛 卡 儿 积 模 Mı x Ma (2.1.6) 到 M 的 典范 R- 同 态 i, 它 的 象 和 核 分 
别 为 


Imi=M,+M2 和 Ker i= {(z,—z)lz € Mı N M2}. 
易 见 ，i 是 满 同 态 当 目 仅 当 Mi 和 M2 生成 M, i 是 单 同 态 当 且 仅 当 Mi 和 M 是 
无 关 的 . 如 果 典 范 同 态 i 是 同 构 ( 即 如 果 M 和 M 是 无 关 的 ， 且 它们 生成 M), 则 
M 是 它 的 子 模 Mi 和 M 的 (内 ) 直 和 ， 我 们 记 作 


M = Mı © M2. 


从 而 M = Mi © M2 当 且 仅 当 对 于 每 个 > e M, 存在 唯一 的 元 素 zl € Mi, 22 € Ma, 
使 得 


T= 71+72. 


并 不 是 模 M 的 每 个 子 模 都 需要 出 现在 M 的 直 和 分 解 中 . 然而 , 我 们 十 分 感 兴趣 的 
是 直 和 分 解 中 的 子 模 . 称 M 的 子 模 M 是 M 的 直 和 项 ， 如 果 存 在 M 的 子 模 M2 
使 得 M = Mi ® M2. 上 式 中 的 M2 也 称 为 直 和 项 ， 且 Mi 和 M: 是 互补 直 和 项 或 
彼此 的 直 补 ， 当 然 ， 即 使 在 向 量 空间 中 直 和 项 也 不 一 定 有 唯一 的 补 . 

下 面 的 基本 结果 表明 在 同 态 的 学 习 中 ， 怎 么 用 “ 单 边 道 ”得 到 直 和 和 直 和 项 . 
5.13 引 理 RS: MONA N> MERAS, HWE 


ff'=1y, 
则 f 是 满 同 态 , f' 是 单 同 态 ， 
M = Kerf © Imf'. 


证 明 显然 ( 见 (3.3) 和 (3.4)), f 是 满 同 态 ， f 是 单 同 态 . 如 果 z = f’(y) € 
Kerf OImf', W 0 = f(z) = ff'(y) = y, He = fy) = 0 WMR z EM, W 
F(e-f'F(2)) = f(@)— f(x) =0, z = (z- f' f(a) +f’ f(a) € Kerf+Imf'. o 

车 f:M 一 NN 和 f':N => MEAS, HWE ff' = 1w, 则 我 们 说 了 是 可 分 
满 同 态 ， 且 记 作 


u—é— N—~+ 0, 
TERNS 是 可 分 单 同 态 ， 且 记 作 
o—-n—6— m. 


称 短 正 合 列 ( 见 8 3) 


0——"M—t MI- M — 0 
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是 可 分 的 或 可 分 正 合 的 ,如 果 是 可 分 单 同 态 ,9 是 可 分 满 同 态 . 正如 下 面 所 见 ， 
如 果 正 合 列 在 两 个 末端 中 的 一 个 上 是 可 分 的 ， 则 它 在 两 个 末端 上 都 是 可 分 的 . 
5.2 命题 对 于 短 正 合 列 


o—+m,— M 


下 列 命 题 是 等 价 的 : 
(a) 序列 是 可 分 的 ; 
(b) 单 同 态 f : Mi 一 M 是 可 分 的 ; 
(c) WEA g: M 一 M2 是 可 分 的 ; 
(d) Im f = Ker g 是 M 的 直 和 项 ; 
(e) 每 个 同 态 h: Mi > N 可 通过 f 因子 化 ; 
(E 每 个 同 态 h : N 一 M2 可 通过 g 因子 化 . 


f 


M N 
证 明 (a)>(b) 和 (a)>(c) 是 显然 的 ， 且 由 (5.1) 可 得 (b)=(d) 和 (c) 坊 (qd). 由 
F (b) 和 (c) 合 起 来 可 推出 (a), 从 而 只 需要 证 明 (d)=(e)=(b) 和 (d)=> (f)> (c). 
(d)=(e). 假设 M = Imf @ K,h: Mı > N. 由 于 了 是 单 同 态 ， 从 而 对 于 每 个 
me M, 存在 唯一 的 mas Mi W ke K 使 得 m= f(m) +k. H 


o—>M 


ħ:m = f(m) +k h(m) 


EX: MN, WBR AE RAS, HAf =h. 

(d)=>(f). 假设 M = Ker g® K,h: N > Mp. HF KN Ker g =0, H g(M) = 
9(K), 从 而 (g|K) : K > M2 是 同 构 . 设 9 : M2 > K BEAM, Wh = g'h: N+ M 
ERAS, A gh=h. 

(e) => (b) 和 (f) > (c). & h = in, N = My, 则 可 证 明 (e) > (b). HO h=1y, 
N = M2, 则 可 证 明 (f) = (0). a 

设 Mi 和 Mz 是 两 个 模 ， 则 与 它们 的 积 模 Mi x M 相伴 的 自然 内 射 和 投射 

tj:Mj=>MıxM 和 mj:Mix Mz>M; (j=1,2) 
定义 为 
a(z1) = (a1,0), t2 = (0,22), 
和 


Ta(zl,z2) = 21, 7T2(zl,z72) = T2. 
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直 和 与 直 积 


显然 它们 是 RR- 同 态 ， 且 


0— M, —> MxM Ma — 0 


v4 
0 — Mz — Mx Mm Mı — 0 


是 正 合 的 ， 而 且 ， 由 于 
™mlr_=1m,, nzi = lm, 
从 而 这 些 序列 是 可 分 正 合 的 . 
注意 到 
Titj = 071 和 m+ wn = 1M,x Ms 
如 我 们 所 愿 ， 我 们 现在 可 以 证 明 这 些 序列 是 一 切 可 分 正 合 序列 的 原型 . 
5.3 命题 对 于 R- 同 态 的 序列 


0— M, > m—2 M, — 0, 


下 列 命题 等 价 : 
(a) 序列 是 可 分 正 合 的 ; 
(b) 存在 R - 同 态 的 序列 


o—+m,-2. MH Mm — 0 


(一 定 是 可 分 正 合 的 ) 使 得 对 于 ij € {1,2}, 有 
Gf; = Oijlm, H figı + foge = lm; 
(c) 存在 同 构 h: Mi x M2 > M 使 得 下 列 图 表 可 交换 ， 


Mı x M2 


0—M Mı — 0 


Ki 


证 明 (a)=>(c). 我 们 把 h: Mi x M2 > M 定义 为 hzi zz) = filer) + fo(za), 
其 中 fo: M2 > M 满足 gfo = 1m, 则 图 表 可 交换 ， 且 由 “五 项 引 理 ” (3.15) BA 


是 同 构 . 


(S(b). 给 了 使 得 图 表 可 交换 的 同 构 h, 定义 fo = hi 和 gi = mh, 则 


fj = mih hey = Titj = Fj, 


§5. 8 和 项 +65 + 


fig + fg = homh + hinh 
= h(un + 272)h-! = hh! = 1m. 


(b) = (a). 假定 (b) 成 立 ， 则 fig + foge = 1m, 因此 M = Imf, + Imfo. 由 
gaf, 二 0 可 推出 Imf, C Ker go. 由 g2f2 = Lm, 可 推出 ( 见 (5.1)) M = Ker gz@Imf2. 
因此 根据 模 律 ， 我 们 有 


Ker ga = Imfi + (Ker g N Imfz) = Imfi. 


从 而 序列 


Os We Mg 


在 M 处 正 合 , 且 由 于 gif1 = 1Mm，g2f2 = Lae, 从 而 它 是 可 分 正 合 的 . 口 
投 # 
设 K 是 M 的 直 和 项 ，K’ 是 它 的 补 直 和 项 ，M = Ke@K', 则 
pk:k+t+kmk (kEkK, k eK’) 


定义 了 满 同 态 
pk:M >K. 
我 们 称 它 是 M 上 沿 K 的 投射 . 
5.4 命题 如 果 M=Ke@K' 则 M 在 KK 上 沿 K' 的 投射 是 唯一 的 满 同 态 


mM“. K — 0, 
HWE (pk|K)= 1x, Ker px = K'. 
证 明 由 pk 的 定义 立即 可 得 pk 满足 这 些 条 件 . 如 果 9: M 一 K 满足 (g|K) = 
lx 和 Kerg = K', 则 对 于 所 有 的 ke K, k' € K', # glk +k’) = g(k) + g(k') = k = 
Pr(k +k’). o 
BK UE M 的 直 和 项 ,天 ' 是 补 直 和 项 ， 


M=KeK'. 


N K' 是 M 的 直 和 项 ， 且 K 是 补 直 和 项 . MEH, WR pri MEK 上 沿 K' 的 
BUN, 则 M 在 K' EY K 的 投射 pk 可 由 


pr': mo mpk(m) (meM) 
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刻画 如果 ix: K 一 M 和 ii : K' 一 M 是 包含 映射 ， 则 由 (5.4) 和 (5,2) 知 ，， 


o— K KE MIL.K— 0 


o— Kk Æ. ME K — 0 


是 可 分 正 合 的， 显然 ， 用 明显 的 记 法 的 改变 ， 这 些 映 射 满足 (5.3) 的 恒等式 . 
一 般 地 , 模 的 直 和 项 有 许多 补 直 和 项 , 投射 为 补 直 和 项 提供 了 一 个 有 用 的 刻画 . 
5.5 命题 设 M=Ke@K',pk 是 M 在 K 上 沿 K 的 投射 ALE M 的 子 
模 ， 则 
M=L@e@K' 
当 且 仅 当 
(px|L): L > K 
是 同 构 . 
证 明 设 L<M=K@K', 则 Ker(pk|L)= LO Ker px = LOK’. 因此 (pxl|L) 
Fe AS AA LNK = 0. 另 一 方面 , 由 于 (pk|K) = 1x, Ker pk = K', 从 而 有 
PK(L)=pk(L+ K') = px((L+ K')N (K + K’)) 
=pxK(((L + K) 0K) + K’) = px((L+ K’) NK) 
=(L+K)NK. 


因此 (pk|L) = K 当 且 仅 当天 C L+K 当 目 仅 当 L+K'=M. 口 
FARA 
假设 RM = K @K’, pk Æ M 在 K 上 沿 K' 的 投射 由 
ex:t+px(z) (zeM) 
定义 ek € End(rM). 由 于 (px|K) = 1x, 从 而 ex 是 M 的 每 等 自 同 态 ， 
ex =e% € End(rM), 


AL (注意 ex 是 M 上 的 右 算 子 ) 
K = Mex. 
从 而 M 的 每 个 直 和 项 都 是 M 的 睾 等 自 同 态 的 象 , 正如 下 面 引 理 所 述 , 反之 也 是 正 
确 的 . 
5.6 引 理 设 e 是 End(RM) OBI, Ml 1—e 是 End(RM) WEBI, HW 
足 
Ker e = {x € Miz = x(1—e)} = Im(1 ~ e), 
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Im e= {z € M|x = ze} = Ker(1 ~ e) 


和 M =Me®M(1 ~-e). 
证 明 h (1.16) 我 们 知道 l-e ERS. Hh F e =e, (1-e)? = (1 一 Br e(1—e) = 
(1~ ele = 0, 我 们 立即 有 包含 关系 


Ime C {z € M|x = ze} C Ker(1—e), 
Im(1 —e) C {x € M|z = x(1 —e)} C Ker e. 


由 于 对 于 所 有 的 ce M, 有 z= ze+ z(l - e), 从 而 上 述 包含 不 是 严格 的 ， 而 且 有 
M= Mët MA =S a; MeN M(1 一 e) = 0, 这 是 因为 如 果 re = y(1 — e), m 
ze = ve? = (y(1—e)e) = 


5.7 命题 如 果 eu K © K’, WUAFTEME—MI ESIC ex € End(RM), 使 得 
K = Mex, K' = M(1~ ex). 


证 明 此 命题 是 (5.4) 和 (5.6) 的 必然 结果 . (5.4) 和 (5.6) 联合 起 来 告诉 我 们 如 
X e € End(RM) EESTE, W z> ze 是 M TE Me LH} M(1—e) 的 投射 . 口 

5.8 推论 FHK < M 是 M 的 直 和 项 当 且 仅 当 对 于 M 的 某 个 宕 等 自 同 态 .e， 
有 K = Ime. a 

注意 ，M 的 直 和 项 K 可 以 是 几 个 不 同 的 睾 等 自 同 态 的 象 ( 见 练习 (5.13), 但 
对 于 每 个 分 解 M = K @ K’ 与 其 相伴 的 一 对 寡 等 元 (5.7) 是 唯一 的 . 直 和 项 K AE 
等 元 为 计算 K 的 自 同 态 环 提供 了 工具 . 

5.9 命题 设 e 是 End(rRM) 的 等 等 元 ， 则 存在 环 同 构 


ġ : cEnd(rM)e > End(rMe), 
使 得 对 于 所 有 的 s € End(rM) 和 所 有 的 ze M, 4 
Wese) : ze + zese. 


证 明 按照 通常 方法 我 们 可 以 验证 存在 从 eBnd(rRM)e 到 End(RMe) 的 单 环 同 
态 o, 它 满足 所 需要 的 条 件 . 现在 e : Me 一 M 是 可 分 单 同 态 (5.6) 因 此 据 (5.2), 如 
果 ge End(pMe) ( 即 g: Me 一 Me<sAM), 则 9 可 通过 e 因子 化 
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从 而 对 于 每 个 ge End(RMe), 存在 5e End(RM) 使 得 对 于 所 有 的 ze e Me, 有 
Zep(ege) = rege = rege = reg. 
此 9 是 同 构 . a 
显然 每 个 非 零 模 M 至 少 有 两 个 直 和 项 ， 即 0 和 M. 称 非 零 模 M 是 不 可 分 解 


的 , 如 果 0 和 M 是 它 仅 有 的 直 和 项 ， 不 可 分 解 模 在 我 们 的 研究 中 起 中 心 作用 ， 
称 环 RARER IC ei 和 ea 是 正 交 的 ， 如 果 


ele2 = 0 = €2€). 


KEFE ec R 是 ARREST, WME e A 0, 且 对 于 每 对 正 交 寡 等 元 el e2, 
FH e= e + €2 可 推出 el=0 或 ez= 0. 

MR e = e? € R, W e A 1- e 是 正 交 宕 等 元 ， 旦 满 足 1=e+ (le). 

从 而 ， 应 用 (5.8) 和 (5.6) 我 们 有 

5.10 命题 设 M 是 非 零 模 ， 则 下 列 条 件 等 价 : 

(a) M 是 不 可 分 解 的 ; 

(b) 0 和 1 是 End(M) AL HOFER TC; 

(c) 1 是 Bnd(M) 中 的 本 原 寡 等 元 . 口 

MR e 是 环 R WARES TC, W e 是 本 原 的 当 且 仅 当 环 eRe 的 单位 元 e 是 本 
EGT. 如果 e= el + ez, 其 中 el 和 ez 是 环 R 的 正 交 知 等 元 , 则 el = cere € 


eRe, ea = eer € eRe. 因此 先前 的 两 个 命题 给 出 
5.11 推论 设 e 是 左 R- 模 M 的 非 零 罕 等 自 同 态 , 则 M 的 直 和 项 Me 是 不 可 分 
解 的 当 且 仅 当 e 是 End(M) 的 本 原 寡 等 元 . 口 
本 质子 模 和 多 余子 模 


子 模 天 或 M 是 M 的 直 和 项 当 且 仅 当 存在 M 的 子 模 K' 使 得 
KNK’=0, K+K’=M, 


即 当 且 仅 当 天 在 M 的 UR AAD. T M 的 任意 子 模 KK, 我 们 总 能 找到 
一 个 子 模 ， 使 得 它 和 K 满足 上 述 两 个 条 件 之 一 事实 上 ， 我 们 有 

天 n0=0 fl K+M=M. 
满足 上 述 条件 的 每 个 子 模 都 是 “最 好 的 ”, 而 且 它 们 在 以 后 的 研究 中 是 十 分 重要 的 . 
称 M 的 子 模 K 在 M 内 是 本 质 的 (或 大 的 ), 且 简 记 为 


KaAM, 


如 果 对 于 每 个 子 模 < M, 
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由 KNL=0 可 推出 L=0. 
对 偶 地 ， 称 M 的 子 模 天 在 M 内 是 多 余 的 (或 小 的 ), 简 记 为 


K «M, 


如 果 对 于 每 个 子 模 L < M, 
HK +L=M Wet} L=M. 

直 和 项 、 本 质子 模 和 多 余子 模 这 三 个 概念 是 关于 连通 分 支 、 笛 密 和 无 处 稠密 拓 
扑 概念 的 回忆 . 在 某 种 意义 下 ，M 的 本 质子 模 支 配 着 在 其 中 没有 与 它 无 关 的 非 零 
子 模 的 M 的 子 模 格 ， 而 多 余子 模 在 M 的 任何 子 模 格 中 对 于 该 子 模 格 张 成 M 不 起 
任何 作用 ， 注意, 子 模 可 以 既是 本 质 的， 又 是 多 余 的 . 例如 ， Zp 的 每 个 非 平凡 子 
模 都 既是 本 质 的 又 是 多 余 的 . 

称 单 同 态 1 : K 一 M 是 本质 的 ， 如 果 Imi aM. 称 满 同 态 g: M 一 入 是 多 
余 的 ， 如 果 Kerg < M. 正如 下 面 所 见 (特别 是 (5.13) 和 (5.15)) ， 在 范畴 RM 中 
这 两 个 概念 是 对 偶 的 ， 即 在 范畴 .RM 中, 关于 本 质 单 同 态 的 任意 命题 是 正确 的 当 且 
仅 当 由 其 倒 射 得 到 的 关于 多 余 满 同 态 的 命题 是 正确 的 . 从 而 ， 如 果 可 能 我 们 最 好 用 

“ 射 ”的 语言 陈述 我 们 的 结果 ， 这 样 它们 的 对 偶 可 自然 得 到 ， 然而， 在 实际 中 我 们 
更 多 关注 的 是 格 .XY(M) 中 M 的 本 质子 模 的 行为 和 多 余子 模 的 行为 ,因此 大 多 数 的 
结果 可 以 用 格 理论 的 术语 表述 , 关于 范畴 的 系统 阐述 见 练习 . (尤其 是 练习 (5.14)~ 
(5.16).) 

5.12 命题 对 于 M 的 子 模 K, 下 面 命题 等 价 : 

(a) KIM; 

(b) 包含 映射 ix: K 一 M 是 本 质 单 同 态 ; 

(c) 对 于 每 个 模 N 和 每 个 he Hom(M, N), 

H (Ker h)OK =0 可 推出 Ker h = 0. 

证 明 (a) (b) 和 (a)=(c) 是 显然 的 . 

(c)=>(a). 假设 了 < M, KNL=0. 设 nz:M > M/L 是 自然 满 同 态 ， 全 全 
(Ker ny) N K = 0. 因此 假设 (c) 成 立 # L= Ker nr = 0. 

假设 SERHS ,h 是 同 态 ， 且 /oh 是 单 同 态 ， 则 显然 h 也 是 单 同 态 ， ps 
方面 有 ， 

5.13 推论 YHS 了 : 工 一 M 是 本 质 的 当 且 仅 当 对 于 一 切 同 态 等 阶地 ， 满 同 
态 h, 如 果 hf 是 单 同 态 ， 则 h 是 单 同 态 . 

证 明 设 天 = 1Imf, 则 由 (3.10) 知 存在 同 构 v:K — LE fv = ix. AT hf 
是 单 同 态 当 且 仅 当 hin 是 单 同 态 当 且 仅 当 (Kerh) NK = 0. 关于 括号 里 的 情形 ， E 
È h 是 到 Im h 上 的 满 同 态 即 明 . 

下 面 是 命题 (5.12) 和 推论 (5.13) 的 对 偶 命 题 ， 其 证 明 留 作 练习 . 
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5.14 命题 对 于 M 的 子 模 K, 下 面 的 命题 等 价 : 
(a) K<M. 

(b) 自然 映射 pk : M > M/K 是 多 余 满 同 态 . 

(c) 对 于 每 个 模 N 和 每 个 h © Hom(N, M), 


H (Im h)+K =M 可 推出 Imh = M. a 
5.15 推论 满 同 态 9 : M 一 N 是 多 余 的 当 且 仅 当 对 于 一 切 同 态 (等 价 地 , 单 同 
态 )h, 如 果 gh 是 满 同 态 , W a 是 满 同 态 . 口 


M 的 本 质子 模 形成 了 M 的 一 切 子 模 格 的 一 个 重要 子 格 ， 特别 有 

5.16 命题 设 M 是 模 , SRK <N<M,HH <M, 

(1) KIM 当 且 仅 当 天 SN, NSMi 

(2) HNK SM XAU HSM, KAM. 

证 明 (1) KIM, 0# L< M, W LOK £0. 特别 有 , MRL SN, W KAN. 
又 因为 K <N, RU LON £0, Aili NIM. 

反之 , WRK IN,NIM, AL SM, Wh LOK =0 可 推出 LNN = 0, 由 此 
HEM) L =0. 

(2) 由 (1) ZETE “=”. F Se”, RH IMA KIM, MRL < 
M, LNHNK =0, WHF K <M, KWH LOH =0. LAH H <M, WA L=0 O 

此 结果 对 于 多 余子 模 有 一 个 自然 对 偶 , 用 范畴 的 术语 ， 此 对 偶 命题 是 十 分 明显 
的 ,下 面 是 其 格 论 情形 ， 我 们 省 略 其 证 明 . 

5.17 命题 设 M 是 模 , 子 模 K<N<M, 且 HsM, 则 

(1) N < M 当 目 仅 当 N/K <M/K, K <M; 

(2) H+K < M 4AM4H<KM,K <M. 口 

关于 多 余子 模 的 下 个 引 理 也 有 一 个 对 偶 ， 我 们 在 练习 中 给 出 它 的 准确 表达 . 

5.18 引 理 MRK <M, f:M—N 是 同 态 则 f(K) < N. 特别 地 ， 如 果 
K<E&M<CN,WWK<N. 

证 明 HLN, L+f(K)=N,W fU(L)+K = M. HFK < AM, 从 而 可 推出 
K <M=f-*(L). Bit f(K) <L,L=N. 口 

下 个 引 理 对 于 验证 本 质 包含 特别 有 用 . 

5.19 引 理 FHK < M 在 M 中 是 本 质 的 当 上 且 仅 当 对 于 每 个 0 地 ze M, 都 
FETE r © RAK OA rze kK. 

证 明 (=) wm K <M, H 0#zeM, W] RiNK £0. 

(<=) SR RAF, H 0 Ac EL < M, 则 存在 re REO Aree KNL.O 

利用 这 两 个 引 理 ， 我 们 有 

5.20 命题 假设 Kı < Mı < M, Kz < M2 < M, 且 M= Mi@M, 则 

(1) Ki ® K2 < Mi @ Mp 当 且 仅 当 Ki < Mi, K2 < Mz; 
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(2) Kı @ K2 4 Mi ® M2 4 ASL Ki 4 M), Ko < Ma. 

证 明 (1) i p:i: M 一 Mi 表示 M 在 M: 上 沿 M; WHS G + j) W K [= 
pi(Ki), 因此 必要 性 可 由 (5.18) 得 到 . 

反之 , MÆ Ki < Mi <M (i = 1,2), 则 由 (5.18) 和 (5.17.2) 得 Ki@ K2 = 
Kı+K2<& M. 

(2) 假设 Ki 在 Mi PARE AREAS, BIRT PE OA Li <M, KNL = 0, 则 
必要 性 的 证 明 可 由 

(Ki + K2)N Li =0 


得 到 ， 这 是 因为 如 果 ky € Ki, ko € Kah € La, H ki + ho = li, WU 
k2 =l, — kı € Mı N Mz = 0. 


这 就 证 明了 (Ki + K2)N Lı =0. 

关于 充分 性 ， 假 设 Ki 4 Mi,0 A si € Mi (i= 1,2), 则 由 (5.19) 知 存在 m1 € R 
BEA OA rizi € Ki. 如 果 rive € Ka, 则 由 无 关 性 得 ,0 A rizi + ize € Kı © Ka. w 
果 rive ¢ Ka, 则 由 (5.19) 知 存在 ro € RR 使 得 0 关 7r2riz2 € Ko, 于 是 我 们 有 


0 Arena 十 rarlT2 € Kı @ Ko. 


从 而 Ki @ Ko Mi 9M2. 口 

设 NN 是 M 的 子 模 ， 如 果 N' < M 关于 NON’ = 0 是 极 大 的 ， 则 我 们 说 N' 是 
N 的 M- 补 ， 利 用 极 大 值 原理 我 们 立即 可 知 ， 如 果 N <M, 则 M 中 与 N 的 交 是 
0 的 一 切 子 模 构 成 的 集合 含有 极 大 元 N'. 这 就 证 明了 下 面 命题 的 第 一 部 分 . 

5.21 命题 每 个 子 模 N < M 都 有 MM- 补 . 而 且 , 如 果 N' 是 N 的 M- 补 , 则 

(1) N@N’ SM; 

(2) (N @N’)/N’ 4 MI/N'. 

证 明 (1) MROAL <M, A (NON) NL =0, WHBNO(N'+L) =0, 3% 
与 N' 的 极 大 性 矛盾 . 

(2) R L > N', 且 LN(N +N’) < N', 则 由 模 律 得 


(LNN)@N’=LN(N+N) CN’. 
因此 ,LNN = 0, 再 由 N 的 极 大 性 知 ,L=N'. a 


练 习 5 


1， 设 RM 是 左 及- 模 .证明 ， 每 个 满 同 态 f: M -。 AR 都 可 分 . 求证， 存在 不 可 分 的 单 同 态 
9g: RR 一 M， | 提示: 令 R=Z] 
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10. 


设 M 是 非 零 模 . 在 M? = MxM 中 , 设 Mi = {(m,0)|m € M}, Mz = {(0,m)|m € M}. 
对 于 每 个 o€ End(rM), & 


M? = {(m,ma)lm € M}. 


则 M” < M?. 设 K < M?. 证 明 ， 
(1) M? = K @ Mz 4HAL4H FH o € End(rM), # K = M°. 
(2) 如 果 对 于 某 个 自 同 构 o € End(RM), 有 K = M”, W 


M?=MoK. 


， 证明， 如 果 RM 有 由 子 模 构成 的 分 配 格 .(M)( 见 (0.5), 则 每 个 直 和 项 都 有 唯一 的 补 ， 例 


“如 ， 如 果 忌 是 布尔 代数 ， 则 RR 有 由 子 模 构成 的 分 配 格 . 


| WM=KeK'=LOL’. 证明: 


(1) 由 天 = 工 可 推出 K'S L’, 但 不 能 推出 K’ = L’; 
(2) 由 KCH<M Witt H=K@(HNK'); 
(3) 由 KAL =0 不 能 推出 KK 十 L 是 M 的 直 和 项 [提示 ， 考 虑 练习 (5.2.1) 中 的 Z x Z] 
设 M = K+L, 且 f:M 一 N 是 满 同 态 . EH: mR KNAL = Kerf, W N = f(K)@f(L). 
(1) 为 了 赋予 M=HEK OL BX, 证明: WR M = HOH',H'=KeL, WM = 
(H+K)OL,H+K=HOK (H H@(K@L)=(H@K)@L). 
(2) RH, K,L < M. W: M = HEKLA HNK =0= LNK, M/K = 
(H + K)/K @ (L + K)/K. 
(1) 给 出 不 可 分 解 模 有 不 可 解 子 模 的 一 个 例子 ，[ 提 示 : 利用 RR 的 商 模 , 其 中 R = QX, Y] |] 
(2) 给 出 不 可 分 解 模 有 不 可 分 解 商 模 的 一 个 例子 . 
Uk M = Mn @ Ma, f: M > N EMAS, H K = Kerf, 则 ( 见 练习 (5.5)) 

N = (Mn) + f (M2). 
(1) 证 明 ， 如果 K = (KN Mi) + (KN Ma), 例如 ， 如 果子 模 格 7 (M) 是 分 配 的 ， 则 此 和 
是 直 和 |. 
(2) 求证 ， 一 般 情 况 下 ， 此 和 不 是 直 和 . [提示 : H LÆR, M=LxL, H f:M> L, 


f(hl2) =h - bh) 
设 M= Mi @ M2, N < M, WÑ 


N > (NN Mi) @(NN Ma). 


如 果 Mı < N, 或 者 Mz < N, 或 者 子 模 格 .7(M) 是 分 配 的 ， 则 等 式 成 立 ， 求 证 一 般 情 况 
下 ， 此 不 等 式 是 严格 的 . 

设 M = Mi @ Ma, pili = 1,2) 是 相应 的 投射 . 

(1) WER: 如果 N < M, 则 pi(N)/N N Mi = pa(N)/N N Ma; 

(2) RZ, WEA: 如 果 Ki < Ni < Mi (i = 1,2), Ni/Ki © No/Ka, WEE N < M 使 
得 Ki = NOM, Ni = pi(N) (i = 1,2). BER: Bo: N/Ki > No/Ko 是 同 构 ， 
N = {m + na|n2 + K2 = o(m + K1ı)}} 
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il. 


12. 


14. 


15. 


16. 


(3) 我 们 感 兴趣 的 是 两 个 极端 的 情形 ， 即 当 N = (NOM) + (NN M) 时 和 当 NNM = 
NO Mz = 0 时 的 情形 ， 对 于 上 述 情形 的 每 一 个 请 给 出 一 个 非 平凡 的 例子 . 

设 g9:N 一 AM, f:K >N RAS. 证 明 : 

(1) 如 果 了 和 9 都 是 可 分 单 同 态 ( 满 同 态 ), 则 gf 是 可 分 单 同 态 WAS). 

(2) 求证 (1) 的 逆 命 题 是 不 正确 的 . 

(3) 由 (1) 可 推断 直 和 项 的 直 和 项 仍 是 直 和 项 . 

假设 下 列 由 模 和 同 态 构成 的 图 表 是 可 交换 的 ， 


o— a LL. pt. c — o 


E S 


pee 39 A E giao. 


Ha 8,7 是 同 构 . 证 明 ， 上 面 的 行 是 (可 分 ) 正 合 的 当 且 仅 当 下 面 的 行 是 (可 分 ) 正 合 的 . 
(1) he € R ERY. GEM: (i) 对 于 每 个 ze R,t = e 十 (1 一 e)zxe te LIB. (ii) 对 
于 每 个 这 样 的 t, 都 存在 ye RR 使 得 e =t 十 (1 一 t)yt.[ 提 示 : 由 于 et =e Mte=t, 从 而 可 
由 y= 一 (1 一 e)ze 得 出 证 明 ] 

(2) 设 nM JARRE ,ee End(RM) EEG. 对 于 每 个 短 等 元 te End(rM) 证 明 ， 

Im t= Ime 当 且 仅 当 对 于 某 个 re Endr(M), 有 t= e+ (1 e)ze. 


考虑 RM 中 的 下 列 交换 图 表 ， 
YOR YES 


0—-+N eM M—7*N — 0 


g g 
(1) 证 明 ， 如 果 第 一 个 图 表 中 的 g 是 单 同 态 ， 则 h AR AY A fA 9 都 是 本 质 
MAMAS. [提示 ，(5.13).] 还 可 推断 命题 (5.16.1). 
(2) 证 明 ， 如 果 第 二 个 图 表 中 的 9 是 满 同 态 ， 则 h 是 多 余 满 同 态 当 且 仅 当 和 9 都 是 满 同 
态 ， 提示 ，(5.15)] 还 可 推断 命题 (5.17.1). 
考虑 范畴 RM 中 的 下 列 交换 图 表 : 


0 


| 


o—+a Le pt. co >~ 0 


ar eee 


j. j 
o— aL. pt. cr —- 0 


(1) 假设 行 都 是 正 合 的 ，a 是 满 同 态 .证 明 ， 如果 9 是 多 余 的 ， 则 g' IRR- 

(2) 求证 (1) 与 (5.18) 等 价 . 

(1) 在 练习 (5.15) 中 ， 假 设 行 都 是 正 合 的 ,7 是 单 同 态 ， 证明， 如 果 f 是 本 质 的 ， 则 f 亦 
然 . 
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(2) 证 明 : 如 果 K 2M,z € M, 则 
pz (K) = {r € Rirr € K} < RR. 


17. Be M 是 非 零 模 ,K 是 (R, End(rRM))— 子 模 ,天 < RMEnataan 
(1) 证 明 : 如 果 RM = M: © Ma, I K = (KN Mi) @ (KN Ma). 
(2) 证 明 ， 如果 RK < RM, R(M/K) 是 不 可 分 解 的 ， 则 RM 是 不 可 分 解 的 . 
(3) 证 明 ， 如 果 K < M，K 是 不 可 分 解 的 ， 则 M 是 不 可 分 解 的 . 

18. 设 了 是 忌 的 宕 零 左 理想 . 证 明 , 对 于 每 个 左 R- M, HIM < M. 提示, 如 果 IM+N = 
M, i PM+IN+N=M] 

19. 设 M JÈ Abel BE, K < M. 证 明 ， 
(1) 每 个 同 态 f: K 一 Q 有 扩张 了 : M 一 Q ER RA G = {gL < M, gr € 
Homz(L,Q)} 关于 集合 包含 (每 个 gE G 都 是 序 对 构成 的 集合 ) 是 偏 序 集 . 关于 K < 工 和 
(gL|K) = f 存在 极 大 的 gr E€ G. WR ze M\L, 则 对 于 某 个 mw # Zen L= Enz #0, A 
TEHE h : Za + L > QE h(ma +l) = mn~' gi (nx) + gL(D)]. 
(2) 每 个 单 同 态 9 : Q 一 M 都 可 分 . 
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本 节 我 们 考虑 模 (2.1.6) 的 有 限 积 的 (对偶 ) 推广 和 模 的 内 直 和 M = My @ M2 
的 对偶) 推广 . 

贯穿 本 节 我 们 将 假设 (Ma)aea 是 左 已 - 模 的 指标 类 .类 似 的 结果 对 于 右 模 和 
双 模 类 也 不 难 证 明 . 


E R 


集合 (Ma)aca HEJL XaM。 关于 按 坐标 定义 的 运算 构成 R-i, BNE 
Ta 表示 第 a 个 坐标 映射 ， 则 对 于 积 中 的 每 对 z,y 和 每 个 re R, 有 


Talt +y) = Ta(T) + Taly), Talra) = rra(z). 


由 (0.4) 立即 可 得 ， 这 些 是 积 上 的 (可 定义 的 ) 运算 ， 而 且 可 以 验证 它们 诱导 了 R- 
模 结构 .在 4 - 多 元 组 中 ， 直 积 的 运算 由 


(Ta) + (Ya) = (Za + Ya); (ta) = (rea) 


给 出 . 
此 模 称 为 (M。)aea 的 E (或 者 笛 卡 儿 ) R, HARY 


[[. 
A 


§ 6. 模 的 直 和 与 直 积 -75 ， 


或 者 运用 某 个 合理 的 自然 变化 例如 在 有 限 的 情形 下 表示 为 TIE-; Mi, 或 Mi x: x Mn. 
如 果 对 于 所 有 的 a © A, 有 Ma = M, 则 表示 为 


M4=[[M. 
A 


MA 关于 按 坐 标 进行 的 运算 恰 是 从 A 到 M 的 一 切 函 数 构成 的 集合 ， 如 果 A= 2, 
则 积 恰 有 一 个 元 素 ( 空 函数 ) ， 因 此 记 为 


II Ma =0= m. 
2 
下 面 给 出 [14 Me 的 基本 性 质 : 


6.1 命 题 设 (Ma)cea 是 模 的 指标 集 ,NN IER, H (fo aca 是 同 态 fa : N 一 Ma, 
则 存在 唯一 的 同 态 S: N 一 TI4 Ma, 使 得 对 于 每 个 a € A, 下 列 图 表 可 交换 ; 


N$ J], Ma 


证 明 对 于 每 个 ze N, 由 
Taf (x) = falz) (a € A) 


按 坐 标 ( 见 (0.4)) 定义 F(x) € IIA Ma: 由 于 rc 和 fo 是 同 态 ， 从 而 f : 2 f(a) 定 
义 了 同 态 N 一 II4 Ma. 而 且 对 于 所 有 的 a € A, 有 taf = fa. 为 了 完成 证 明 ， 假 设 
g:N 一 TIaAMa 是 同 态 ， 且 对 于 所 有 的 a e A, 有 rag = fa, 则 对 于 每 个 ze N 和 
每 个 a € A, 我 们 有 rag(z) = Ta f (2), 因此 g(a) = f(z)( 见 (0.4), 从 而 9= 了， 口 

(6.1) 中 的 唯一 同 态 f: N 一 IIA Ma 称 为 (fa)aea 的 直 积 , 且 表示 为 f = TIA fo 


ta([ | fa) = fa (a € A) 
A 


刻画 . 
6.2 推论 BE fa: N> Mala E A) 是 同 态 的 指标 集 则 


Ker([E fa) = NaKerfa. 
A 


证 明 令 f = Tafa Br EN, W fa) = 0 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 a e 
A, raf(z) =0 HANHI FAH a €A, fa(z) =0. 
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WÈ BC A, 则 我 们 有 两 个 积 [Is Me 和 II4 Ma- WR z E ITs Ma, W z 是 定 
义 域 为 B 的 函数 ， 且 > 有 到 元 素 F< [Ta Ma 的 唯一 扩张 ， 此 扩张 在 一 切 agB 上 
是 零 ， 因 此 存在 映射 


tp: [| Ms > I Ma, lpi ced. 
B A 


GR ta 是 已 - 同 态 ， 它 的 象 是 [Ia Mo 的 子 模 ， 其 中 的 4 - 多 元 组 在 B 处 的 值 均 
WE. 另 一 方面 , 对 于 每 个 ze [a Ma, 定义 域 为 4 的 函数 的 限制 (z|B) 是 Me Me 
中 的 元 素 ， 显 然 限制 映射 


ma: [| Ma > [] Mo. ma: 2+ (zlB) 
A B 


是 从 IIa Ma 到 IIe Me 上 的 R- 同 态 . 在 (5.1) 和 (5.3) 的 帮助 下 ， 我 们 易 证 这 些 
映射 的 下 列 性 质 . 

6.3 命题 设 (Ma)aca 是 模 的 指标 集 ,4 是 不 交 并 A = BUC, W 

(1) mate = Ly, Maì 

(2) Ia Ma = to (T]y Mo) © tefle My) 

(8) 0 一- Ty Mo [a Mam To My 一 - 0 是 可 分 正 合 的 ， o 

实际 上 ， 如 果 A EA, 我 们 通常 认为 Ty Mp 和 Mg 是 一 致 的 a) 和 re 是 
一 致 的 ， 我 们 一 般 用 .sp 表示 uoy 单 同 态 


15 : Mg > [[ Ma 
A 


称 为 8 -坐标 单 射 ， 且 由 
Tata = gaplwa (QEA) 


TAMA. 


刻画 ， 当然 序列 


4 } 
人 ~ [la Ma + Iava Ma— 0 


L, 
0— Tao MAL T, M7 Mg — 0 


是 可 分 正 合 的 ， 这 是 (6.3) 的 特殊 情形 . 
命题 (6.1) 中 描述 的 [Ia Ma 的 “ 范 映射 性 质 ” 实际 上 是 为 刻画 直 积 服务 的 . 称 
由 模 M 和 同 态 集 


pa:M— Ma (a€ A) 


组 成 的 元 素 对 (M, (pa)ae4) 是 (Ma)ae4 的 ( 直 ) 积 ， 如 果 对 于 每 个 模 N 和 每 个 由 同 
态 
fa: N > Ma 
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构成 的 集 ， 都 存在 唯一 的 同 态 f : N 一 M 使 得 
fa =Paf (a € A)). 


形象 地 说 , (Ma)aea 的 积 就 是 贮存 在 某 个 同 态 ( 即 从 模 到 Mo 的 同 态 fa: N 一 Ma 
族 ) 中 的 一 个 小 机 器 ， 用 于 通过 pa 把 同 态 族 fa 分 拣 出 来 . 
注意 命题 (6.1) 说 指标 集 (Ma)jas4 至 省 有 一 个 积 ， 即 它 的 第 卡 儿 积 
(TIa Mas (ra)oe4). 在 很 强 的 意义 下 ,我 们 知道 (Mu)oea 的 一 切 积 实际 上 是 同 构 的 . 
6.4 定理 设 (M,(pa)oea) 是 (Ma)aea 的 积 ， 则 元 素 对 (M', (ps)aea) (其 中 
Pa : M' > Ma 是 R - 同 态 (a € A)) 也 是 (Ma)aea 的 积 当 且 仅 当 存在 (一 定 唯一 ) 
FIH p: M' 一 M 使 得 对 于 每 个 a € A, 都 有 pap = pa- 


N 


证 明 由 于 (M, (pa)aea) 是 积 ， 从 而 存在 唯一 的 同 态 p: M' 一 M 使 得 对 于 每 
个 ae A, HA Pap = Pa- 

(=). 如 果 (M1', (pi. Jaca) 也 是 积 ， 则 存在 唯一 的 同 态 p's M 一 M' 使 得 对 于 每 
个 ae A, RE php! = pa. 从 而 有 p= pap = php'p. 


{E ph = viola, 因此 由 唯一 性 得 p'p = Lu. 类 似 地 有 pp’ = 1m. 
(=). 假设 fa : N 一 Mala E A) 是 R- 同 态 . 由 于 (M, (pa)aea) 是 积 ， 从 而 存 
在 唯一 的 同 态 h 使 得 对 于 每 个 cs A, 下 图 中 外 部 的 三 角形 可 交换 ， 


因此 假定 p RH, Bf = pth, 则 我 们 有 (M', (ph)aea) ER. 口 
6.5 例子 
例 (1) 设 V 是 域 K 上 的 二 维 向 基 空 间 , (21,22) 是 V 的 基 , 如 果 (pi, p2) 是 
通常 的 线性 函数 ， 其 核 为 (Kz2, Kz), W (V, (ptz)) 是 (K,K) WE. 特别 地 ， 一 
个 模 可 以 通过 许多 不 同 的 同 态 集 (pa)aea 成 为 指标 集 (M。)aea 的 积 . 
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fil (2) 考虑 Abel 群 Zao. 模 2, 3 和 5 之 剩余 类 分 别 给 出 满 同 态 
p2 : Zso 一 Z2, p3:Z30 一 Z3, ps: Zao 一 Zs. 


这 样 , 由 (6.1) 知 存在 从 Zao 到 积 Zo x Zs x Zs 的 同 态 p, 使 得 pe = Tap (a = 2,3,5), 
其 中 ra 是 积 的 坐标 投射 由 (6.2) 得 


Ker p= Ker pN Ker paN Ker ps = 2Z39 N 3Z39 N 5230 = 0. 


从 而 了 是 单 同 态 . 由 于 Zso 和 Zo x Za x Zs 有 相同 的 有 限 基数 , 因此 p 是 同 构 . 虽然 
Zso 和 篆 卡 儿 积 Z2 x Zs x Zs 是 十 分 不 同 的 集合 , 但 由 (6.4) 可 推出 (Zso, (Pa,pa,p5)) 
是 (Z2, Za, Zs) 的 (抽象 ) 积 . 


直 和 一 上 积 


(Majaea 的 积 有 点 像 计 算 机 ， 把 到 Mo 的 同 态 集 组 织 起 来 。 现在 我 们 研究 其 
对 偶 问 题 ， 即 把 来 自 Me 的 同 态 组 织 起 来 . 此 定义 几乎 是 自明 的 ， 因 为 在 积 的 定义 
FEAR TA UI ESL A BT AT. 

形式 上 ， 称 由 模 M 和 同 态 


ja: Ma >M 
组 成 的 元 素 对 (M, (ja)ae4) 是 (Ma)oca 的 直 和 (或 上 积 ), 如 果 对 于 每 个 模 N 和 同 
fa:Ma>N (a€ A) 
构成 的 集 ， 存 在 唯一 的 同 态 f: M N 使 得 
fa = fia (a€ A). 


下 面 结果 的 证 明 可 由 颠倒 (6.4) 中 的 射 得 到 ， 此 结果 证 实 了 如 果 直 和 存在 ， 则 本 质 
上 是 唯一 的 . 

6.6 定理 H (M, (ja)aca) 是 (Ma)aea 的 直 和 ， 则 元 素 对 (M1,( 闪 )ae4) (其 中 
每 个 ja : Ma 一 M' JE R- FB (a € 4)) 也 是 (Ma)aea 的 直 和 当 上 且 仅 当 存 在 (一定 
唯一 ) 同 构 j: M 一 M', 使 得 对 于 每 个 ae 4 都 有 jja = jh 
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外 直 和 


现在 我 们 证 实 直 和 的 存在 性 . 称 元 素 ze IIA Ma 对 于 几乎 所 有 的 a < ARER 
几乎 处 处 是 零 ), 如 果 它 的 支撑 集 


SGz)={ae4lz(a) = Tal) #0} 


是 有 限 的 . 由 于 0 几乎 处 处 是 零 , 上 且 S(z +y) S S(z)U Sly), Sre) € S(z), 从 而 
@AMa = {x ET[a Mal zx 几乎 处 处 是 零 } 
Æ [la Ma 的 子 模 ， 此 子 模 是 (Ma)jaea 的 (外 ) 直 和 . 我 们 将 看 到 ，“ 直 和 ”一 词 的 
使 用 是 正确 的 .我 们 可 以 应 用 这 个 符号 的 自然 变化 ， 例 如 ， 在 有 限 的 情形 下 可 表示 
H OMi 当然 ,如果 4 是 有 限 的 ， 则 外 直 和 是 笛 卡 儿 积 而且， 如 果 对 于 所 有 的 
a€ A, Ma = M, W 
M =@aM 


是 指 cardA 个 M 的 外 直 和 . 

一 般 地 ， 对 于 指标 集 (Ma aca 和 每 个 a E A, .a(Ma) 是 由 ze II4 Ma 构成 
的 集合 ， 其 中 S(z) C {a}. ME ,> e [Ia Ma 有 有 限 支 撑 集 当 且 仅 当 它 是 每 个 支撑 
集 是 单元 素 的 元 素 的 有 限 和 .从 而 @aMa 是 由 [Is Ma 的 子 模 (ia(Ma))aea 生成 
的 [Ia Ma 的 子 模 ， 由 于 象 ia(Ma) 在 @aMa 中 ， 从 而 我 们 通常 可 以 把 每 个 ia 也 
AE Ma 到 @AMa HAAS. 类 似 地 ， 我 们 也 经 常 把 每 个 ra AEA @aMa 到 
Ma 的 满 同 态 . 

现在 假设 N 是 模 ,(f。)aea 是 同 态 


fa:Ma >N (a€ A) 


的 指标 集 ， 对 于 每 个 ze @4Mu, 它 的 支撑 集 S(z) = {a € A| ra(z) + 0} 都 是 有 限 
的 ， 因 此 存在 由 


f= YO fanals) 


acS(z) 


(其 中 ， 如 果 S(z) = g, WS f(z) = 0) 定义 的 函数 f: 9@4Ma >N. 由 于 fa 和 ra 
是 同 态 ， 从 而 易 证 f 是 同 态 ， 我 们 称 /为 (fa)aea 的 直 和 ， 且 表示 为 


f= @afa- 
对 于 每 个 z = (Za)aea e DAMa, 则 表示 为 


F(z) = > falta). 
A 
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易 见 对 于 每 个 we A, 有 fla = fa. 此 直 和 的 行为 非常 像 正 则 和 ( 见 练习 (6.7). B 
如 ， 如 果 9: N > K, 则 对 每 个 a€ A, BA gfa: Ma >K, H 


9(®afa) = @a(Gfa)- 


6.7 命题 it (Ma)aca 是 模 的 指标 集 , ER, (fa)aea 是 同 态 fa : Ma 一 
N( 对 a € A) 的 指标 类 ， 则 存在 唯一 的 同 态 f : @4Ma 一 N( 一 定 有 f = Dafa) 使 


得 对 于 每 个 ae A 
OaM N 


F 


Ma 


可 交换 .因此 (DAMa, (ta)aca) 是 (Ma)aea 的 直 和 . 

证 明 注意 到 我 们 上 面 的 讨论 , 只 剩 下 唯一 性 的 问题 . 由 (3.1) 可 证 和 了 = 84 fa 
是 唯一 的 , 并 且 具 有 所 需要 的 性 质 . o 

关于 同 态 的 直 和 ， 我 们 现在 可 以 记录 一 个 简单 的 事实 ,假设 /= @4fa, 则 由 于 
fia = fa, 从 而 有 Imfa < Imf. 因此 ， 由 同 态 直 和 的 定义 立即 可 得 

6.8 命题 如 果 f= Dafa 是 同 态 fa: Ma > N 的 直 和 ， 则 


Imf = >》 Imfa. 口 
A 


假设 BC A, 则 易 证 te 在 OsMe 上 的 限制 是 到 直 和 @aMa 的 单 同 态 ， 类 似 
Hh, te 在 @aMa 上 的 限制 是 到 直 和 OM 上 的 满 同 态 . 我 们 保留 记 法 ， 用 wp 和 
TB 表示 这 些 限制 。 从 (6.3) 我 们 可 以 推断 

6.9 命题 设 (Ma)oea 是 模 的 指标 集 ,4 是 不 交 并 A = BUC, 则 

(1) mate = Il, Mai 

(2) B4Ma = .p(BB Mp) © to(®cMy); 


(3) 0 一 @pMp—2+ @4Ma E> @c My 一 > 0 是 可 分 正 合 的 . 口 
内 直 和 


设 Mi, Ma 是 模 M 的 子 模 ,ii : Mi 一 M Alin: Ma 一 M 是 它们 的 包含 映射 . 
SU ( 见 $ 5)M 是 Mi 和 Mz 的 内 直 和 当 且 仅 当 在 我 们 目前 的 术语 中 i Oiz 是 同 构 . 
借助 (6.6) 和 (6.7) 这 等 价 于 (M, (i1, i2)) 是 (Mi, M2) 的 直 和 |. 

更 一 般 地 ， 假 设 (Ma)oca ER M 的 子 模 的 指标 集 ， 设 


ig: Ma > M (a€ A) 
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是 对 应 的 包含 映射 .推广 $ 5 中 的 定义 ， 我 们 说 M 是 它 的 子 模 (M。)aea 的 (ADE 
和 ， 如 果 直 和 映射 
i=@aig: GaMa > M 

是 同 构 .这 个 条 件 成 立 ， 即 i 是 同 构 当 且 仅 当 每 个 re M 作为 和 都 有 唯一 的 表示 

z= Date (对 几乎 所 有 aC hza € Ma BR). 
关于 这 个 和 号 ， 由 于 i 是 R- 同 态 ， 从 而 我 们 有 

Latat Data = Palta tya) A r(A Ta) = Darra. 

如 果 f : M 一 入 是 同 态 ， 则 由 于 每 个 Dy zo 恰 是 M 中 的 有 限 和 ， 从 而 有 


f(D ta) = YF (xa). 
A A 


也 就 是 说 ， 如 果 M 是 (Ma)aea 的 内 直 和 ， 则 我 们 可 以 “ 按 坐标 ”来 研究 M. 
现在 我 们 有 “ 直 和 ”的 三 个 概念 抽象 直 和 (= 上 积 ) ， 模 的 指标 集 的 外 直 和 ， 
以 及 子 模 的 内 直 和 .我 们 假设 它们 之 间 的 区 别 是 相当 清楚 的 . ( 见 练习 ， 尤 其 是 练 
习 (6.4)). 
设 (Ma)aca 是 M 的 子 模 的 指标 集 ， 其 中 包含 映射 是 (ia)aea. 由 (6.8) 我 们 有 


Im(®aia) = > Im ia = > Mo. 
A A 


因此 无 论 (ia)aea 是 否 为 满 同 态 , 如 果 直 和 映射 ;= © tn 是 单 同 态 , 则 子 模 D4 Ma 
是 它 的 子 模 (Ma)aea 的 内 直 和 .至 于 两 个 子 模 (8 5) 的 情形 ， 我 们 可 以 在 子 模 格 
7(M) 中 刻画 ， 我 们 说 (Ma)ae4 是 无 关 的 ， 如 果 对 于 每 个 ae 4 ,有 


MaN (J Me) = 0. 
Ba 
显然 这 与 我 们 以 前 关于 两 个 子 模 无 关 的 定义 一 致 ， 当然 ， 可 能 有 这 种 情况 ， 即 
(Ma)aea 不 是 无 关 的 ， 但 其 中 两 两 元 素 却 是 无 关 的 . 
6.10 命题 (Ma)aca ER M 的 子 模 的 指标 集 ， 其 中 包含 映射 是 (ia)aeA， 
则 下 列 条 件 等 价 : 
(a) Za Ma 是 (Ma)aca 的 内 直 和 ; 
(b) t= Paia : ®AMa 一 M 是 单 同 态 ; 
(c) (Ma)aca 是 无 关 的 ; 
(d) 对 于 每 个 有 限 子 集 F C A, (Ma)aer 是 无 关 的 ; 
(e) 对 于 每 对 B,C C A, 如 果 BNC =ø, 则 


(> Majn(》 Mr)=0. 
B Cc 
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证 明 这 些 条 件 中 的 每 个 显然 都 等 价 于 0 有 唯一 的 表示 0 = Dy Ta PERT 
几乎 所 有 的 a € A, za € Ma 是 零 . 

6.11 推论 模 M 是 它 的 子 模 (Ma)aea HABA AIR (Ma)aca nax 
的 , 且 生 成 M. 

如 果 M 的 子 模 (Ma)aca 是 无 关 的 ， 我 们 就 说 和 Za Ma 是 直 和 ， 上 且 记 为 


JO Ma = @aMa. 
A 


我 们 也 可 以 把 它 看 作 Da Ma 的 直 和 分 解 . 像 往 常 一 样 ， 我 们 将 有 记 法 和 术语 的 或 
多 或 少 的 自我 说 明 性 变化 . 

(Ma)aca 的 外 直 和 是 象 (iaM。)ae4 的 内 直 和 ， 但 不 是 (M。)aea 的 内 直 和 . 从 
而 符号 @ 服务 于 两 个 不 同 的 但 却 相关 的 事物 ， 只 有 在 少数 情况 下 这 么 做 可 能 引起 
迷惑 ， 此 时 我 们 可 以 用 

@AMa 
表示 外 直 和 或 者 在 有 限 的 情况 下 以 
M1- - -Mn RR. 
6.12 命题 Üt (Mi1,…, Mn) 是 模 的 有 限 序列 ， 则 
Mı x ++ x Mn = M1®---®Mp = (Mi) ®© tn(Mn). o 


6.13 例子 

例 (1) 设 V 是 域 K 上 的 向 量 空间 , 且 (za)aea JE Y 中 的 指标 集 , 则 (za)aea 
生成 V 当 且 仅 当 V = 4 Kza. (za)ae4 是 向 基 无 关 集 当 且 仅 当 V 的 循环 子 模 的 
指标 集 (Kza)aea 是 无 关 的 . 从 而 V 是 内 直 和 


V=} Kra = @AKzZa 
A 


AK (ca)aca 是 站 的 基 . 
例 (2) 考虑 Abel 群 Zao( 见 (6.5)). 它 有 子 群 15Zao,10Zao, 6Zao, ta, ia, is 是 

对 应 的 包含 映射 ， 由 (6.7) 得 ， 直 和 i= Gis is 是 同 态 

i : (15Z39) @ (10Z30) © (6Z30) 一 Zso- 
现在 有 

Im i = 15Z39 + 10Z30 + 6Z30 = Za0, 
因此 ; 是 满 同 态 . 由 基数 可 推断 i 是 同 构 , 从 而 Zao 是 它 的 子 模 (15230, 10Z30, 6Z30) 
的 内 直 和 ， 注 意 这 些 模 分 别 与 Zz,Za,Zs 同 构 .因此 

Zao = (15Zao) © (10Zao) @ (6Z30) 

S Z2 的 Za 由 Zs = Z2 x Za x Zs. 


§ 6. 模 的 直 和 与 直 积 83 - 


无 关 性 的 性 质 


除了 (6.10) 中 给 出 的 刻画 外 ， 还 存在 无 关 性 的 三 个 其 它 特别 重要 的 性 质 . 第 一 
个 性 质 是 下 面 熟 悉 事实 的 推广 : 

向 基 空 间 的 有 序 向 基 集 是 无 关 的 当 且 仅 当 没有 一 个 向 基 可 以 由 它 前 面 的 向 量 
表示 出 来 . 

6.14 命题 M 的 子 模 序列 My, M2,… 是 无 关 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 n> 1, 都 有 


(My +--+ + Mn) N Mny =0. 


证 明 (=) 见 (6.10.e). (=) MR zi € Mi, H zi + +HEny = 0, M Enyi € (Mi 
十 … 十 Mn)nMntHl 口 

下 面 的 结果 是 无 关子 模 的 子 模 无 关 集 形成 了 一 个 子 模 无 关 集 这 一 简单 事实 的 
正式 陈述 . 

6.15 命题 设 (Me)eee 是 模 M 的 无 关子 模 . 对 于 每 个 Be B, 设 (Lap)apean 是 
Mo 的 子 模 的 指标 类 . 设 4 是 不 交 并 A = Up Ag. 如 果 对 于 每 个 B EB, (Lap)apeap 
是 无 关 的 ， 则 (La)aea 是 无 关 的 . 

证 明 假设 存在 有 限 集 a1,…,an € 4 和 Ti E Lai 使 得 


我 们 可 以 假设 存在 上 和 6 使 得 o,…,Qak E Ag,akt1,…,an ¢ Ap. 由 (Mp)pes 的 
无 关 性 可 推出 
zl 十 … 十 ZK 一 0 一 Zk+HI 十 .… 十 Zn 

由 (Zap)japeeas 的 无 关 性 可 推出 z1 = … = zk = 0, 等 等 . 口 

关于 内 直 和 ， 我 们 有 下 面 非常 有 用 的 推论 . 

6.16 推论 XM = Sy Ma, MEET 2EB, MR Ms = Z4, Lop; HA 是 不 
交 并 4 = UpAs, W 

M = @4La HHN“ M = @BMp, Me = @aglop (B E B). 

WEBA (<). 由 (6.15) 可 得 . (=). 由 (6.10.e) 可 得 . 口 

我 们 在 无 关 性 上 的 最 后 结果 十 分 重要 , 即 关于 子 模 的 “本 质变 化 " 无 关 性 不 变 . 

6.17 命题 假设 (La)aca 是 M 的 无 关子 模 集 ， 如 果 (Ma)aea 是 M 的 子 模 集 
使 得 对 于 每 个 € A, 有 La SMa, 则 

(1) (Ma)aea 是 无 关 的 ; 

(2) DALa 4 BaMa. 

证 明 假设 L 和 Lz 是 M 的 无 关子 集 , E Li <M, L< Ma, W 


(L1 N Mg) N Lz = L1 N L2 = 0. 
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R, H Le < Mo, 我 们 有 LNM =0. 但 
(M,N M2) NL, S LN M2 =0. 


因此 ,由 Li <M, A MN M: = 0, BP (Mi, M2) 是 M 的 子 模 无 关 集 . MEH, 由 
(5.20.2) RITE Li © L2 I Mi @ Mo. WRIT F = {Ql…,an} C A, (1) Al (2) È 
立 ， 则 对 于 任意 anyi € A\ F, Al 


ntl 
DL Mi = (Ph, Mot) + Mansi 


i+l 
aM, H 
Oph La, 4 OH Ma- 
于 是 ， 可 归纳 证 明 对 于 FCA 的 每 个 有 限 子 集 ， (1) 和 (2) 是 成 立 的 . 再 (6.10.d) 


知 (Ma)aea 是 无 关 的 . MIO #1 e @4Ma, WEARER FCA WHOA rE 
FMa. At, th Orla I@rMa, 据 (5.19) 知 存在 re R 使 得 


OF rz € Orla 4 BaLa, 
所 以 ，@aLa 4BAMa. o 
KF DAS 
假设 M 有 (内 ) 直 和 分 解 M = @4Ma, 则 ( 见 (6.16)) 对 于 每 个 we A, 有 


M = Mae(》 Mp), 
有 za 


因此 据 (5.6) 和 (5.7) 知 存在 唯一 的 每 等 元 ca € End(RM), 使 得 


Ma = Im ea，》 Mp = Ker ea. 
Ba 
我 们 称 (ea)aea 为 关于 分 解 M = DAM HRS , ， 而 且 对 于 每 个 we A, 称 eo 为 
此 分 解 中 关于 Ma 的 宕 等 元 . 
6.18 命题 设 (Ma)aca 是 模 M 的 子 模 ， 则 M = @4Ma 当 且 仅 当 存在 (一 定 
唯一 )M 的 寡 等 自 同 态 的 指标 集 (ea)aea, 使 得 对 于 所 有 的 we A, 有 


Ma = Im ec， 》 Mp = Ker ea. 
Bta 
FE, 如果 上 述 M 的 守 等 自 同 态 存在 ， 则 ea 是 分 解 M =94Ma 中 关于 Ma HE 
等 元 . 
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证 明 只 需 证 明 充 分 性 . 假设 (ea)aea 满足 所 陈述 的 条 件 ， 则 由 (5.6) 知 对 于 
每 个 a © A, 都 有 Im ea Ker ea = 0, 从 而 (M。)aea 是 无 关 的 . 再 由 (5.6) 得 
Im ea + Ker ea = M, 显然 (Ma)aea 生成 M. 最 后 的 论断 可 由 (5.7) rae 
H. 

称 R 的 短 等 元 集 (ea)aca 是 正 交 的 ， 如 果 此 集中 的 每 对 元 素 都 是 正 交 的 ， F 


Cala = bapea (a, B € A). 


6.19 推论 关于 分 解 M = @4Ma HEFT (ea)aea 是 正 交 的 ， 并 且 ， 如 果 
ZE M, 则 对 于 几乎 所 有 的 a € A, 都 有 ce. = 0, H. 


t=) zea. 
A 
证 明 mE a # B, WW Mp CD zaMn = Ker ea, 从 而 Megea = Mpea = 0. 
另外 , BS r= Data, 其 中 对 于 几乎 所 有 的 a € A, ra e Ma = Mea ER, WIF 
所 有 的 BEA, RNA 
reg = D raeg = Teg = Tp. a 
A 
称 环 R 的 乱 等 元 的 有 限 正 交 集 e1,… ,en 是 完全 集 ， 如 果 
@+:.…+en=1lE€R,. 


从 下 面 的 推论 我 们 知道 模 的 有 限 直 和 分 解 和 它 的 自 同 态 环 中 的 正 交 短 等 元 的 完 
集 之 间 存 在 1 — 1 对 应 . 
6.20 推论 设 Mi,…, Mn 是 M 的 子 模 ， 则 


M= Mi@:……®@Mn 
当 且 仅 当 存 在 (一 定 唯一 ) End(rM) 中 的 正 交 短 等 元 的 完全 集 e1,…, en, 使 得 
Mi = Me; (i=1,.…,n). 


证 明 (=). 设 e1,…,en 是 关于 分 解 M = Mi @…@ M, EBT. 由 (6.19) 
知 它们 是 正 交 的 ， 且 1w = el +… 十 en, 这 是 因为 


ia yea tates (z € M). 


i=l 
(=). 如 果 e1,…, en 满足 条 件 ， 则 对 于 每 个 ze M, 有 


T= z(e, +--+ en) = Tei +++ Ten, 
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因此 ,显然 有 Mi = Imei 和 二 jxi Mj = Ker ei. 再 应 用 (6.18) 即 可 . 口 
直 和 的 刻画 


上 述 几 个 结果 给 我 们 提供 了 抽象 直 和 的 有 价值 的 刻画 . 当 我 们 开始 学 习 加 法 函 
子 时 ， 它 的 真正 价值 将 明显 化 . 

6.21 命题 (Ma)aca 是 模 的 指标 集 ,M 是 模 ， 对 于 每 个 a € A, 设 ja: 
Ma 一 M 是 同 态 , W (M, (ja)aea) 是 (Ma)aea 的 直 和 当 且 仅 当 存在 (一 定 唯一 ) 同 
态 da : M > Mala € A), 对 于 所 有 的 a,8 © A 和 所 有 的 ze M 满足 

(i) gpja = 5ag1Ma3 

(ii) 对 于 几乎 所 有 的 a € A, 有 galz) = 0; 

Gii) E4 jagalz) = z. 
而 且 , 如 果 (M, (ja)ae4) 是 (Ma)aca 的 直 和 , H fa: Ma >N (we A) 是 同 态 , W 


fia DY fada(e) (z €M) 
A 


是 唯一 的 同 态 f: M > N, 使 得 fa = fja (a € A). 

证 明 (=>). 假设 (M, Ga)aca) 是 (Ma)aca 的 直 和 ， 则 由 ((6.6) 和 (6.7)) 知 直 
和 映射 j= Daja : @4Ma 一 M 是 同 构 ， 设 sa 和 ra 是 关于 外 直 和 @4Mau 的 通常 
的 坐标 映射 ， 对 于 每 个 cs A, 设 

ga = Taj~': M > Ma, 
则 由 于 对 于 每 个 a e A, 有 ja = jio, 从 而 易 见 go 满足 (i) 和 (Gi). 现在 对 于 每 个 
zeM,# 
z = jj (2) = jE 4 taūaj~}(2)) 
= Dajiaraj (2) = DA jaqa(7). 

由 (6.8) 得 M = E4 Im ja, 因此 据 (i) 和 (3.1) 知 qa 是 唯一 的 . 

(=). 如 果 (qa)aea 满足 三 个 条 件 ,fo : Ma 一 N (a € A), 则 我 们 由 


f(z) = Dfoqalr) (£ €M) 
A 


Mf: M 一 N. 于 是 对 于 所 有 的 es 4 和 所 有 的 ra € Ma, 有 
Fiala) = D> Jaqe(ja(za)) = falta)- 


BEA 


而 且 ， 如 果 9 : M 一 N, 且 对 于 每 个 a € A, gja = fo, 则 对 于 所 有 的 ze M, 有 
g(z) =9(> Jaqa(z)) = 》 faga(2) = f(a). 口 
A A 
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对 于 有 限 直 和 的 情形 ， 这 个 重要 刻画 给 出 了 一 个 特别 好 的 形式 . 

6.22 推论 设 (Mi,…, Mn) 是 模 的 有 限 序列 ， Fj: Mi > M (i = 1,…,n) 
是 同 态 ， 则 (M, ( 坟 ,…, 训 )) 是 (Ms, Mn) 的 直 和 当 且 仅 当 存在 同 态 qi: M 一 
Mi (i = 1,…,n) 使 得 对 丁 所 有 的 1< 记 k <n, € 


n 
dji = Sela, 》 jiti =1m. o 


i=l 


函数 的 积 与 和 


6.23 BE (Ma)aca 是 模 的 指标 集 ,(M, (pa)aea) 是 (Ma)aea 的 积 ， 则 由 (6.4) 
和 (6.1) 知 存在 唯一 的 同 构 p: [Ia Ma 一 M 使 得 pap = ra 人 ra 是 TI。 Ma 的 a- 坐 
标 映 射 ). 对 于 每 个 a © A, 定义 ia =P ia : Ma 一 M, 则 对 于 每 个 a,8 © A, 有 


Pais = pa(plp) = (Pap)is = Tats = fagl Mp- 
据 (5.1) 我 们 可 推断 映射 


ia : Ma > M Ñl pa : M > Ma 
分 别 是 可 分 单 同 态 和 可 分 满 同 态 ， 且 


M = (Im ia) ® (Ker pa). 


同 态 (ie)es4 和 (pa)aea 分 别 是 积 (M, (pa)aea) 的 内 射 和 投射 如 果 N 是 模 ， 
fa: N > Ma (a € A) 是 同 态 ， 则 由 定义 知 存在 唯一 的 f: N 一 M 使 得 paf = 
Ja (a € A). 推广 我 们 较 早 的 定义 , 称 f 是 相对 于 投射 (pa)ae 4 的 (fa)aea 的 直 积 . A 
用 (6.2) 和 pa = tap), 我 们 有 


Kerf = NAKerfo. 


6.24 对偶 地 ， 设 (M, (ja)cea) 是 (Ma)aca HWER, (qa)aea 是 由 (6.21) 保 
证 的 同 态 ， 则 由 于 goja = 5aelw。, 我 们 从 (5.1) 可 推断 
ja : Ma >M Ñl qa : M > Ma 
分 别 是 可 分 单 同 态 和 可 分 满 同 态 ， 


M = (Im ja) © (Ker qa). 


我 们 称 (je)cea 和 (gajce4 分 别 是 直 和 (M,(ja)aca) 的 内 射 和 投射 假设 fa: 
Ma 一 NN (a € A) 是 同 态 则 满足 fja = fa (as A) 的 唯一 的 了: M 一 N 称 为 相 
对 于 内 射 (/a)ce4 的 (Ja)ce4 的 直 和 . 借助 (6.8), 的 刻画 (6.21) 给 出 


Imf = Im fa. 
A 
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6.25 存在 另外 一 个 有 用 的 变化 . 设 (M4)aea 是 由 A 加 标的 模 的 指标 集 ， 对 
于 每 个 ae 4, 设 
fa? Ma > Mh. 
如 果 (P, (Pa)aca) 和 (P’, (Pa)aca) 分 别 是 Ma 和 Ma 的 积 , 则 易 见 存在 唯一 的 同 态 
了 一 P'( 表 示 为 [I4 fa) 使 得 


Pa([ | fa) = fapa (a € A). 
A 
对 偶 地 ， 如 果 (S, (ja)oea) 和 (5", (入 )aea) 是 直 和 ， 则 存在 唯一 的 同 态 S > 3'( 表 


RH Dafa) 使 得 
(®afa)ja = jafa (a € A) 


[fa p ae) eee 
al h ?| [a 
Mf M, Mi 一 M, 


最 后 ， 关 于 笛 卡 儿 积 和 外 直 和 ， 易 证 对 于 上 述 这 些 映 射 的 任 一 个 ， 都 有 


(Xa)aca +> (fa(a))aeas 


而 且 易 证 
Im] fa) = [J imf Kerf] fa) = T] Kerfa 
A A A A 


和 
Im(@afa) = Galmfa, Ker(®afa) = DAKer fa. 


(注意 在 “抽象 ” 直 积 和 “抽象 ” 直 和 中 ， 最 后 的 陈述 没有 意义 ， 当然 ， 它 有 清楚 的 
解释 . ) 


练 习 6 


1， 设 (Ma)aea 是 模 的 指标 集 , M 是 模 , H ja: Ma 一 M 和 pa: M 一 Ma (a € A) 是 同 态 . 
(1) E (M, (pa)aca) 是 (Ma)aca 的 直 积 , Ga)aca ane: WEH : (M,(ja)aca) 是 
(Ma)aea 的 直 和 当 且 仅 当 A 是 有 限 的 - 

(2) 假定 (M, (jo)ae4) 是 (Ma)aca 的 直 和 , (pe)aea 是 投射 . 证 明 : (M, (pa)aea) 是 
(Ma)aea 的 直 积 当 且 仅 当 A 是 有 限 的 . 

， 2. 设 (Ma)aca 是 模 的 指标 集 ,Ke < Ma (a € A), HB ia : Ma/Ka 一 (@AMa)/(@BAKa) 
和 pa : (Ta Ma)/(TIaKa) + Ma /Ko 是 典范 映射 证明: 
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g 


(1) (@aMa/ BA Ka, (ia)aca) 是 (Ma/Ka)aca 的 直 和 . 
(2) (La Ma/ Tla Ka: (Pa)aca) 是 (Ma/Ka)aca 的 直 积 . 
设 (Ma)aea 是 左 R- 模 的 指标 集 ,了 是 R 的 左 理想 证明: 


I(®aMe) = BafMae，(@aMaj/I(BaMa) ¥ PAMa/IMa. 


设 (Ma)aea 是 模 的 指标 集 . 

(1) 对 于 每 个 a € A, BE ja : Ma 一 M 是 单 同 态 . WEH: (M, (ja)aea) 是 (Ma)aca 的 让 
和 当 且 仅 当 M ER (Im je)eea HAHA. 

(2) 另 一 方面 ， 假 设 每 个 Ma 都 是 M PR, UERY ia: Ma 一 M. 证 明 : M 是 
(Ma)aea 的 内 直 和 当 且 仅 当 (M, (ia)aea) EAM. 求证 ， 可 能 M 同 构 于 外 直 和 BaMa 
但 不 同 构 于 (Ma)asa 的 内 直 和 . 

假设 M 有 分 解 M = BAMa. 证 明 ， 如 果 S: M 一 N 是 同 构 ， 则 N = oaf (Ma). 


6. Bo: RS 是 坏 同 态 ，M 是 左 3 - 模 , M 有 分 解 M = @aMa. 证 明 关于 由 9 诱导 的 


13. 


14. 


15. 


16. 


R- WH , M 也 是 它 的 子 模 (Ma)aea 的 内 直 和 . 

B fa : Ma > M All ga : Ma > M 是 同 态 (a € A), f = Dafa M g = Orga 是 它们 的 直 
Al, Hth: M — N. 证明: +g =@alfat Ga) 和 hf = @A(hfa). 

证 明 : Q/Z = BpZp=. 

设 R 是 交换 整 城 | (Ma)aca 是 R - 模 的 指标 集 ， 证明， 每 个 Ma 都 是 可 除 的 (无 扭 的 ) 当 
HAL [J4 Mao(@AMa) 是 可 除 的 (无 扭 的 ). [提示 见 练习 (3.14) 和 (3.15).] 

设 M 是 无 扭 Abel 群 (练习 (3.14)). WER: 存在 单 同 态 f: M 一 Q™ .提示 , 如 果 0 A 2 E M, 
则 存在 同 态 fe: M 一 Q 使 得 f(z) #0. (练习 (5.19))-] 


(1) HEM: 28/2 不 能 嵌入 积 Z4 H. BER: 设 re ZN 对 于 每 个 n EN 满足 rn(z) = 2". 


它 在 ZN/ZN 中 的 象 整除 2 的 每 个 短 . | 

(2) 证 明 ， 自 然 单 周 态 0 一 2) 一 ZN 不 可 分 . 

设 Mi, M2,… 是 M 的 子 模 的 无 关 序列 . 求证， 可 能 每 个 和 OT, Mi 是 M 的 直 和 项 ， 但 
Erci Mn = Oma Mn 不 是 M 的 直 和 项 .| 提示 练习 (6.11).] 

Mi < Ma < … 是 M 的 子 模 链 ， 其 中 每 个 Mn 都 是 M 的 直 和 项 证明， 存在 M 的 
直 和 项 的 序列 Mi, M5,… 使 得 Mn = Mi © M3 @… @ My (n = 1,2,…). 提示， 见 练习 
(5.4.2).] 

设 是 M 的 非 零 子 模 集 ， 且 N < M. 

(1) 证 明 : 存在 X 中 的 指标 集 (Ka)aea 关于 N + 并 A Ka = N @(@AKa) BK. [HAR 
对 无 关 指标 集 (Ka)aca, 其 中 Nm (Za Ka) = 0, 应 用 极 大 值 原理 .] 

(2) 特别 地 ， 如 果 M = BAKu, 则 存在 子 集 BC A 关于 Nn (@Ks) = 0 极 大 . 求证， R 
管 N 是 M HAAG, BA N+E pKa 不 一 定 是 M 的 直 和 项 ， | 提示 ， 练习 (5.4.3):] 
设 RM 有 有 限 生成 集 ， 证 明 ，M 的 每 个 直 和 分 解 M = @a Ma, 至 多 有 有 限 多 个 非 零 项 . 
另 一 方面 ， 证 明 ， 项 的 个 数 不 一 定 是 有 界 的 、 

设 M 是 模 ,4 是 集合 ， 则 由 定义 得 


card(M™) < card(M“*) = (cardM)Ccora4)、 
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TT, 


18. 


19. 


20. 


证 明 : HM 40 
(1) 如 果 A 是 无 限 的 ,或 M 是 无 限 的 ， 则 card(M™) = (cardM) - (cardA). ER: 考虑 
由 M x A 的 有 限 子 集 构成 的 集合 ( 见 (0.10))]. 
(2) card(RN) = card(R™) (但 这 些 实 向 量 空间 不 同 构 ， 你 能 证 明 吗 ? ). 
设 M 是 左 R- 模 ，A 和 B 是 集合 . 映射 $: (M4)? 一 (M5)4 和 0:(M4)3 一 MA4xB 
由 
KESAN) = [f(a) 和 AO) = F(a, b) 
定义 证明， 
(D 少 和 6 都 是 左 R - 同 构 . 
(2) 6 在 (M4) 上 的 限制 是 到 (M( 引 )^ 的 单 同 态 . 
(3) (2) 的 限制 不 一 定 是 满 同 态 . 
BE (Ma)aea 是 M 的 子 模 的 指标 集 ， 称 它 是 上 无 关 的 ， 如 果 对 于 每 个 a € A, 有 Mat 
(Ngza Mg) = M. 这 便 产 生 了 和 内 直 和 概念 对 偶 的 概念 ， 实 际 上 ， 考 虑 按 坐标 定义 为 


Taf :TI+Mo 


的 同 态 f: M > T]4(M/Ma), 证 明 : 

(1) f 是 单 同 态 当 且 仅 当 Na Ma = 0. 

(2) 如 果 f 是 满 同 态 ， 则 (Ma)aea 是 上 无 关 的 . 提示， 对 于 每 个 ze M 和 ae 4 都 存 
在 zo 使 得 nef(za) = asz + Ma(B € A).) 

(3) 如 果 A 是 有 限 的 , (Ma)aea 是 上 无 关 的 ， 则 f 是 满 同 态 . 

BE (Ma)aea 是 模 的 指标 集 , M < II4 Ma. 称 M 是 (Ma)oca 的 亚 直 积 ， 如 果 对 于 每 个 
a €A, (malM) : M 一 Ma MEWE. 显然 [TIA Ma 和 DAMa 是 (Ma)aca 的 亚 直 积 、 
(1) 设 C(R) < Rs 是 一 切 函数 FRR (在 通常 的 术语 中 是 连续 的 ) 构成 的 R— 子 模 . 证 
明 ，C(R) 是 cardR 个 及 的 亚 直 积 ， 推 断 亚 直 积 不 一 定 包含 直 和 . 

(2) WE: WM 同 构 于 (Ma)oeA 的 亚 直 积 当 且 仅 当 存 在 满 同 态 fo: M 一 Ma 的 指标 类 
(falaca 使 得 NaKer fa = 0. 

(3) 证 明 : Z 同 构 于 (Zn)n>! 的 亚 直 积 . TE, 证明 : 如 果 4 是 N 的 无 限 子 集 (例如 ， 如 果 
A =P), W Z ABF (Zn)ne4a 的 亚 直 积 . 

(4) 证 明 ， 如 果 X CR BBL (Flim, MUR X = Q), W CR) FHF cardX 个 R iy 
LAR. (提示 见 (1) 和 (2)-] 

就 目的 而 言 ， 亚 直 积 的 概念 不 是 十 分 清晰 的 .甚至 类 似 于 练习 (6.19) 中 的 简单 例子 都 可 以 
使 我 们 清楚 可 用 大 量 不 同 的 方法 把 单 模 表示 为 亚 直 积 . 然而， 做 为 一 个 极端 情况 ， 我 们 说 非 
SRM 是 亚 直 不 可 约 的 ， 如 果 存 在 单 同 态 1 : MT], Ma 使 得 每 个 maf 都 是 满 同 态 ， 
则 至 少 有 一 个 maf 是 同 构 . 这 样 , 如果 M 是 亚 直 不 可 约 的 ， 则 只 要 它 同 构 于 一 些 模 的 亚 直 
积 ， 实 际 上 它 必 同 构 于 其 中 之 一 . 

(1) 证 明 ，RM 是 亚 直 不 可 约 的 当 且 仅 当 它 的 非 零 模 的 交 是 非 零 的 、 ( 见 练习 (6.19.2).) 
(2) 利用 极 大 值 原理 证 明 ， 如 果 OA r EM, WEET Ne < M 关于 性 质 dé Ns 是 极 大 
的 . 再 证 明 : M/N, 是 亚 直 不 可 约 的 . 

(3) HEA: 每 个 模 都 同 构 于 亚 直 不 可 约 模 的 亚 直 积 .、 [提示 NzzoNz = 0.) 
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21. t RM RRR. Q T = End(kM). AF 2. 形式 上 每 个 (za)aea E MO 都 可 看 作 
M 上 的 1 x A 行 有 限 矩阵 ， 如 果 [tas] ÆT 上 的 A 阶 行 有 限 矩 阵 ， 且 定义 为 


(za)aealftop]l = (> tatas)pea- 


acA 


(1) 证 明 ， 关 于 这 个 右 标量 乘法 ，M(4) 是 左 R- 右 RFMa(T) - 双 模 . 
(2) 证 明 ， 当 RM 是 平衡 模 时 ,(1) 中 的 双 模 是 平衡 的 - 
(3) 证 明 ， 
End(rR(®) © RFMa(R) 和 BiEnd(rRR®) = R. 
22， 设 m,ne NN. W Homr(RR™,r R®) 是 左 Mim(R) - 右 Min(R) - 双 模 ，( 见 (4.4) 和 练习 
(6.21).) 证 明 ， 存 在 双 模 同 构 


0 : Homr(RR™ x R™) — Minxn(R) 
使 得 [ra …,rn]8(7) = (rn rm). 
87. 环 的 分 解 


对 于 每 个 环 R, 都 存在 三 个 “正则 ” 模 RR, Re 和 RRR 而 且 每 个 都 有 它 自己 的 
分 解 理论 ， 前 面 几 节 的 讨论 给 了 我 们 关于 RR 和 Re 的 分 解 的 基本 信息 ， 实 际 上 ， 
正如 我 们 在 (4.11) 中 所 见 , ARR p 和 左 乘法 A 是 环 同 构 : 


p: R> End(rR), \:R-» End(Rp). 


从 而 ， 应 用 (5.8) 和 (5.6) 可 给 出 RR(RR) 的 直 和 项 的 刻画 . 
7.1 命题 环 RARE I JE RR 的 直 和 项 当 且 仅 当 存 在 等 等 元 ee R 


I= Re. 
而 且 ， 如 果 ee RRB, I 1 一 e IMR, Re 和 RO - e) 是 彼此 的 直 补 ， 即 
RR = Re ® R(1 — e). o 
并 不 是 RRR Re) 的 直 和 分 解 都 有 无 限 多 个 非 零 的 直 和 项 .假设 
R= @ala 


作为 左 理想 (1。)aea 的 直 和 是 RR 的 分 解 ， 且 (pa)aea 是 投射 映射 pa : R — Ia. 由 
(6.21) 得 ， 对 于 至 多 有 限 个 ae A, pall) #0. H 


Ia = Im pa = Rpa(1), 
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因此 对 于 至 多 有 限 多 个 a € A, la ~ 0. 应 该 注意 ， 出 现在 RR( 或 Re) 的 直 和 分 解 中 
的 非 零 项 数 可 能 无 限 (考虑 ZN). 注意 到 e1,e2,… ,en € R 是 两 两 正 交 的 吞 等 元 的 完 
全 集 当 且 仅 当 


ciej = Oye: (了 一 1 
1=el 十 … 十 en 


由 (6.20) 我 们 有 (7-1) 的 下 列 推 广 : 

7.2 命题 设 1,…, Th ER RR 的 左 理想 ， 则 下 列 命题 关于 左 R - 模 RR 是 等 
价 的 : 

(a) R= @.…@In; 

(b) 每 个 元 素 7 € 站 都 有 唯一 的 表达 式 


r=nt+--+ta, 


Hep rie i (i= 1,---,n). 
(c) 存在 (一 定 唯一 ) 环 RR 中 两 两 正 交 的 吞 等 元 的 完全 集 e1,… en, 使 得 


l= Re; (i =1,-+-,n). 


特别 要 注意 ， 如 果 e1,… ,en SER PROTEC, AWE (c), 则 对 于 每 个 re R, 
有 
r =f +-+ Ten. 
因此 在 唯一 的 表达 式 r= ri + Hrn 中 (r 是 (b) 中 所 陈述 的 ), 我 们 有 ri = re; (i = 
Len). 由 于 右 正则 模 Ra 的 分 解 也 有 类 似 于 (7.2) 的 一 个 结果 ， 从 而 我 们 有 
7.3 推论 如 果 e1,… ,en 是 环 R 中 两 两 正 交 的 徊 等 元 的 完全 集 ， 则 


RR= Re, @---@ Ren, 
Rr=eR®---OenR. 


我 们 知道 ， 称 宕 等 元 ee 已 是 本 原 的 ， 如 果 它 是 非 零 的 ， 而 且 不 能 表示 成 非 零 
的 正 交 短 等 元 之 和 。 = e +e". 称 R 左 ( 右 ) 理 想 是 本 原 的 ， 如 果 对 于 某 个 本 原 震 
等 元 ee R, CAA Re(eR) 的 形式 . 由 于 Re 的 自 同 态 环 同 构 于 eRe, 从 而 由 (5.10) 
和 (5.11) 我 们 有 

7.4 推 论 设 ee 已 是 非 零 蹇 等 元 ， 则 下 列 命题 等 价 : 

(a) e 是 本 原 寡 等 元 ; 

(b) Re 是 R 的 本 原 左 理想 ; 

(c) eR 是 R WARA ME, 
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(d) Re 是 RR 的 不 可 分 解 的 直 和 项 ; 

(€) eR Ra 的 不 可 分 解 的 直 和 项 ; 

(£) 环 eRe 只 有 一 个 非 零 的 竹 等 元 , 即 e. 口 

在 后 面 的 章节 中 ， 我 们 将 更 多 地 关注 模 的 “不 可 分 解 的 分 解 ”的 存在 性 和 性 质 
(例如 见 812)， 对 于 RR, 这 就 是 指 RR( 一 定 ) 是 有 限 多 个 本 原 左 理想 的 直 和 ， 或 由 
(7.2) 和 (7.4) 是 指 

7.5 推论 对 于 环 R, 左 正则 模 RR 是 本 原 左 理想 的 直 和 h @---OIn 当 且 仅 当 
存在 R 中 两 两 正 交 的 徊 等 元 的 完全 集 使 得 


I, = Rey (i=1, n). o 


当然 , (7.4) 和 (7.3) 表明 如 果 RR 有 不 可 分 解 的 分 解 ， 则 Ra 亦 然 . 对 于 R, 这 
样 的 分 解 的 存在 性 远离 平常 的 讨论 , 但 在 实际 中 我 们 遇 到 的 许多 环 都 有 不 可 分 解 的 
左 和 右 分 解 , ( 见 练习 (7.4)) 我 们 将 在 第 七 章 中 进一步 展开 讨论 . 

现在 假设 RR 有 作为 理想 直 和 的 分 解 ， 即 假设 


RR= Ri1@.……® Rn, 


其 中 每 个 R 都 是 尽 的 非 零 双 边 理想 据 (7.2) 知 存在 R 中 非 零 的 两 两 正 交 的 篆 等 
元 构成 的 唯一 集合 +++ un, 使 得 


1 = w+: + tn, 
Ri = Ru; (i=1,..,n). 
对 于 每 个 i, 由 于 uc Ri, H Ri 是 理想 ， 则 wR CR. Bit, WR ij WA 
uiRu CuRN Ru; C R; N Rj = 0. 
这 样 ， 对 于 每 个 re R, 有 


uir = (uir)(1) = uir(ur +-+: + Un) 
= tru; = (ur + +--+ un)ruy = ru. 


也 就 是 说 ， 每 个 u MERLE, FE 
Ri = Ru; =u R = Rui 


都 是 环 ， 其 中 单位 元 为 ui. RZ, 如 果 uun 是 R PARRA SHY ES 
集 ， 且 满足 1 = tw 十 … 十 un, 则 显然 每 个 


Ri = Ru; (i=1,.…,n). 
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都 是 RHEE, HAA 
RR= R; ®---@ Rn- 


注意 ,这 也 是 R 作为 右 模 Re 和 作为 双 模 RER 的 分 解 . 当 R 有 这 样 的 分 解 时 ,我 
们 称 已 是 理想 Rio, Rn REA, HR, Ra D RREAN, BH 


R= Rit.…+Rn. 


我 们 也 说 这 是 R 的 环 分 解 . 
现在 假设 R 是 理想 R1,…, Rn 的 环 直 和 , E un, ++, tn 是 相伴 的 中 心 宕 等 元 ， 
则 易 证 由 


re (ru ,TUun) (rE R) 


定义 的 映射 是 中 到 环 RL,…, Rn 的 篆 卡 儿 积 Ri x … x Rn 上 的 环 同 构 ， 反 之 , 如 
FER, Rn 是 环 的 有 限 序列 ， 且 iesin 是 这 些 环 到 积 Ri x … x Rn 内 的 典范 
内 射 ， 则 易 证 

Ry x x Rn = u (Ri)+ :Tin(Rn). 


当然 , 此 分 解 在 Ri xx Ra ALR RESCH LE u (11), +++ ,in(1n), 即 环 Ra, +++, Rn 
的 单位 元 的 自然 象 ， 概 括 起 来 我 们 有 

7.6 命题 UL Ri Rn 是 忆 的 非 零 双边 理想 ， 则 下 列 命题 等 价 : 

(a) R= Rit+---+Ra; 

(b) RR = Ri ©---@ Rn; 

(c) 作为 Abel #, 已 是 Ris, Rn 的 直 和 ; 

(d) 存在 两 两 正 交 的 中 心 竺 等 元 w1,…, Un E€ RWI 1 =u +++ + un, 


Ri = Ru; (i= 1,.…,n). 口 


我 们 应 用 术语 “ 环 ” 直 和 可 能 会 与 范畴 理论 的 术语 相 冲突 ， 实 际 上 在 环 的 范畴 
中 没有 直 和 (= EE) ( 见 练习 (7.18).). 庆幸 的 是 在 一 般 范畴 理论 中 普遍 应 用 的 术语 
是 “上 积 *， 因 此 我 们 应 该 承认 历史 先例 ， 并 且 时 常 希望 在 模 分 解 的 上 下 文中 不 顾 
这 个 细微 的 冲突 来 看 待 此 概念 . 

称 环 RR 是 木 可 分 解 的 ， 如 果 它 没 有 多 于 一 项 的 环 分 解 . 

7.7 推论 环 已 是 不 可 分 解 环 当 且 仅 当 1 R PARER PORET. 

证 明 由 (7.6), 充分 性 是 显然 的 . RZ, ME u ARRAS, 则 1 一 
Al 都 是 正 交 的 中 心 堵 等 元 ， 因 此 据 (7.6) 知 如 果 是 不 可 分 解 的 ， 则 有 1- u= 
0,u=1.. 口 

一 般 地 ， 环 不 一 定 有 到 不 可 分 解 环 的 环 分 解 ( 见 练习 (7.8).). 然而 如果 这 样 的 
分 解 存在 ， 则 在 很 强 的 意义 下 它 是 唯一 的 . 
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7.8 命题 B R= Ri- -+R 是 下 的 环 分 解 ， 其 中 每 个 Ri,…, Rn 作为 环 都 
是 不 可 分 解 的 . 设 册 1,… un 是 此 分 解 的 中 心 攻 等 元 . 如 果 R= 51 十 … 十 sm Se RY 
环 分 解 , v1,… ,vm 是 相伴 的 中 心智 等 元 , 则 存在 {1,…,n} 的 一 个 分 类 41,…, Am 
使 得 


w=} (i=1,.,m). 
Ai 


因此 ， 特 别 地 有 
有 = 十 4 忆 GEL 


证 明 对 于 每 个 i 和 j, 易 见 viu; 是 Ri PREC, Weh (7.7) 得 或 者 
viuj =0 或 者 viuj = uj. > 


Ac = {j | vw = w}. 


HAF 015+ ++, Um 是 正 交 的 , 从 而 41,…, Am 是 两 两 不 相交 的 , 而 且 又 1 = vt Hum, 
于 是 有 A U.…U Am = {1,…,n}. 最 后 ， 由 1 = 十 … 十 tn, 可 得 vi = u 
十 Viun = La uj. o 

EERROR ETER A ACR, 而 且 上 述 证 明 的 最 后 结果 实际 上 是 布 
尔 代数 的 一 个 命题 的 特殊 情形 ( 见 练习 (7.7) 

存在 一 个 重要 的 环 类 ， 它 有 作为 不 可 分 解 环 的 直 和 分 解 . 所 谓 不 可 分 解 环 R, 
就 是 模 RR 有 作为 本 原 左 理想 的 直 和 分 解 ， 实际 上 ， 对 于 这 样 的 环 R, 存在 一 个 有 
价值 的 方法 ， 此 方法 可 以 从 RR 的 任意 (可 能 有 许多 ) 左 分 解 中 确定 RY (一 定 唯一 ) 
不 可 分 解 环 的 分 解 . 这 样 ， 如 果 RR 有 作为 本 原 左 理想 直 和 的 分 解 ， 则 据 (7.5) 知 
在 有 中 两 两 正 交 的 本 原告 等 元 的 完全 集 e1,… en. 令 


E=f{e,.…,en}. 


我 们 在 上 定义 一 个 关系 ~: 
称 ei ~ ej, 如 果 存在 1< 上 < n 使 得 


ekRei #0, erRe; #0. 


易 见 ，~~ 是 妃 上 自 反 和 对 称 关系 ， 将 ~ 扩展 ， 可 以 得 到 巨 上 的 一 个 等 价 关系 ~: 
FE ei m ej, 如 果 存 在 {1,…,n} 中 的 序列 和 ie 使 得 


ei ~ ein ~i ~ eit ~ ej. 


注意 ， 如 果 uc RESP ORB, H ue; #0, 则 uei 和 (1 -uje IESE 
元 ,ei = uei + (1 — u)ei, H ei 是 本 原 的 ， 因 此 ue; = ei. 从 而 如 果 eier € EE 
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egRei # 0 和 uei # 0, Wj ver Rei = ek Rue; = ek Rei #0, OF uex = ek. 照 此 论证 可 
知 ， 如 果 e; ~ ej, 那么 ue: 40 当 目 仅 当 ue; #0. 如 果 ei ~ ez, W 
ue: #0 当 且 仅 当 ue; = 0. 
令 Ero Em 是 E W = SGA. 对 于 每 个 i=1,…,m, 设 


Ui =P= 


是 类 Ei FHRS ej 的 和 ， 则 (练习 (7.5)) 每 个 ui 都 是 R HERRY, 而 且 
集合 1,… ,um 是 两 两 正 交 的 ， 1 = ua 十 … + tm. 这 些 短 等 元 u, Um BOW R 
的 REST, I uiRui,…,umRum RE RER RR. 作为 下 面 结果 的 一 个 
推论 ， 这 些 块 智 等 元 和 它们 的 块 与 本 原告 等 元 已 无关. 

7.9 块 分 解 定理 设 R 是 环 ， 它 的 单位 元 可 写成 和 


工 = el 十 …' 十 en， 


其 中 e1,…, en 是 两 两 正 交 的 本 原 短 等 元 . BE un, ++, tm HER TH E = {eren} 
决定 的 块 赛 等 元 ， 则 w1,… Um 是 两 两 正 交 的 中 心 宕 等 元 ， 


l= tetum. 
而 且 ， 每 个 块 ui Rui (i = 1,…,m) 是 不 可 分 解 环 ， A 
R= (u Ru)+--++(um Rum) 


是 到 不 可 分 解 环 R H (一 定 唯一 ) 分 解 . 
证 明 正如 上 面 的 说 明 , u, sum 是 两 两 正 交 的 ， 上 且 1 = u 十 … 十 um. 如 

X ij Wh ~ 的 定义 方式 得 uiRu; = 0. 因此 对 于 每 个 r e R, 我 们 有 ur F 
Uir(ui +-+ + Um) = uru; = (十 … 十 um)ru = rui, 即 每 个 ui 都 是 中 心 的 ， 为 了 
完成 证 明 我 们 需要 证 明 wi 是 wiRui 的 唯一 的 非 零 中 心 赛 等 元 ,相反 地 ， 如 果 存 在 
非 零 的 中 心 矫 等 元 v€ uiRui E v A u, W w = u o A v eR PEER H 
DORSE, HWE 

V= Vti, W= W. 
从 而 ， 如 果 Ei 是 u 在 {e1,…,em} 内 的 类 ， 则 一 定 存在 ej,ek € By 使 得 

ve; #0, wek #0. 
由 于 ej 和 ex 是 本 原 的 ， 从 而 这 就 意味 着 有 


ve; = €j, Vek = ek- 
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由 vw = 0 可 推断 出 


ve; #0, wek = 0. 


正如 我 们 在 先前 定理 的 讨论 中 所 见 ， 这 与 e; ~ ex 矛盾 . 口 
环 的 分 解 理论 和 它 的 左 正则 模 RR 的 分 解 理论 以 及 它 的 右 正则 模 Re 的 分 
PALOMA EN TEATS TCH MB. HP ARE Soc, AT R 的 
直 和 项 产生 了 RR 的 商 环 的 直 和 项 .特别 地 ,我们 有 
7.10 命题 RI BH R 的 真理 想 . WMR ec RÈ RM (PL) RET, W e+I 
是 商 环 R/T 的 (中 心 ) ARI, MAPA R-AZ R/T - 模 ， 有 


(R/D(e + I) = (Re + I)/I = Re/Ie. 


特别 地 ， 如 果 et,…,enE 尽 是 由 R PRPS MHRA, H 1 = el 十 
vb en 则 作为 R- 模 和 左 R/T - 模 ， 有 


R/I © Rei/Tel © --- @ Ren/Ten. 


证 明 大 多 数 结果 都 是 自然 映射 R 一 R/T 是 满 的 环 同 态 这 个 事实 的 推论 ， 最 
后 ， 由 于 
RenT= {ree R | re € I} = Ie, 


由 (3.7.3) 我 们 有 
(Re + T/T Re/(ReN I) = Re/le. 口 


当然 ， 在 R 的 商 环 中 与 其 说 可 能 存在 大 基 的 分 解 不 如 说 这 些 分 解 都 是 继承 R 
的 . 实际 上 ,如果 了 是 RHR, Hec R\T 是 本 原 吞 等 元 , 则 e+ 了 显然 是 R/T 
KERT, 但 不 一 定 是 本 原 的 . 在 后 面 ( 见 $ 27) 我 们 将 考虑 十 分 有 趣 的 问题 ， 即 把 
R/T 的 分 解 “提升 ” 到 R 的 分 解 的 决定 条 件 . 


练 习 7 


1. RSE Za 上 一 切 2 x 2 上 三 角 矩 阵 环 .( 见 练习 (2.7.2).) 
(1) 写 出 RR 和 Ra 的 一 切 直 和 项 . 
(2) 对 (1) 中 的 每 个 直 和 项 ， 写 出 生成 它 的 一 切 宕 等 元 
(3) 找 出 两 个 等 等 元 e,f € RR, 使 得 Re = Rf,eR# fR. 
2. Be Al f 是 环 R PURS. WE 
(1) Re = Rf 当 且 仅 当 对 于 某 个 2 € R, 有 f=e+(1—e)ze. [ 见 练习 (5.13)] 
(2) Re S Rf HHIHH x € eRf 和 3 E fRe 使 得 zy=e,yz=f.. 
(3) Re = Rf SAW eR= fR. 
(4) WIR e, f E€ CenR (尤其 ， 如果 R 是 交换 的 ), 则 Re = Rf 当 且 仅 当 e = f. 
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10. 


TE 


设 Vo ÆR Q 上 的 向 量 空间 , 且 R= End(VQ). 

(1) HERR: 等 等 元 ee R 是 本 原 的 当 和 且 仅 当 dim(Im e) = 1. 

(2) 证 明 ， 如 果 e, f € RR 是 本 原 短 等 元 ， 则 Re ~ Rf. [ 见 练习 (7.2.2)] 

(3) 证 明 : WMR dimV =n, 则 R 有 两 两 正 交 的 本 原 等 等 元 的 完全 集 el ,en 

HQ 是 域 ， 且 m > 1. 考虑 M,(Q)- 

(1) RHH Mn(@) 中 两 两 正 交 的 本 原告 等 元 构成 的 一 个 完全 集 。 | 提示， 见 练习 (7.3.2).] 
(2) 找 出 由 一 切 n x n 上 三 角 甜 阵子 环 R 中 的 两 两 正 交 的 本 原生 等 元 构成 的 两 个 不 同 的 完 
全 集 . 

设 e1,…,en 是 环 RR 中 两 两 正 交 的 备 等 元 . 

(1) WEH: e = el 十 … 十 en Æ R PARE. 

(2) WE: WMR e A 1, W el,……,en,1 一 e 是 已 中 两 两 正 交 的 等 等 元 的 完全 集 . 

Be, f 是 环 R 的 等 等 元 . 

(1) 证 明 , 如 果 ef = f 或 fe= 0, 则 e+ 了 一 ef 是 每 等 元 , A Re+Rf = Re+f-ef). 
(2) 求证 下 述 是 可 能 的 ， 当 e 和 f 不 是 正 交 的 时 ， 有 ef = 0. 

(3) 证 明 , Re + Rf = Re@ R(f — fe). 

(4) 求证 :一 般 地 e+ f — ef 不 一 定 是 等 等 元 . [提示 考虑 Ma(Z),] 

(1) 设 BB 是 布尔 环 . ( 见 练习 (1.13).) 假设 存在 两 两 正 交 的 本 原 短 等 元 的 集合 e1,… ,en EB 
使 得 1 = el 十 … ten TER: 如果 ae B RASH, 则 存在 唯一 的 子 集 
{inim} CS{1,… ,mn} 使 得 a = ei 十 … eim 

(2) 设 B(R) 是 由 环 R 的 中 心 宕 等 元 构成 的 集合 . 由 e # 了 = e 十 了 一 ef 定义 B(R) 上 的 
运算 # 证 明 ， 关于 RR 的 乘法 和 加 法 # BUR) 是 布尔 环 . 

设 RR 是 由 一 切 连续 函数 f: Q 一 R 构成 的 环 . 证 明 ， 存 在 从 BCR) ( 见 练习 (7.7)) 到 由 Q 
的 闭 集 构成 的 集合 的 双 射 。 且 可 推断 出 R 有 无 限 多 个 由 两 两 正 交 的 吞 等 元 构成 的 完全 集 ， 
但 每 个 宕 等 元 都 不 是 本 原 的 . 

设 p 是 集合 A 上 的 任意 关系 . 如 果 存 在 有 限 序 列 zi…',zn E A 使 得 
apri,tnpb, TipTi+i(i = 1 一 1 则 说 apb. 由 afb 定义 了 A 上 的 一 个 关系 ô. W 
RR p=) SHRM p 是 传递 的 . 

(1) 证 明 , 广 是 传递 的 ， 它 是 p 的 传递 扩张 . 

(2) TERA: 如果 p 是 自 反 的 ， 对 称 的 ， 则 p 是 一 个 等 价 关 系 . 

BE = {e1,…,en} BH RR 的 两 两 正 交 的 本 原 等 等 元 的 完全 集 .说 ei ~ ej, 如 果 对 于 某 个 
ek,ekRes £0, 有 ekRei £0. WẸ eRe; #0 MH ej Re: 关 0, 则 说 eipej. H eipe; 可 定义 
妞 上 的 一 个 关系 p. 

(1) 求证 ，p 和 ~ 不 一 定 相同 . ER 考虑 上 三 角 矩 阵 .] 

(2) 证 明 ， P 和 ~ 有 相同 的 传递 扩张 . 

BIES 尺 的 非 零 左 理想 . 如 果 1 RPA, WERE RR HEMT R 的 理 
想 . 

(O 求证 :上述 结 果 的 逆 命 题 不 正确 [提示 ， 考 起 上 三 角 矩 阵 .] 

(2) RE: RR 的 非 零 理想 是 环 直 和 项 当 且 仅 当 存在 吞 等 元 。 € REH I= eR = Re. 

设 忆 是 环 ,了 是 RR 的 左 理想 、 证明: 
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13. 


14. 


15. 


16. 


bee 


(1) 如 果 工 是 RR 的 直 和 项 ， 则 P =I. 

(2) 尽管 R 是 交换 环 ， 但 P = 工 不 能 推出 工 是 直 和 项 [提示 ， 域 的 无 限 积 ] 

(3) 如果 RRR, I 是 有 限 生成 的 ， 且 7? = 了 , 则 AA. ER I= Rr + 
十 Rzrn = Tar +--+ Tan. 假设 te 了 满足 (1 ti C Ta +++ + Tan. 则 存在 tay ET 
使 得 (1 — tina)I C Itiga +++ + Tan. 4 e= tap, HER I = Re] 

Bh In 是 环 RR 的 理想 . 称 它们 是 (两 两 ) 互 极 大 的 ， 如 果 当 AGH +I = R. 例 
如 ， 如 果 每 个 I 都 是 极 大 理想 ， 则 这 些 理想 是 互 极 大 的 . 

(1) 证 明 中 国 剩余 定理 : WR 石 ，…, 严 是 互 极 大 理想 ， 则 自然 映射 $: 再 一 R/T x .… x 
R/In ERKKA, BANOO In. [HR (R, R)- 双 模 卫 ,…, In 是 上 无 关 的 ( 见 练 
习 (6.18)); 例如 ， 


h+eh 2 (h +h): (+ In) = R"! =R )) 


(2) 由 (1) 可 推出 初等 数论 的 经 典 结果 一 -中 国 剩余 定理 . 

设 R 是 域 8 上 n xn (n> 1) LARP. MEAS k, BT = {[laij]] € R | ane 
=h, J 二 rls 

(1) 证 明 ， 每 个 I 都 是 R 的 极 大 理想 , R/Te = Q. 

(2) BUF BR AEE (练习 (7.13)) 证 明 : R/J 同 构 于 n 个 Q 的 积 . 

RST 是 R 的 理想 ， 且 we 已 是 模 工 的 每 等 元 ( 即 u? 一 ue 了. 说 4 可 以 提升 为 环 
R REG, MREP e€ RE e — ue I. 

(1) 设 1 < ne N. 证 明 ， 如 果 n 不 是 素数 的 每 ， 则 存在 Z 中 模 Zn 的 短 等 元 不 能 提升 为 忆 
的 每 等 元 . 

(2) WE: 如果 RER Q 上 nxn LS ARE, H J 是 对 角 线 上 为 零 的 矩阵 的 理想 ， 则 
BL 的 每 个 宕 等 元 都 可 以 提升 为 R ERG. | 提示! 见 练习 (7.14) 和 (7.7).] 

(3) 证 明 ， 如 果 RA (2) 中 一 样 ， 则 存在 模 J 的 中 心 徊 等 元 不 能 提升 为 RR 的 中 心 短 等 元 . 
设 (Ra)aea 是 环 的 指标 集 ， 且 RSET, Ra 的 子 环 ， 如果 对 于 每 个 ae A, 同 态 (xa|R) : 
RR 一 Ra 都 是 满 射 ， 则 称 RÆ (Ra)aca 的 亚 直 积 ( 见 练习 (6.19)). 

(1) 设 (Ia)aea 是 环 RR 的 理想 的 指标 集 ， 证 明 ， 由 tad: ro r+ Ia 按 坐标 定义 的 自然 映 
M o: Reo TAC R/Ta) HRE (R/TIa)aea 的 亚 直 积 ， 其 中 Ker 6=Nala. 

(2) 证 明 ， 存 在 环 的 两 个 指标 集 (Ra)oca 和 (Ss)ses, 其 中 Ra 和 Sp 两 两 不 同 构 使 得 环 Z 
既 同 构 于 (Ra)aea 的 亚 直 积 又 同 构 于 (Sg)ses 的 亚 直 积 . 

(3) 设 RR 是 布尔 环 ,0 Aa € R. 证 明 ， 存在 RR 的 极 大 理想 Te 使 得 z & ,可 推断 RR 同 构 
于 若干 个 Zo 的 亚 直 积 ， [ 提示 ， 注 意 ， R(1 一 z) 是 不 包含 r 的 真理 想 ， 见 练习 (1.13).] 
设 G 是 阶 为 n 的 群 , K 是 交换 环 ,n =n.1 在 K 中 是 可 道 的 . 设 R= KG 是 天 上 G 的 
群 环 ( 见 练习 (1.15)), HI Æ R HERE. 则 显然 REEK - 模 ， 了 是 k 忌 的 天 - 子 模 . 
(1) 假设 kT 是 KR 的 直 和 项 ， 投 射 映射 为 p :x R 一 k 了 ( 沿 着 KRP KI 的 某 个 补 ) ， 令 


Dg pg). 


证 明 ， 对 于 每 个 he G， he= nD ag pigh), 则 可 推断 e 是 R 中 的 等 等 元 ,ee I, H 
对 于 每 个 ET, 有 ze 一 z. 


e= 
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(2) 证 明 : kI 是 xR WHAM AY RT 是 RR 的 直 和 项 . 

18. 设 (Ra)aea 是 环 的 指标 集 . 
(1) 如 果 对 于 每 个 环 S 和 环 同 态 ga : 5 一 Ra (a € A) 的 每 个 指标 类 (qa)aea, 都 存在 唯一 
的 环 同 态 $: 5 一 中 使 得 对 于 每 个 a < A, 有 ga = pad, 则 称 由 环 RR 和 环 同 态 pa : R 一 
Ra (ae A) 组 成 的 元 素 对 (R, (Pa)aca) 是 (Ro)aea 的 积 . WEA: 


([] Re, (ta)aca) 


是 (Ra)aca HP, HMR (R, (Pa)aca) 是 (Ra)aea 的 积 , 则 存在 环 同 态 $: IIA Ra >R 
使 得 对 于 每 个 a € A, 有 ra = ad. 

(2) 把 积 的 概念 对 侦 化 定义 (Ra)aea 的 上 积 (R, (ia)aca). 设 m 和 n 是 自然 数 ， 证 明 : 
(Zm, Zn) 有 上 积 当 日 仅 当 mm 和 n 不 是 互 素 的 ， (注意 ,， 如果 m 和 n 是 互 素 的 , 则 在 某 种 意 
义 下 不 一 定 存在 上 积 . ) 


§ 8. 生成 和 上 生成 


模 的 生成 集 的 重要 概念 不 是 范畴 的 也 没有 自然 的 对 偶 . 然而， 存在 一 个 有 效 的 
等 价 概念 ， 它 是 范畴 的 ， 而 且 有 十 分 重要 的 对 偶 ， 生 成 和 上 生成 的 概念 是 本 节 的 主 
题 . 

我 们 重新 假设 一 切 模 和 同 态 都 是 环 R 上 的 左 R -WAZ R- 同 态 . 


生成 类 和 上 生成 类 


设 是 模 类 ， 称 模 M 是 由 多 (有 限 ) 生 成 的 (或 多 (有 限 ) 生 成 MX), 如 果 存 在 多 
中 的 (有限 ) 指标 集 (Ua)aca 和 满 同 态 
©AUa 一 M 一 0. 


WMR U = {U} 是 单元 集 ， 则 我 们 简称 UAR) ER M. 当然 这 是 指 对 于 某 个 (有 
BR) 集 4 , 存在 满 同 态 


uA 一 M 一 0. 


下 面 的 定理 给 出 最 重要 的 例子 之 一 . 
8.1 定理 MRR RM 有 生成 集 X C M, 则 存在 满 同 态 


R® >M 一 0. 


而 且 ,R 有 限 生成 M 当 且 仅 当 M 有 有 限 生成 集 . 
证 明 iX CMER M. 对 于 每 个 ze X, 右 乘法 ps :rm rz 是 左 R- 同 态 
RoM.B p=6xe: 是 这 些 同 态 的 直 和 ， 则 有 


p: R” 一 M, 
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Im p= Sx Im p: = x Ro = M. AM p RRAS. 最 后 的 陈述 是 显然 的 . a 
还 存在 另外 一 个 简单 而 熟悉 的 例子 ， 此 例子 对 于 本 节 讨论 很 重要 . 
8.2 例子 WA, KEM 是 扭 的 ， 如 果 它 的 每 个 元 素 都 有 有 限 阶 . 因此 ， 如 果 
zM 是 扭 的 ， 则 对 于 每 个 z < M, 都 存在 0 < n(x) CN 和 同 态 fe: Zna) > M, 使 得 
Im fs = Za, EAI f = Om fe ERAS 、 


Í : ®mZy2) > M. 


反之 ， 如 果 M 是 有 限 循环 群 的 直 和 的 满 同 态 象 ， 则 显然 它 是 由 有 限 阶 的 元 素 生成 
的 ， 因 此 它 是 扭 的 ， 也 就 是 说 Abel 群 是 扭 的 当 且 仅 当 它 是 由 


U = {Zn |m =23 


生成 的 ， 注 意 这 等 价 于 由 单 群 BNZn 生成 ( 见 (8.9).). 
生成 的 概念 是 范畴 的 ， 它 仅 依 范畴 kM 的 对 象 和 态 射 而 定 ， 而 不 依 任意 模 M 
的 元 素 而 定 ， 当然 此 概念 有 自然 的 对 偶 -一 只 需 颠 倒 射 的 方向 ， 

设 多 是 模 的 类 . 称 模 M 是 由 多 (有 限 ) 上 生成 的 (或 者 多 (有 限 ) 上 生成 XM), 如 
果 存 在 (AR) 指标 集 (Ua)aea E 多 和 单 同 态 


0> M > [[ Va. 
A 


如 果 多 = {U} 是 单元 集 ， 我 们 将 在 术语 中 作 一 些 明显 的 调整 ， 在 zM 中 也 存在 一 
个 特别 简单 而 有 启发 性 的 例子 . 

8.3 例子 如 果 M 是 无 扭 Abel 群 ， 则 存在 单 同 态 M 一 QY( 见 练习 (6.10)), 从 
而 2M 是 由 zQ 上 生成 的 ， 另 外 ,Q4 的 任意 子 群 显然 是 无 扭 的 .也 就 是 说 ， 无 握 
Abel 群 恰 是 由 Q 上 生成 的 Abel 群 . 

RY 是 模 的 类 . 由 多 生成 的 一 切 模 构成 的 类 表示 为 Gen(W), 由 多 上 生成 的 
类 表示 为 Cog( 多 )，FGen( 多 ) 和 FCog(U) 分 别 表示 由 多 有 限 生成 的 类 和 有 限 上 
生成 的 类 . 

例如 , 如果 多 = {Zn | n> 1}, W Gen(W) EMEAK, 而 Cog(Q) 是 无 扭 群 类 . 
根据 这 些 例子 下 面 两 个 命题 是 十 分 清楚 的 . 

8.4 命题 设 多 是 模 的 类 . 

(1) 如 果 M 在 Gen(U)(FGen(U)) +, M M 的 每 个 满 同 态 象 亦 然 . 

(2) 如 果 (Ma)aca 是 Gen(&)(FGen(%)) 中 的 (有 限 ) 指标 集 ， 则 @4 Ma 也 在 
Gen(WY)(FGen(%)) 中 . 

证 明 (1) 如 果 f:@aUa 一 M 和 g:M M RRAS, W gf: D4Ua > M' 
亦 然 . 
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(2) 对 于 每 个 ce A, 设 fa : @pUs 一 Ma 是 满 同 态 ， 则 (6.25) 直 和 f = @afa 
是 满 同 态 


Í : Ba(®BaUga) 一 BaMa- 


WMF C = U4Ba, 则 @a(@BaU pa) = OcVy. a 

上 述 最 后 结果 可 以 表述 为 ， 由 多 (有 限 ) 生成 的 模 类 关于 同 构 ， 取 (有 限 ) 直 和 
商 模 是 封闭 的 .下 面 的 命题 是 8.4 的 一 个 简单 对 偶 ， 我 们 省 路 其 证 明 . 

8.5 命题 BY 是 模 的 类 

(1) WR M 在 Cog(%)(FCog(%)) F, Hg: M' 一 M 是 单 同 态 ， 则 M' 在 
Cog(%)(FCog(%)) 中 . 

(2) 如 果 (Ma)aea 是 Cog(@)(FCog(%)) 中 的 (有限 ) HIRR, I TL, Ma 也 在 
Cog(%)(FCog(%)) P. 

存在 这 些 命题 的 一 个 简单 推论 ， 即 生成 和 上 生成 是 “传递 的 ”. 

8.6 推论 设 和 MY HX. 

(1) 如 果 Y 包含 在 Gen(%)(FGen(%)) 中 ， 则 Gen(Y)(FGen(V)) 亦 然 . 

(2) 如 果 V 包含 在 Cog( 多 )(FCog( 多 )) F, W Cog(Y)(FCoo(Y)) 亦 然 . 

8.7 附注 存在 描述 每 个 生成 概念 和 每 个 上 生成 概念 的 另 一 种 方式 ， 这 种 方式 
与 生成 概念 和 亚 直 积 的 概念 有 关 (练习 (6.19).). 下 面 的 表述 也 可 以 直接 从 (6.8) 和 
(6.2) 得 到 : 

(1) 类 WY ERM 当 且 仅 当 M 是 & 中 某 个 模 的 所 有 满 同 态 象 的 和 . 

(DAY 上 生成 M 当 且 仅 当 存在 M 的 子 模 集 A, 使 得 对 于 每 个 Ke X, M/K 
TIKAR Y 的 某 个 模 中 ， 且 mp = 0. 


生成 子 和 上 生成 子 


从 推论 (8.6) 知 如 果 Y 和 是 披 此 生成 的 模 类 ， 则 Gen(%) = Gen(V), 尤其 
是 ， 十 分 不 同 的 U 和 Y 可 生成 相同 的 类 . 从而， 给 出 了 V, 我 们 也 可 适当 地 找 出 
生成 Gen(U) 的 某 个 标准 类 . 

当然 ， 存 在 一 个 本 质 上 细微 的 简化 . 称 集合 UCU BY 的 ( 同 构 类 型 的 ) 表 
RE, 如 果 每 个 Ue 多 都 同 构 于 U 的 某 个 元 素 . MR 多 ' 中 任意 两 个 元 素 都 不 
同 构 ， 则 称 此 表示 类 是 无 元 余 的 (GL (0.2). BR, MRV 是 多 的 表示 类 ， 则 
Gen{( 多 ) = Gen( 多 小 Cog(Y) = Cog(&’). 

给 了 类 U, 称 模 G 是 Gen(U) 的 EMF, 如 果 Gen(W) = Gen(G). HH C 是 
Cog(%) 的 上 生成 子 , 如 果 Cog(W%) = Cog(C). 一 切 左 R - 模 的 类 RK 的 生成 子 
(上 生成 子 ) 通常 不 涉及 类 而 简 记 为 ( 左 R -) 生 成 子 (LERF). 用 此 术语 ， 我 们 可 以 
重新 表述 (8.1) 的 前 半 部 分 内 容 . 

8.8 推论 正则 模 RR 是 生成 子 . 
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正如 我 们 上 面 所 提 及 的 ， 在 $18 中 我 们 将 证 明 : 对 偶 地 存在 自然 的 左 R-E 
生成 子 、 如 要 用 这 两 个 术语 表述 ， 例 子 (8.3) 说 明 Q 是 无 要 群 类 的 上 生成 子 , 例子 
(8.2) 说 明 G = Bn>1Zn 是 扭 群 类 的 生成 子 . 

从 (8.6) 立即 可 得 G 生成 Gen(Y) HANH G € Gen(%), H G 生成 每 个 
VEU, 当然 对 于 上 生成 子 这 个 对 偶 论 断 也 是 成 立 的 . 利用 这 些 论断 ， 易 证 

8.9 命题 如 果 多 有 表示 和 集 {Ua | ae A}, W 

(1) DAUa 是 Gen(%) 的 生成 子 ; 

(2) @aUa 和 TI4 Ua 都 是 Cog( 多 ) 的 上 生成 子 . 

证 明 (2) 由 (8.5) MT], Ua 和 它 的 子 模 @aUa 都 在 Cog( 多 ) P. AMT ta : 
Ua 一 @AUa 是 单 同 态 ， 因此 @aUa 上 生成 每 个 Ua, 从 而 它 上 生成 Cog(Y). 易 见 
Thy Va 上 生成 @AU a. a 

对 于 模 U, 下 面 的 结果 给 出 了 Gen(%) 和 CoU) 的 一 个 十 分 有 用 的 刻画 . 

8.10 命题 KU Al MER, W 

(1) UAR) 生成 M 当 且 仅 当 存在 (有 限 ) TR H C Homa(U, M) 使 得 M = 
Thon Im h. 

(2) UER) 上 生成 M 当 且 仅 当 存在 (AR) FRH c Homp(M,U) 使 得 
0=MnenKer h. 

证 明 (1) 的 证 明 是 (8.1) 的 证 明 的 一 个 简单 变化 . 关于 (2), RU 上 生成 M. 
令 f:M 一 UW) 是 单 同 态 ， 则 对 于 每 个 ae A, fa = Taf : M >U EAB. 由 于 了 
是 (falaca 的 直 积 ， 从 而 naKer fa = 0 (6.2). 反之 ,如果 H C Homr(M,U), WE ` 
积 


J[r: m =u” 
H 


有 核 On Ker h. oOo” 

下 面 的 推论 说 明 ，U 生成 (上 生成 )M “4 AA 4 PREM N, Homa(U, M) 
(HomR (M,U)) 是 Homa(M,N)(Homa(N,M)) 中 的 “分 离 点 ”. 

8.11 推论 BUMMER, 

(DU 生成 M 4 EAL 4 PEARS AAS f: M — N, WEE h € Homa(U, M) 
使 得 fh # 0. 

(2) U 上 生成 M 当 且 仅 当 对 于 每 个 非 零 同 态 f: N 一 M, RHE € 
Homr(M,U) 使 得 hf #0. 

证 明 (1) 令 H= Homp(U,M), HT = DyImh< M. MẸ f:M>N, 
则 对 于 一 切 h € H, fh = 0 ENK T < Ker f. 另 一 方面 ,T 包含 在 自然 映射 
M 一 M/T 的 核 中 . 再 应 用 (8.10.1). (2) 是 易 见 的 . 口 
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迹 和 拒绝 


kW 是 模 的 类 . 由 (8.7) 易 见 无 论 V 是 否 生 成 M, 都 存在 由 多 生成 的 M 的 
唯一 最 大 子 模 ， 而 且 对 偶 地 ， 存 在 由 多 上 生成 的 M 的 唯一 最 大 商 模 .多 在 M 中 
的 迹 和 多 在 M 中 的 拒绝 分 别 定义 为 

Tru(%@) = tm h| h:U > M, HFT U EU} 


和 

Rejy(%) = {Ker h) h: M >U, HFA U € U}. 
注意 ， 即 使 类 多 不 一 定 是 集合 ， 上 述 的 和 和 交 仍 由 M 的 子 模 集 决 定 ， 从 而 它们 是 
M 的 可 定义 的 子 模 . 当 多 = {U} 是 单元 集 时 ， 它 们 有 较 简单 的 形式 . 


Tru(U) = $ {Im h| h € Homa(U, M)}, 
Rejm(U) =N{Ker h| h € Homr(M,U)}. 


作为 (8.10) 的 一 个 简单 扩张 ， 我 们 有 

8.12 命题 设 2 ERK, M 是 模 ， 则 

(1) Trx( 多 ) 是 由 多 生成 的 M 的 唯一 最 大 子 模 ; 

(2) Reju (Y) 是 M 中 唯一 最 小 的 子 模 K, 使 得 M/K 是 由 多 上 生成 的 . 

证 明 (1) 设 (Uo)aea 是 多 PRR, Ah: @aUs 一 M, W Imh = 
Da lm(hta) < Tru(U), 因此 M 在 Gen( 多 ) 中 的 每 个 子 模 都 包含 在 Tru (WY) 中 ， 
另 一 方面 ， 存 在 指标 集 (Un)aca 和 同 态 ha : Ua >M 使 得 Trw( 多 ) = 41m ha. 
从 而 Baha : @4Ua 一 M 有 象 Trm(Y)( 见 (6.8)), 因此 Tra(W) 在 Gen( 多 ) 中 

(2) 设 (Us)aea 是 U 中 的 指标 集 ，h: M 一 TIaMo, 且 K= Kerh, N K = 
NaKer(mah) 2 Reju (U), 因此 如 果 M/K 是 由 多 上 生成 的 , 则 K 2 Rejm(W). 另 
一 方面 , 存在 U 中 的 指标 集 (Ua)aea 和 ha : M 一 Ua 使 得 Rejm(W) = naKer ha. 
从 而 Ta ha : M 一 Ta Ua 有 核 Rejm(Y)( 见 (6.2)), 因此 M/Reju(%) 在 Cog(W) 
中 ， 口 

推论 8.13 i M 是 模 , ERX, a 

(1) & 生成 M KENK Tra (多 ) = 

(2) Y 上 生成 M 当 且 仅 当 ee = 

下 面 推论 中 一 IC RUE ICR LE. Pens 
拒绝 是 零 . 

8.14 推论 设 M EI, Y 是 模 类 ,K <M, W 

(1) K = Trm(%Y) 当 且 仅 当 K > Trm(Y), Trk(Y) = 

(2) K = Rejm(%Y) ENH K < Rejm (人 Y), Rejmjx(%) =0. 
特别 地 ， 

Trrru(2)(Y) =Tru(%), Rejmjreju(x)(%) = 0. Qo 
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8.15 ”例子 

例 (1) 如 果 多 = {Zn |n = 2,3,… 小 则 对 于 每 个 Abel H M, WE Tra (U) 恰 是 
M 的 扭 子 群 T(M)( 见 练习 (8.8)). 4 T(M) 是 M 的 唯一 最 大 扭 子 群 ,T(T(MD)) = 
T(M). 

BI (2) 如果 M 是 Abel F$, W Rejar(Q) 是 使 得 M/K 为 无 扭 模 的 一 切 K <M 
的 交 , 因此 Rejm(Q) 恰 是 M 的 扭 子 群 T(M), T(M) 是 使 得 M/T(M) 为 无 扭 模 的 
唯一 最 小 子 群 .当然 T(M/T(M)) = 0. 

显然 Tru(Y) 和 Rejm(Y) 都 是 M HE R- PR, 而 且 它 们 在 M 的 自 同 态 
下 是 稳定 的 . 

8.16 命题 HV 是 模 类 ,M 和 NN BR, AS: MON RS, W 


L(Trm(%)) <Trn(@), f(Rejm(%)) < Rejn(Y). 


特别 地 Tra (Z) 和 Rejm(W) 是 M WE R -H End(rM) - 双 模 . 

证 明 就 第 一 个 结论 而 言 ， 我 们 只 需 注 意 到 对 于 每 个 he Homa(U, M), 都 有 
fh € Homa(U, N) 和 f(Imh) = Imfh. TRETE 如 果 z € Rejm(U), h € 
Hompr(N,U), Ill hf € Homr(M,U), WI h(f(£)) = 

一 般 地 ， 迹 的 象 或 拒绝 的 象 不 一 定 是 迹 或 拒绝 . Taw, 考虑 自然 映射 Z 一 2 
其 中 Zn 是 例子 (8.15) 中 所 涉及 的 ， 由 (8.16) 的 假设 我 们 有 

8.17 推论 (1) 如 果 f : M 一 N 是 单 同 态 ,Trw(&) C Imf, 则 


F (Pru (%)) = Trn(%). 
(2) WR f: M 一 N 是 满 同 态 , Kerf C Rejau(%), W 
f(Reju(%)) = Rejn(%). 


证 明 我们 只 证 明 (2). 由 (8.16) 得 f(Reja(W)) < Rejn(W). 但 如 果 f 是 满 
同 态 ， 且 Kerf S Rejm(@%), 则 由 因子 定理 (3.6) 得 ， 存 在 同 构 
M/Reju(W) > N/f(Reju(®)). 
由 (8.14) $ U 在 M/Reju(W) Al N/f(Rejm(%)) 中 的 拒绝 都 是 零 , 因此 由 (8.14.2) 
RMA f(Rejm(%)) = Rejn(@). 口 
关于 模 的 指标 集 (Ma)aea 和 模 多 的 类 , WH Tru, (Y) 的 直 和 和 拒绝 Rejm (U) 


的 直 和 都 包含 在 @4Ma 中 ， 事 实 上 ， 它 们 分 别 是 多 在 OAM, 中 的 迹 和 拒绝 . 
8.18 命题 如 果 (Ma)aca 是 模 的 指标 集 ， 则 对 于 每 个 模 M, 有 


TreaMo (2%) = ®aTro,(%). 
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Rejo,m,(¥) = BaReju, (U). 


证 明 我 们 只 证 明 关于 迹 的 结论 . 对 于 拒绝 有 相似 的 论证 方法 . 对 自然 内 射 a 
和 投射 ra 应 用 (8.16), 我 们 有 


TreaMa(%) = X tata(Tre.Ma(%)) 
<Da(Tru,(%)) < Treame(%)- 


从 而 此 不 等 式 成 为 等 式 ， 故 有 
> ta(Trea Ms (多 )) = @aTrm, (U). 口 


8.19 引 理 U 和 Y 是 模 类 . 

(1) MR VY C Gen(%), W Tru) < Tru(%); 

(2) 如 果 C Cog(®), W Reju(W) < Reju(V). 

证 明 我们 将 证 明 (2). 假设 = ¢ Reju(V), 则 存在 同 态 f: M 一 V 使 得 
VeYV,2 ¢ Ker f. HF V € Cog(WY), 从 而 存在 同 态 h:V 一 U 使 得 U EU, f(x) ¢ 
Ker h. WHE hf : M >U WE x ¢ Ker hf. Wt z ¢ Reju(%). o 

8.20 命题 设 G 是 Gen(&) 的 上 生成 子 ,C 是 Cog(W) 的 生成 子 , 则 对 于 每 
个 M, 有 


Tru(¥)= Trm(G), Rejm(%)= Rejm(C). 
特别 地 ， 如 果 (Ua)aca 是 模 的 指标 集 ， 则 


Tru(@aUs) = Tru Ua) 
A 


Rejm([] Va) = naRejw(Ua) = Rejm(®4Ua). 
A 
证 明 由 (8.9) ffl (8.19) 可 得 . o 


两 个 特殊 情形 


由 于 RR 是 (RK 的 ) 生成 子 ， 从 而 由 (8.6) 知 RM 是 生成 子 当 且 仅 当 它 生成 
RR. 无 论 RM 是 否 是 生成 子 ， 它 在 RR 中 的 迹 是 它 成 为 生成 子 的 一 个 度 基 . 

8.21 命题 对 于 左 R- 模 的 每 个 类 U, 迹 Tra( 多 ) 是 双边 理想 . 而 且 ， 模 RM 
是 生成 子 当 目 仅 当 Tra(M) =R. 

证 明 由 (4.11) 得 ,rR 的 自 同 态 是 由 民 的 元 素 得 到 的 右 乘法 p(7). 从 而 据 (8.16) 
知 Tra( 多 ) 是 双边 理想 .最 后 的 陈述 可 由 (8.8),(8.13.1) 和 (8.6.1) 得 出 . o 
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我 们 知道 ， 如 果 RM ER, WEH (A) 零 化 子 是 
In(M) = {r € R| rx =0 (a € M)}, 


而 且 如 果 Ir(M) = 0, 则 称 M 是 忠实 的 . 
8.22 命题 对 于 每 个 左 R- 模 M, 有 


Rejr(M) = lr(M). 


特别 地 , M 是 忠实 的 当 且 仅 当 M EER R. 
证 明 利用 (4.5) RITA 


RejaM =N{Ker f | f € Hom(R,M)} 
=N{Ker p(z) | £ € M} 
= Nzemla(z) = la(M). 口 


受到 最 后 事实 的 启发 ， 对 于 左 R- 模 类 多 , 我 们 定义 它 的 零 化 子 
la(Y) = Rejr(%). 


AT IRU) 是 已 的 一 切 左 理想 工 的 交 , 其 中 工 使 得 R/T RAB) & 的 某 个 元 素 中 . 
8.23 推论 对 于 左 RR- 模 的 每 个 类 V, 拒绝 


Rejr(Y)= lr(Y) 


是 双边 理想 . o 


练 FD 8 


1， 证 明 ， 存在 模 U 和 M 使 得 ， 
(1)M ih U - 生成 的 , 但 不 是 M 的 每 个 子 模 都 由 U -ER BER BOR SRR EI 2 x 2 
上 三 角 矩 阵 环 ,U =M 是 RR 的 左 理想 .] 
(2) M 是 由 U - 上 生成 的 ， 但 不 是 M 的 每 个 商 模 都 由 U- 上 生成 . 

2， 如 果 U - 生成 或 上 生成 M, 则 La(U) C lr(M). 求证 ， 赣 命题 不 正确 . 

3， 证 明 : 对 于 模 RM, 下 列 条 件 等 价 :(a) RM 是 一 一 的 ;(b)M - 上 生成 R; (c)M - 上 生成 一 个 
ERF. 

4. 证明， RG 是 生成 子 当 且 仅 当 对 于 某 个 自然 数 n 和 某 个 模 RL, 存在 同 构 GSS ROL. [He 
示 : 见 练习 (5.1).] 

5. WEI: 如果 N <M, M 或 者 生成 N 或 者 上 生成 M/N, 则 N 是 M 的 BiEnd(RM) - 子 
模 . 

6. 设 M HA R -$ ,S = End(rM). Ree S RES. 证 明 : 
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Tru(Me) = (Me)S 和 Reju(Me) = lm(Se). 
7. RMAU 是 左 R- 模 . 证 明 : 


Homr(M,Tru(M)) & Homr(M,U), 


Homr(M/Reju(U),U) = Homr(M,U). 

8， 设 了 是 RERS , M 是 左 R- 模 . 证 明 ， Trae(R/D) = Rrall). 

9， 设 多 是 一 切 单 Abe 群 构成 的 集合 . WEH: 对 于 Abel 群 M， 
(1) Trx( 多 ) = {a € M | z 没有 平方 阶 }. 
(2) Reju(%) = {N < M | N 是 M 的 极 大 子 群 }. 

10. RBM Q 上 的 m x n 上 三 角 矩 阵 环 , V 是 单 左 R - 模 类 ， 证 明 ， 
(1) Tra(%) = {[lais}] E€ R | aij = 0 (i > 2)}. 
(2) Rejr(%) = {{{aij]] € R | ark = 0 (k = 1,---,n)}. 

11， 称 模 的 元 素 构成 的 指标 集 (za。)aea 是 线性 无 关 的 , 如 果 对 于 A 中 不 同 的 元 素 构成 的 每 个 有 
限 序列 ai, an 和 每 个 m，…,rn € R, 

rive, 十 … 十 rnzan = 0 可 推出 mr =…=rn 王 0. 

由 线性 无 关 集 (za )aea 生成 的 忆 - BLP PA (PEW card A H) AHR - 模 ,自由 基 为 (zo)oe4. 
(1) 设 (zajaea 是 左 R- 模 已 中 的 指标 集 . 对 于 每 个 o BE pa : R> F RARE r rata. 
证 明 ， 下 列 条 件 等 价 : 
(a) F 是 自由 的 ， 其 中 自由 基 为 (wa)aca. 
(b) Bapa : RY) 一 F 是 同 构 . 
(c) 对 于 每 个 AM 和 M 中 的 每 个 指标 集 (Ya)aca, 都 存在 唯一 的 同 态 f : 已 M 使 得 
Flza) = yala € A). 
(2) 证 明 ， 模 RF 是 秩 为 card4 的 自由 R- 模 当 目 仅 当 F RO). 从 而 存在 任意 秩 的 自由 
M. 

(3) 证 明 ， 每 个 自由 模 都 是 生成 子 . 
(4) HEH: 如 果 RF 是 自由 模 ， 则 每 个 满 同 态 f: M 一 下 都 可 分 | 提示 : 利用 (1) 中 的 
(9] 

12， 设 Fr 是 自由 右 R- 模 ， 自 由 基 为 (ta)aea, H S= End(Fr). 对 于 每 个 ae S 和 每 个 zp， 
都 存在 R 的 指标 集 (aag)aea (其 中 几乎 所 有 的 aao MAR) 使 得 


alza) = D> aapta. 
acA 
证 明 ， a [looajlto,a)eaxa 定义 了 从 S = End(Fr) 到 环 CFMa(R) 上 的 环 同 构 ， 其 中 
CFMa(R) 是 R 上 一 切 A x A 列 有 限 矩 阵 环 . 
13. 设 下 是 秩 为 card4 的 自由 模 证明: 
(1) 如 果 A 是 无 限 的 ， 则 F 的 每 个 自由 基 都 有 基数 card4. 
(2) 如 果 F 有 有 限 生 成 集 ， 则 A 是 有 限 的 . 
14. 称 环 已 是 左 SBN 环 (关于 单个 基数 ), 如 果 秩 为 有 限 的 - 切 非 零 自由 模 都 间 构 于 a R. 
(1) 证 明 下 列 条 件 等 价 : 
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15. 


(a) R EH SBN 环 ; 

(b) RR &RR; 

(c) 存在 a,a',b,b € R {EI} ab+ a'b = 1,ba = b'a' = 1, b'a = ba! = 0; | 提示 关于 
(bje (0) 可 参见 (5.3)] 

(d) R Æt SBN 环 . 

(2) HERA: 如果 RÆ SBN 环 ， 则 RR 的 每 个 商 环 亦 然 . 

(3) HEM: WRT 是 无 限 集 ， 则 环 S 上 的 一 切 T 阶 列 有 限 怎 阵 环 是 左 SBN 环 ， [提示 , 由 
于 工 是 无 限 的 ,从 而 它 是 基数 为 card T HANTE I,” 的 不 交 并 . 考虑 (1) 的 条 件 (b).] 
(4) 给 出 单 SBN 环 的 一 个 例子 . [提示 :(2) 和 (3)-] 

PH REE IBN 环 (关于 “不 变 的 基数 "), 如 果 不 同 秩 的 两 个 自由 左 R - 模 都 不 同 构 ， 从 
而 ( 见 练习 (8.13)), R Æ IBN 环 当 且 仅 当 由 R” = R" 可 推出 m =n. 证 明 ， 

(1) 由 左 IBN 环 可 推出 右 IBN 环 . | 提示 : 练习 (6.22).] 

(2) 如 果 工 是 忌 的 理想 ,R/7 是 IBN 环 , 则 Ri IBN. 提示 练习 (6.3)] 

(3) 每 个 域 都 是 IBN 环 . 

(4) 每 个 交换 环 都 是 IBN IF. 

HXW R 是 主 理想 整 域 (= PT.D.), 如 果 RR 的 每 个 理想 都 是 主 理想 . 当然 也 是 PID. 
关于 Abel 群 的 一 切 结果 本 质 上 都 可 扩展 到 关于 PLD. 上 的 模 的 结果 . 这 表明 关于 Abel P 
的 标准 证 明 可 能 扩展 用 来 证 明 关于 主 理想 整 域 RR 上 的 模 的 下 列 结果 : 

(1) 每 个 有 限 生成 的 无 扭 RR - 模 M 都 是 自由 R-E (注意 ,“ 无 扭 ”是 指 对 于 ze M 和 
TE R, h ar = 0 可 推出 a=0 或 z=0). 

(2) 自由 R- 模 的 每 个 子 模 都 是 自由 的 . 
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在 做 了 一 番 准 备 之 后 ,现在 我 们 可 以 应 用 这 些 知 识 来 研究 环 和 模 的 特殊 类 ， 本 
章 开头 我 们 将 探讨 具有 某 些 自然 的 有 限 性 质 的 模 类 的 结构 ,下 一 章 我 们 再 讨论 环 . 

模 的 子 模 格 揭示 出 模 的 大 量 信息 ， 并 且 为 模 的 分 类 提供 一 个 自然 的 方法 .我们 
的 侧重 点 是 最 简单 的 可 能 有 非 平 凡 子 模 格 的 模 ， 它 们 既是 单 模 又 是 不 可 分 解 模 从 
而 我 们 按 模 是 如 何 由 单 模 或 不 可 分 解 模 拼合 在 一 起 的 对 其 进行 分 类 . 

在 第 9 节 中 我 们 将 研究 由 单 模 生 成 的 模 ， 它 们 恰 是 有 作为 单 模 的 直 和 分 解 的 
模 ，“ 半 单 ” 模 可 能 是 模 的 最 重要 的 类 ， 并 且 它 为 许多 理论 的 研究 提供 了 基石 .在 
第 10 节 和 第 11 节 中 我 们 研究 子 模 格 满足 所 谓 “ 链 条 件 ”之 一 的 模 . 

同时 满足 这 些 “链条 件 ” 的 模 有 有 限 极 大 链 一 合成 列 ， 这 推广 了 我 们 熟悉 的 
有 限 Abel 群 的 素 因 子 分 解 . 最后， 在 第 12 节 中 我 们 研究 有 其 它 “ 有 限 性 ”性 质 的 
模 ， 即 有 不 可 分 解 的 分 解 的 模 . 我 们 涉及 的 主要 内 容 之 一 是 上 述 不 可 分 解 的 唯一 性 
以 及 上 述 不 可 分 解 推广 向 莽 空 间 的 基 的 概念 的 方法 ， 
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从 模 理 论 的 观点 看 ， 向 基 空 间 的 最 显著 的 特征 是 它 有 基 ， 此 基 的 基数 是 模 的 一 
个 不 变量 ,而 且 任 意 无 关 集 都 可 通过 添加 已 给 基 的 元 素 扩展 为 一 个 基 . 这 些 性 质 可 
以 用 模 理论 的 术语 重新 描述 ， 而 且 将 如 本 节 所 见 ， 在 由 单 模 生成 的 任意 模 ( 即 半 单 
模 ) 中 这 些 性 质 仍然 成 立 . 

在 本 节 中 ， 我 们 继续 把 RR 看 作 环 ，“ 模 ”是 指 “ 左 R- 横 "， 等 . 


单 模 


称 非 零 模 rT 是 单 模 , 如 果 它 只 有 平凡 子 模 .aM 中 的 单 模 可 以 刻画 为 使 得 
RM 中 的 每 个 非 零 同 态 工 一 N(N 一 T) 均 是 单 同 态 ( 满 同 态 ) 的 非 零 模 了 ( 见 练习 
(3.2).). 由 (2.10) 和 (3.9) 我 们 有 

9.1 命题 ÆR- 模 T 是 单 模 当 目 仅 当 对 于 R 的 某 个 极 大 左 理想 M， 有 
T% R/M. 


a 

由 于 RR 的 一 切 极 大 左 理想 构成 了 一 个 集合 ， 从 而 存在 由 单 模 的 同 构 类 型 的 表 

示 构 成 的 集合 F( 见 P.107.). 注意 ， 由 于 RR 是 循环 的 ， 从 而 它 至 少 有 一 个 极 大 左 
理想 (2.8), 因此 必 存 在 单 模 . 
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半 单 模 
设 (Ts)aea 是 M 的 单子 模 的 指标 集 ， 如 果 M 是 (Ta)cea 的 直 和 ， 则 
M = BATa 


是 M 的 半 单 分 解 . 称 模 M 是 半 单 的 , 如 果 它 有 半 单 分 解 ， 显然 每 个 单 模 都 是 半 单 
的 ， 因 此 对 于 每 个 环 都 存在 半 单 模 ， 我 们 将 看 到 ， 半 单 模 未 必 十 分 丰富 ， 但 由 于 单 
模 的 任意 直 和 都 是 半 单 的 ， 所 以 半 单 横 也 是 大 量 的 . 
如 果 模 M 是 由 单子 模 (Ts)aea 生成 的 ， 则 Te 的 行为 非常 类 似 于 由 向 基 空 间 
的 生成 集 生成 的 一 维 子 空间 ， 关 于 这 一 点 我 们 可 从 下 面 的 基本 引 理 中 得 到 证 实 ， 
9.2 引 理 设 (Ta)aca 是 左 R- 模 M 的 一 切 单子 模 的 指标 集 ， 如 果 


M=} Toa, 
A 
则 对 于 M 的 每 个 子 模 K, 都 存在 子 集 BC 4 使 得 (Ta)ses 是 无 关 的 ， 且 有 
M = K @ (®pTp). 


证 明 KSM. 由 极 大 值 原理 知 存在 子 集 BOC A 关于 下 面 的 条 件 是 极 大 
的 : (Tp)pen 是 无 关 的 且 Kn (Dy Ta) = 0,( 见 练习 (6.14). 于 是 知 和 


N= 天 +(》 7Tp)= 天 Be(Bs75) 
B 


是 直 和 .下 证 N =M. hae A. 由 Ta 是 单 的 可 得 TenN = Ta R Ta NN = 0. {H 
TaN = 0 与 B 的 极 大 性 矛盾 . 从 而 对 于 每 个 ae A, 有 Ta < N, 因 此 M =N. O 

作为 上 述 基本 引 理 的 一 个 推论 ,我们 有 向 基 空 间 的 每 个 生成 集 都 包含 一 个 基 这 
一 事实 的 下 列 推广 . 


9.3 命题 如 果 模 M 是 由 一 切 单子 模 的 指标 集 (T。)ae4 生成 的 ， 则 对 于 某 个 
BCA, 有 


M = @pTp, 
BY M 是 半 单 的 . 
证 明 在 (9.2) 中 令 天 = 0 即 可 . o 
9.4 命题 设 MEEFFE R- BR, AM 有 半 单 分 解 M = @aTa. 如 果 
0 一 -KM N -0 
ZER- 模 的 正 合 列 ， 则 此 序列 可 分 ， TAK AN 都 是 半 单 的 . 实际 上 ， 存 在 子 
SR BCA 和 同 构 
N= @plp, K © @aypTo- 
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证 明 ”由 于 Imf 是 M 的 子 模 ， 从 而 由 (9.2) 知 存在 子 集 B C 4 使 得 
= (Imf) © (@sTs)，、 因 此 序列 可 分 ， 且 有 N ~ M/Imf = @sTa.， 又 因为 
三 (BA\BTa) © (SBT8), 所 以 ( 见 5.5) 有 
K © Imf © @a\pTo- 口 
这 是 一 个 十 分 重要 的 结果 ， 半 单 模 的 每 个 子 模 和 每 个 商 模 都 是 半 单 的 ， 而且， 
每 个 子 模 都 是 直 和 项 ， 正 如 我 们 将 在 (9.6) 中 所 见 ， 半 单 模 的 每 个 子 模 都 是 直 和 项 
这 一 性 质 实际 上 刻画 了 半 单 模 . 
9.5 推论 设 (Ts)aea 是 M 的 一 切 单子 模 的 指标 集 . 如 果 了 是 M 的 单子 模 ， 
且 满 足 
Tn(24a7Ta) 关 0， 
WEE a € A (894 T = Ta. 
证 明 mE TEATR, H TA(ZaTa) #0, WT <ET 因此 我 们 
可 以 假定 M = E4 Ta. 从 而 由 (9.3) 我 们 有 M 是 半 单 的 ， 且 对 于 某 个 B Cc A, 有 
M = @BTs. 最 后 , 应 用 (9.4) 即 可 . eh 
现在 我 们 有 半 单 模 的 下 列 基本 刻画 . 
9.6 定理 对 于 左 R- 模 下 列 命题 等 价 : 
(a) M 是 半 单 模 ; 
(b) M 是 由 单 模 生 成 的 ; 
(c) M 是 单子 模 组 成 的 某 个 集 的 和 ; 
(d) M 是 它 的 单子 模 的 和 ; 
(e) M 的 每 个 子 模 都 是 直 和 项 ; 
(f) Æ R - 模 的 每 个 短 正 合 列 


0 一 天 一 M 一 和 一 0 


可 分 . 

证 明 由 (9.4) 可 得 (a) = (£), 由 (5.2) 可 得 (f)=(e), 由 (9.3) 可 得 (bp) 人 (a). 最 
Jā, (b) +> (c) e(d) 是 显然 的 . 

(e)= (d). 假设 M 满 足 (e), 我 们 可 推断 M 的 每 个 非 零 子 模 都 有 单子 模 .事实 上 ， 
BO Axe M, 则 由 (2.8) 知 Re 有 极 大 子 模 , 设 为 H (e) 知 对 于 某 个 H' < MRN 
有 M = HOH’. 从 而 , 由 模 律 (2.5) 可 得 Re = ERznM = H@(RaNH"'), H. Ren H' ~ 
Rz/H' 是 单 模 (2.10). 因此 Re 有 单子 模 . 设 N 是 M 的 一 切 单子 模 的 和 , 则 由 (e) 得 
对 于 某 个 N' < M, 有 M = N@N’. 因为 NnN' =0, 所 以 N’ aa ca le 
这 意味 着 N' = 0. 因此 N = M. 

WMR RERS, WARD R- 向 量 空间 RM 是 半 单 的 ， 这 是 因为 M 区 

环 模 生成 的 ， 而 且 每 个 非 零 的 循环 R- 模 都 是 单 的 . 由 (9.6.d) 可 得 Abel BM 是 
半 单 的 当 且 仅 当 它 是 由 它 的 阶 为 素数 的 元 生成 的 ( 见 练习 (9.1).). 
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基 座 


(9.6) 中 的 等 价 (a)er(b) 说 明 半 单 左 R- 模 类 恰 是 由 单 模 . 生成 的 模 类 
Gen(.7). 因此 ， 每 个 模 M 都 有 (唯一 的 ) 最 大 的 半 单 子 模 , 即 TEM 中 的 迹 . 我 
们 通常 称 此 子 模 为 M 的 基 座 , 且 简 记 为 


SocM =Tru( P). 


显然 ,M 是 半 单 的 当 且 仅 当 M = SocM. 基 座 的 一 个 重要 的 刻画 是 

9.7 命题 如 果 MEER- BE, W 

SocM =S{K < M | K 在 M 中 是 极 小 的 } 
= 站 < M1L 在 M 中 是 本 质 的 } 

证 明 易 见 ,第 一 个 等 式 成 立 ,为 了 证 明 最 后 的 等 式 , 设 了 < M 是 单 的 ， 如 果 
LIM, WW TOL A0, AKT < L. 从 而 SocM 包含 在 M 的 每 个 本 质子 模 中 ， 另 一 
方面 , © H=(\{L<M|LSM)}. FEH RFH. 设 N<sH 且 N's<M 是 NN 
的 补 ( 见 (5.21)) ， 则 有 N+N'=NON'IM. 从 而 有 N< Hg<NeN', 而 且 由 
模 律 有 

H=HN(N@N')=N@(HNN)). 
故 NN 是 五 的 直 和 项 ， 从 而 由 (9.6.0) 得 H eH, We H <SocM. O 

基 座 的 许多 性 质 可 立即 从 SocM 恰 是 模 的 某 个 类 在 M 中 的 迹 这 一 事实 得 出 . 
例如 ， Soc(RR) 是 RR 的 理想 ( 见 (8.21).). 更 一 般 地 有 

9.8 命 题 UMANRAR-H, AS: MONER-A, WA 

f(SocM) < SocN. 

特别 地 ,SocM 是 M HZ R - 右 End(pM) - 子 模 . 

证 明 由 (8.16) 可 得 . 口 

9.9 推论 iM 是 模 AK <M, W 


Sock = KN SocM. 


特别 地 ， 
Soc(SocM) = SocM. 


证 明 由 (9.8) 可 得 SocK < SocM. 由 (9.4) 可 得 KNSocM 是 半 单 的 , ES pe 
SHE Sock P. 

M 的 基 座 SocM 是 M 中 包含 在 M 的 每 个 本 质子 模 中 的 最 大 子 模 . A 
SocM 在 M 中 不 是 本 质 的 .事实 上 ， 非 零 模 可 以 有 零 基 座 ( 见 练习 (9.2)). TAL, 
我 们 有 
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9.10 推论 设 M 是 左 尽 - 模 , 则 SocM <M 当 目 仅 当 M 的 每 个 非 零 子 模 都 
包含 极 小 子 模 . 

证 明 由 (9.7) 和 (9.9) 可 得 . 口 

注意 单 左 R- 模 类 有 由 表示 构成 的 集合 7. 因此 由 (8.20) 我 们 有 

9.11 命题 设 了 是 由 单 左 R- 模 的 表示 构成 的 集合 ， 则 对 于 每 个 rM, 有 

SocM = Tru(Z) =Tru(®@gT) = Dz Tru(T). 口 

注意 半 单 左 R- 模 类 有 半 单 生成 子 ， 即 ByT, 这 是 (9.11) 的 一 个 推论 ， 如 果 工 
是 单 的 ， 则 T 在 M 中 的 迹 Trm(T) 称 为 SocM 的 T - 齐 次 分 量 . 当然 ，Tru(T) 
是 由 单 模 生成 的 ， 因 此 它 是 半 单 的 ， 而 且 它 在 SocM 中 ,由 (9.5) 得 Trm(7) 的 每 
个 单子 模 都 同 构 于 T. 例如 ， Abel 群 M 的 基 座 Z, - 齐 次 分 贡 恰 是 由 阶 为 p 的 元 素 
构成 的 集合 ( 见 练习 (9.1).). 

称 半 单 模 H E T - 齐 次 的 , 如 果 


H =Try(T). 


从 而 对 于 每 个 模 M, SocM 的 了 - 齐 次 分 量 是 M 的 唯一 的 最 大 了 - 齐 次 半 单 子 模 . 
当然 , 如果 M 没有 与 了 同 构 的 单子 模 ， 则 它 的 基 座 的 了 - 齐 次 分 最 是 零 . 由 (9.11) 
知 SocM 的 齐 次 分 基 生 成 SocM, 由 (9.5) 知 SocM 的 齐 次 分 基 是 无 关 的 ( 见 练习 
(9.8)), 由 (8.16) 知 它们 关于 M 的 自 同 态 是 稳定 的 ， 从 而 我 们 有 

9.12 命题 当 把 左 忌 - BLM 的 基 座 看 作 左 R- 右 End(rM) - 双 模 时 ， ore 
FUSS EA. 


根 


模 M 的 基 座 是 M 中 由 单 模 类 S 生成 的 最 大 子 模 ， 存 在 一 个 对 偶 , 对 于 每 个 
M, 都 存在 由 .上 生成 的 M 的 唯一 “最 大 ” 商 模 ， 此 商 模 称 为 M 的 资本 . 然而 我 
们 讨论 的 重点 不 是 放 在 M 的 商 模 上 ， 而 是 放 在 S 在 M 中 相应 的 拒绝 上 . 
BS ERE R BOR. HFE R -H M, M 的 (Jacobson) 根 是 .在 M 中 
的 拒绝 
RadM = Rejm( P). 
(9.7) 的 对 偶 内 容 现 在 可 由 根 的 下 列 刻画 给 出 . 
9.13 命题 设 M BA R-R, W 
Rad(M) = (\{K < M | K 在 M 是 极 大 的 } 
= 二 全 < M1L 在 M 中 是 多 余 的 }. 
证 明 由 于 K< M 在 M 中 是 极 大 的 当 且 仅 当 M/K 是 单 的 ， 从 而 第 一 个 等 
式 可 由 类 在 M 中 拒绝 的 定义 立即 得 出 .关于 第 二 个 等 式 ， 设 L< M, WEKE 
M BRKTH, AL ZK, K+L=M. 但 由 于 工 < M, 从 而 我 人 有 K = M， 
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这 将 导致 矛盾 .我 们 可 推断 M 的 每 个 多 余子 模 都 包含 在 RadM 中 . 另 一 方面 , 设 

ze M. WÈ N < M 满足 Re+N = M, 则 或 者 有 N = M, REFE M 的 极 大 子 模 

K (EIIN < K, Ha ¢ K( 见 练习 (2.9).). 如 果 x € RadM, 则 后 者 不 能 发 生 ， 从 而 由 

x € RadM 可 得 Re < M, 这 便 证 明了 第 二 个 等 式 . a 
由 于 M 的 根 恰 是 模 类 在 M 中 的 拒绝 , 从 而 我 们 可 以 由 拒绝 的 性 质 得 到 RadM 

的 许多 性 质 ， 例如 据 (8.23) 知 Rad(rR) 是 R 的 理想 . 更 一 般 地 ， 由 (8.16) 我 们 有 
9.14 命 题 设 M 和 NN 是 左 R- 模 , AS: M 一 NN 是 R- 同 态 则 有 


f(RadM) < RadN. 


特别 地 ，RadM 是 M WE R- 4i End(rM)- 子 模 . 口 
给 了 同 态 1 : M 一 N, 我 们 有 f(RadM) < RadN. 即使 f 是 满 同 态 ， 我 们 也 不 
能 得 出 f(RadM) 是 N 的 根 ( 见 练习 (9.2).). 然而 ，(8.17.2) 的 一 个 直接 推论 是 
9.15 命题 WIR f : M— N 是 满 同 态 , H Kerf < RadM, WH RadN = 
f(RadM). 特别 有 
Rad(M/RadM) = 0. 口 


已 知 SocM = M 4 ASK M 是 半 单 的 . 它 的 对 偶 命 题 是 

9.16 命题 设 M SEAR - HE, W RadM =0 当 且 仅 当 M 是 由 单 模 类 上 生成 
的 .特别 地 ， 如 果 M 是 半 单 的 ， 则 有 RadM = 0. 

证 明 由 (8.13.2) 可 得 第 一 个 结果 . 第 二 个 结果 可 由 Bad ali 
中 这 一 事实 得 出 . 

M 基 座 的 了- 齐 次 分 其 的 对 偶 是 拒绝 Rejm(T), 由 (8.20) 我 们 有 (9.11) es 

9.17 命题 设 F 是 由 单 左 R- 模 的 表示 构成 的 集合 ， 则 对 于 每 个 RM, 有 


RadM = Reju([] 1) = Reju(®3T) = Ny Rejm(T). 
Ea 


M 的 根 是 M 中 包含 一 切 多 余子 模 的 最 小 子 模 . 然而 ， 根 不 一 定 是 多 余 的 ( 见 
练习 (9.2)). 对 于 RadM < M, 我 们 有 重要 的 充分 条 件 ， 但 此 条 件 不 是 必要 的 ( 见 
(9.10) 和 练习 (9.4).). 

9.18 命题 ”如果 M 的 每 个 真子 模 都 包含 在 M 的 一 个 极 大 子 模 中 ， 则 RadM 
是 M 的 唯一 最 大 多 余子 模 . 

证 明 设 工 是 M 的 真子 模 ， H K 是 极 大 子 模 ， 二 < K, 则 由 (9.13) 可 得 
L+RadM < K 4 M. o 

我 们 以 基 座 和 根 关于 直 和 也 有 很 好 的 性 质 来 结束 本 节 (关于 积 见 练习 (9.12).), 
这 是 因为 由 (8.18) 我 们 有 

9.19 命题 (Ma)oca 是 M 的 子 模 的 指标 集 ， HOM = @94Ma, WA 
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10. 


11. 


SocM = @aSocM, 和 RadM = @4RadMq. 口 


练习 9 
设 zM 是 Abel 群 . 
(1) 证 明 : SocM 是 由 阶 为 素数 的 元 素 生成 的 子 群 . ( 见 练习 (8.8).) 
(2) 证 明 : SocM 的 Zp - 齐 次 分 量 是 ra (p). 
(3) 设 ne N. 证 明 : Zn 是 半 单 的 当 且 仅 当 m 无 平方 因子 . ( 即 n 不 能 被 除了 1 以 外 的 其 他 
平方 数 整除 . ) 
设 2M È Abel 群 . 证 明 (1) MR zM 是 无 扭 的 , 则 有 SocM = 0. (2) 如 果 zM EHH, 
WA SocM < M. (3) MR zM 是 可 除 的 ， 则 有 RadM = M. 
计算 下 列 左 Z- 模 的 基 座 和 根 ， 
(1)Z; (2)Zn; (3)R; (A)Z ip; (5)Zpr- 
由 于 zZ 生成 zA (I (8.1)), 从 而 存在 满 同 态 f ZO  Q. 证 明 : Kerf = K 不 包含 在 
ZA 的 极 大 子 群 中 ， 可 推断 对 于 模 M, 由 RadM < M 不 能 推出 每 个 真子 模 都 包含 在 一 个 
极 大 子 模 中 . 
设 RR 是 由 域 上 2 x 2 上 三 角 和 矩阵 环 . 
(1) 计算 rR Al Re 的 基 座 和 根 . [注意 :这些 基 座 和 根 都 是 R 的 理想 ， 也 要 注意 它们 的 相 
似 性 和 不 相似 性 .] 
(2) 求证 R 有 两 个 不 同 构 的 单 模 ， 而 Soc(RR) 只 有 一 个 非 零 齐 次 分 量 . 
设 D SBR, A Mp 是 D 上 有 限 维 向 其 空间. 设 R= End(Mp). 证 明 ， 
(1) Rad(aR) = Rad(Rr) = 0. 
(2) Soc(rR) = Soc(Rr) = R. 
设 MEERA 证明， 下 列 条 件 等 价 : 
(a) M 是 半 单 的 ; 
(b) 对 于 每 个 K < M 和 每 个 RR- 同 态 S: K H, 都 存在 f 的 扩张 了: M 一 H; 
(c) 对 于 每 个 K < M 和 每 个 已- 同 态 9 : H 一 M/K, 都 存在 同 态 5: H — M 使 得 
g = Mg. 
设 (Ta)aea 和 (S58)ses 是 模 RM 的 单子 模 的 指标 集 . 证 明 : 如 果 (SD, Ta)A(Xp Se) #0, 
则 对 于 某 个 aE A A B E B, A Ta = Sp. 
设 M 和 N 是 左 R- 模 是: MN 是 满 同 态 ， 这 表明 可 能 有 Rad(N) g f(RadM). 
证 明 ， 如 果 M/RadM 是 半 单 的 ， 则 有 Rad(N) = f(RadM). 
设 M 是 左 R- 模 , HK < M. 证 明 ， 
(1) K = Rad(M) 当 且 仅 当 K < Rad(M), H. Rad(M/K) = 0. 
(2) K = Soc(M) ADU K > SocM, H SocK = K. 
(3) 如 果 K & M, Rad(M/K) = 0 WE K = RadM. 
(4) 如 果 K < M, Sock = K, N K = SocM. 
证 明 : RadM = 0 当 且 仅 当 M 是 单 模 的 亚 直 积 。 再 求证 ， 即 使 M 既 不 是 单 模 的 和 也 不 是 
单 模 的 积 ， 也 可 能 有 RadM = 0. 
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12， 求 证 ， 单 模 Mala € A) 的 积 [Ja Ma 不 一 定 是 半 单 的 。 GR: 设 K 是 域 , 且 R= KK 人， 
SU RR 是 单 模 的 积 ， 计 算 基 座 .] 
13. H T ERE R- AR = SocrR. WEH RR H T- FUE R 的 环 直 和 项 ， 而 且 作为 
环 ,RR 是 它 的 齐 次 分 量 的 直 和 . 
14. 称 模 M 是 上 半 单 的 , 如 果 M 的 每 个 子 模 都 是 极 大 子 模 的 交 ， 证 明 ， 
(1) M 是 上 半 单 的 当 且 仅 当 对 于 一 切 K < M, 有 Rad(M/K) = 0. 
(2) 上 半 单 模 的 每 个 子 模 和 每 个 商 模 都 是 上 半 单 的 . 
(3) 每 个 半 单 模 都 是 上 半 单 的 . 
(4) 如 果 R 是 布尔 环 ， 则 RR 是 上 半 单 的 . 求证， 上 半 单 模 不 一 定 是 半 单 的 。 (提示: 
KE ROP. W R/K 既是 布尔 环 又 是 R 的 商 模 应 用 练习 (7.16.3) 可 得 RR 
是 上 半 单 的 ， 关 于 (4), 在 练习 (9.12) 的 提示 中 设 K = Z2.] 
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我 们 已 经 知道 ， 生 成 集 的 概念 和 有 限 生成 集 的 概念 都 不 是 范畴 的 ， 也 没有 对 
偶然 而 ， 当 我 们 从 格 理论 和 范畴 的 角度 重新 闻 述 有 限 生 成 的 概念 时 ， 将 获得 一 个 
重要 的 对 偶 . 


有 限 生成 模 


设 of 是 由 M 的 子 模 构成 的 集合 ,， 且 .xf ER M, 称 模 M 是 有 限 生 成 的 , 如 果 
对 于 每 个 A, 都 存在 有 限 集合 多 C of ER M, 即 对 于 某 有 限 集 多 C of, 
由 于 or = MTE DF =M. 
这 并 不 是 一 个 新 的 概念 ， 它 只 是 我 们 熟悉 的 概念 的 一 个 重新 阐述 . 

10.1 命题 下 列 命题 关于 左 R- 模 是 等 价 的 : 

(a) M 是 有 限 生成 的 ; 

(b) 对 于 满足 M = Dy Imfa 的 每 个 集合 fa: Ua 一 M(a € A), 存在 有 限 集 
FC AHH M = Dp Imfa; 

(c) 对 于 每 个 指标 集 (Ua)ae4 和 满 同 态 BaUu 一 M 一 0, FEAM F C 4 和 
满 同 态 @rUa 一 M 一 0; 

(d) 生成 M 的 每 个 模 都 有 限 生 成 M; 

(e) M 包含 一 个 有 限 生成 集 . 

证 明 (a) 一 (b) 和 (c)>(d) 是 显然 的 . 

(b)=(c). 由 (6.8) 我 人 有 f: S4Ua > M 是 满 同 态 当 且 仅 当 Oy Im fia =M. 
而 且 显 然 有 fia: Ua 一 M(a € A). 

(d)=>(e). 可 由 (8.1) 得 . 

(e)=(a). 假设 {z1,…,zn} 是 M 中 的 一 个 有 限 生 成 集 ， zx 是 M 的 子 模 集 ， 
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且 满 足 M = Yo of, 则 对 于 每 个 zi, 都 存在 有 限 子 集 A C of 使 得 me DA. 令 
FFU UF, WF PAR. HT OF AM APR, HH OF 还 包含 M 
的 一 个 生成 集 , MMA OF = M, U M 是 有 限 生 成 的 . 口 


有 限 上 生成 模 


有 限 生 成 模 概 含有 一 个 明显 的 对 偶 . 称 M 是 有 限 上 生成 的 , 如 果 对 于 M 的 每 

个 子 模 集 of 和 某 个 有 限 集 F Co, 
由 Nf = 0 可 推出 mn 多 = 0. 

例如 ，Abel 群 忆 是 有 限 生成 的 但 不 是 有 限 上 生成 的 . 群 Zp~ 是 有 限 上 生成 的 
但 不 是 有 限 生成 的 . 

命题 10.1 中 只 有 四 个 条 件 有 对 偶 , 而 且 这 四 个 条 件 的 对 偶 只 有 三 个 是 等 价 的 . 
下 面 我 们 给 出 这 些 等 价 , 但 我 们 不 能 立即 给 出 下 面 (c)>(b) 的 证 明 , 此 证 明 将 在 818 
给 出 ( 见 (18.17)). 

10.2 命题 下 列 命题 关于 左 R- M 是 等 价 的 : 

(a) M 是 有 限 上 生成 的 ; 

(b) 对 于 满足 NaKerf。 = 0 的 每 个 集合 fa: M 一 Ua(a € A) ,存在 有 限 集 
F C A 使 得 NpKerfo =0; 

(c) 对 于 每 个 指标 集 (U。)aea 和 单 同 态 0 一 M 一 [Ia Ua, 都 存在 有 限 集 FC A 
和 单 同 态 0 一 M 一 TI Ua- 

证 明 (a)>(b) 是 显然 的 . 

(b)=>(a). BE {Mala € A} 是 M 的 子 模 ， maMa = 0. 对 自然 映射 fa: M 一 
M/Ma(a € A) 应 用 (b) 得 (a). 

(b) = (c). E f: M 一 TIa Ua 是 单 同 态 , 则 由 (6.2) 有 MaKer raf = 0. 因此 
由 (b) 知 存在 有 限 集 F C 4 使 得 Oe Ker raf = 0. 因此 再 由 (6.2) 可 得 rrj : M 一 
Ilr Ze 是 单 同 态 . 

(c)=>(b). 这 个 证 明 我 们 放 到 (18.17) 中 ， 也 可 见 练习 (10.4). 

10.3 推论 如 果 M 是 有 限 上 生成 的 ， 则 上 生成 M 的 每 个 模 都 有 限 上 生成 M. 

证 明 由 (10.2) 中 的 (b)=(c) 即 可 . 口 

(10.3) 中 陈述 的 有 限 上 生成 模 的 性 质 是 (10.1.4) 的 对 偶然 而 ， 它 不 能 刻画 有 
限 上 生成 模 . 例如 , Abel HE @pZ 不 是 有 限 上 生成 的 ， 但 上 生成 它 的 每 个 群 都 有 限 
EERE ( 见 练习 (10.2).). 这 一 事实 使 定理 的 对 侦 趾 定理 这 一 对 侦 原 理 无 效 . (10.1) 
中 的 (d)=>(a) 在 范畴 AM 中 不 是 一 个 定理 ， 这 是 因为 为 了 得 到 它 ， 需 要 非 范畴 命 
题 (10.1.e) 的 内 容 . (10.1.e) 的 一 个 内 容 就 是 RR 是 RM 中 的 有 限 生成 的 生成 子 , 而 
ALS RM 有 有 限 上 生成 的 上 生成 子 时 ，(10.3) 的 逆 命 题 在 RM 中 是 正确 的 ( 见 练习 
(10.3).). 
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根 和 基 座 的 作用 


下 面 我 们 给 出 有 限 生成 模 和 有 限 上 生成 模 的 基本 刻画 ， 它 们 表明 “有 限 生 成 
的 ”和 “有 限 上 生成 的 ”分 别 由 根 和 基 座 确定 . 

10.4 定理 设 M 是 左 R- 模 ， 则 

(1) M 是 有 限 生成 的 当 且 仅 当 M/RadM 是 有 限 生成 的 ， 且 自然 满 同 态 


M — M/RadM > 0 


是 多 余 的 ( 即 RadM « M). 
(2) M 是 有 限 上 生成 的 当 且 仅 当 SocM 是 有 限 上 生成 的 ， 且 包含 映射 


0 一 SocM 一 M 


是 本 质 的 ( 即 SocM <M). 

证 明 我 们 只 证 明 (2), (1) 的 证 明 是 对 侦 的 . 

(全 )， 显 然 有 限 上 生成 模 的 子 模 是 有 限 上 生成 的 ， 因 此 只 需 证 明 如 果 M 是 有 
限 上 生成 的 ， 则 有 SocM <M. 假设 K <M 满足 (SocM)n 天 = 0, 现 在 SocM 是 
M 的 一 切 本 质子 模 的 交 ( 见 (9.7)), 因此 由 于 M 是 有 限 上 生成 的 ， 从 而 存在 M 的 
本 质子 模 Li, Ln 使 得 N- LA OK =0. H LNN La IM (W (5.16.2)), 
因此 有 天 = 0. 

(=). 设 SocM 是 有 限 上 生成 的 ， 且 它 在 M 中 是 本 质 的 . 设 of 是 由 M 的 子 
模 构成 的 任意 集 ， 且 门 双 = 0, 则 有 Mi(4nSocM)14e of} = 0. 由 此 可 推出 对 于 
RE 41,…, An eS, A 


(41 NN An) N (SoeM) = (A1 N SoeM) N --- N (An N SocM) = 0. 


{E SocM 9M, AIEA AN- --NAn =0. oO 
10.5 推论 设 M 是 非 零 模 . 
(1) 如 果 M 是 有 限 生 成 的 ， 则 M 有 极 大 子 模 ; 
(2) 如 果 M 是 有 限 上 生成 的 ， 则 M 有 极 小 子 模 . 口 
对 于 半 单 模 ， 有 限 上 生成 和 有 限 生成 这 两 个 概念 是 等 价 的 ， 而 且 我 们 有 
10.6 命题 下 列 命题 关于 半 单 模 M 是 等 价 的 : 
(a) M 是 有 限 上 生成 的 ; 
(b) M =T, @ -+ OT, HPT 是 单 的 (i = 1,…,n); 
(c) M 是 有 限 生成 的 . 
证 明 (a) (b). Bi (a) 成 立 ， 由 于 显然 M 可 以 嵌入 到 单 模 的 积 中 ， 而 且 
(10.2.c) 是 成 立 的 ， 从 而 M 可 嵌入 到 有 限 多 个 单 模 的 积 中 . 再 应 用 (9.4) 即 可 . 
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(b)=>(c). 假设 (b) 成 立 ， 从 而 显然 M 有 有 限 生 成 集 ， 再 应 用 (10.1) 即 可 . 

(c)>(a). 假设 (c) 成 立 , 由 于 M 是 半 单 的 ， 从 而 它 是 由 单子 模 生 成 的 . 因此 由 
(c) 知 它 是 由 单子 模 的 有 限 集 Ti, ---, Tn 生成 的 . 我 们 用 归纳 法 证 明 (a). 显然 如 果 
n=1, N) M EH, 且 是 有 限 上 生成 的 . 归纳 假设 n> 1, 且 由 少 于 nn 个 单子 模 生 
成 的 任意 模 都 是 有 限 上 生成 的 . 现在 假设 of 是 M 的 子 模 集 ， 且 满足 Nf = 0. 从 
而 对 于 某 个 LE of, HTL =O. 由 (9-4) HL = S- D Sm, 其 中 每 个 5; 都 是 
FH, m<n. G A ={NOL|N EA}, W A LATAR, HWE NA = 0. 
从 而 对 于 某 个 有 限 集 {Ni,…, Ne} ES A, A 


ZnmNnnNx=0 


且 M 是 有 限 上 生成 的 . 口 

(10.6) 和 (10.4.2) 联合 起 来 便 确 定 了 有 限 上 生成 模 的 下 列 刻画 . 

10.7 命题 模 是 有 限 上 生成 的 当 且 仅 当 它 的 基 座 既是 本 质 的 又 是 有 限 生成 的 . 

口 

由 定义 可 得 如 果 M 是 有 限 生成 的 (有限 上 生成 的 ), 则 M 的 商 模 (TRE) 亦 然 . 
从 而 我 们 立即 有 下 面 结果 中 条 件 的 必要 性 . 

10.8 命题 设 M= Mi@…@Mn, 则 AM 是 有 限 生 成 的 (有 限 上 生成 的 ) 当 且 
仅 当 每 个 Mi(i = 1,…,n) 都 是 有 限 生成 的 (有限 上 生成 的 ). 

证 明 由 于 Mi(i = 1,…,n) 的 生成 集 的 并 是 M 的 一 个 生成 集 ， 从 而 有 限 生成 
的 情形 可 由 (10.1) 得 . 因此 只 需 证 明 如 果 Mi(i = 1,…,n) 是 有 限 上 生成 的 ， 则 M 
亦 然 . 我 们 知道 (9.19) 


SocM = (SocM1) ® ++» @ (SocMn). 


由 于 每 个 M 都 是 有 限 上 生成 的 ， 从 而 由 (10.7) 知 每 个 SoM: 都 是 有 限 生成 的 ， 

因此 由 (10.8) 关于 有 限 生成 的 必要 性 得 SocM 是 有 限 生 成 的 . 由 (10.7) 还 可 得 
SocMi < Mj, 因此 由 (6.17) 知 SocM SM. 最 后 再 应 用 (10.7) 可 得 M 是 有 限 上 生成 
的 . Bl 


链 条 件 


每 个 子 模 (每 个 商 模 ) 都 是 有 限 生成 (有 限 上 生成 ) 模 的 模 可 由 某 些 “ 链 条 件 ” 
刻画 . 一 般 地 ,不 能 由 这 些 有 限 性 条 件 中 的 一 个 推出 男 一 个 ， 尽管 在 某 些 十 分 特殊 
的 情形 下 它们 可 能 是 等 价 的 .例如 ,Z 的 子 模 是 有 限 生成 的 ,Zp 的 商 模 是 有 限 上 
生成 的 ， 称 M 的 子 模 集 色 满足 升 链条 件 , 如 果 对 于 .多 中 的 每 个 链 


Lı S L2 S-S Ln- 
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都 存在 n, 使 得 Lari = Ln(i = 1,2,…). 关于 降 链条 件 我 们 只 需 改 变 不 等 式 的 方向 
即 可 ( 见 练习 (10.9).). ' 

称 模 M 是 Noether 模 , 如 果 M 的 一 切 子 模 格 .7(M) 满足 升 链条 件 ， 称 模 M 
是 4rtin 模 , 如 果 Z(M) 满足 降 链条 件 . 

10.9 命题 关于 模 M, 下 列 命题 是 等 价 的 : 

(a) M 是 Noether 的 ; 

(b) M 的 每 个 子 模 都 是 有 限 生 成 的 ; 

(c) 由 M 的 子 模 构成 的 每 个 非 空 集 都 有 极 大 元 . 口 

由 于 此 命题 的 证 明 与 下 个 命题 的 证 明 对 偶 ， 从 而 我 们 忽略 其 证 明 . 

10.10 命题 关于 模 M, 下 列 命 题 等 价 : 

(a) M 是 Artin 的 ; 

(b) M 的 每 个 商 模 都 是 有 限 上 生成 的 ; 

(c) 由 M 的 子 模 构 成 的 每 个 非 空 集 都 有 极 小 元 . 

证 明 (a) 坟 (c). 设 of 是 由 M 的 子 模 构 成 的 非 空 集 ， 假 设 of 没有 极 小 元 ， 则 
对 于 每 个 上 € of, RA {L € of | 1 < 工 } 非 室 ， 从 而 由 选择 公理 (0.2) 知 ， 存 在 函 
B L= L 使 得 对 于 每 个 Le of, AT L > L!. BLL € of, MI 


LSD SD >. 


是 由 M 的 子 模 构 成 的 无 限 降 链 . 
(c)=>(b). 假设 (c) 成 立 ， 由 (2.9) 我 们 只 需 证 明 ， 如 果 天 <M, of 是 由 MM 的 
子 模 构成 的 集 族 ， 且 满足 K = O07, 则 对 于 某 个 有 限 子 集 FCA, 有 天 = mg. 令 
P= {NF | F C wf 是 有 限 的 }, 则 由 (c) 8, P 有 极 小 元 , 即 mn 多 . 显然 有 KK = mi 多. 
(b)=>(a). 假设 (b) RE, AM 有 由 其 子 模 构成 的 一 个 降 链 ， 


1 


令 天 = nsLw 由 于 M/K 是 有 限 上 生成 的 , 从 而 必 存 在 菜 个 使 得 K = Ln. ave 
Ini = Ln(i = 1,2,++-). 

10.11 推论 设 M 是 非 零 模 . 

(1) 如 果 M 是 Artin 模 ， 则 M 有 单子 模 ， 事实 上 , SocM 是 本 质子 模 . 

(2) 如 果 M 是 Noether 模 ， 则 M ARATE. 4b, RadM 是 多 余子 模 . 


口 
10.12 命题 设 
0 一 天 一 M 一 六 一 0 


EE R- 模 的 正 合 列 ， 则 M 是 Artin 模 (Noether 模 ) 当 目 仅 当 天 和 N 都 是 Artin 
模 (Nother 模 ). 
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证 明 设 M 是 Artin 模 . 由 于 KK 同 构 于 M 的 子 模 ,从 而 由 定义 知 K 是 Artin 
模 . N 的 每 个 商 模 都 同 构 于 M 的 商 模 (3.7), 因此 由 (10.10) 知 N 是 Artin 模 . 

KZ, 假定 K 和 N 都 是 Artin $. FEM 是 Artin 模 ， 显然 我 们 可 以 假设 
KgsM,M/K=N. 设 


Ee eee 
是 由 M 的 子 模 构 成 的 一 个 降 链 ， 由 于 M/K = N 是 Artin 模 ， 从 而 存在 整数 mm 使 
+ Im+K =LImyitK (i=1,2,---). 
由 于 天 是 Artin 模 ， 从 而 存在 整数 n> m 使 得 
InN K =IngiNK (i =1,2,-+-). 
因此 利用 模 律 和 Ln > Zn+i 对 每 个 = 1,2,…, 我 人 有 


= Ln N (Ln + K) = Ln N (Lnyi + K) 
= Init (Ln N K) = Lntit (nti N K) = Lnti. 


因此 M 是 Artin 的 . 对 Noether 模 的 证 明 是 它 的 对 偶 . 口 

10.13 推论 设 M= Mi@…@Mn, 则 M 2 Artin Hy (Noether 的 ) re 
个 Mili = 1,2,…,n) 都 是 Artin 的 (Noether 的 ). 

Artin tm Noether 模 的 一 个 十 分 重要 的 性 质 是 它们 有 一 sania 
直 和 分 解 . 然而 注意 有 限 生成 模 不 一 定 有 有 限 而 不 可 分 解 的 直 和 分 解 例如， 如果 
R 是 无 限 多 个 域 的 积 ， 则 RR 是 循环 的 ， 但 它 没有 不 可 分 解 的 分 解 ( 见 练习 (7.8).). 

10.14 命题 设 M AREA, 且 M 在 直 和 项 上 或 者 有 升 链条 件 ， 或 者 有 降 链 
条 件 (例如 ， 如 果 M 是 Artin 模 或 Noether 模 ), 则 M 是 由 不 可 分 解 子 模 构 成 的 有 
限 集 的 直 和 : 

M = Mi@®:…® Mn. 


证 明 对 于 没有 有 限 而 不 可 分 解 的 分 解 的 每 个 非 零 模 M, 选择 一 个 真 分 解 
M=N'@M', 
使 得 M' 没有 有 限 而 不 可 分 解 的 分 解 ， 假 设 M 是 非 零 的 ， 且 它 不 是 不 可 分 解 模 的 


有 限 直 和 ， 则 
M =N'@M', M'=N" eeM 
是 真 分 解 的 一 个 序列 .因此 存在 M 的 直 和 项 的 无 限 链 : 
N'<N'QN" <. 和 M>M’>M">d..., 口 
关于 半 单 模 ， 下 列 前 四 个 有 限 条 件 等 价 . 
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10.15 命题 对 于 每 个 模 M, 下 列 命题 等 价 : 

(a) RadM = 0, H. M Æ Artin 模 ; 

(b) RadM = 0, H. M 是 有 限 上 生成 的 ; 

(c) M 既是 半 单 的 又 是 有 限 生成 的 ; 

(d) M 既是 半 单 模 又 是 Noether 模 ; 

(e) M 是 由 单子 模 构成 的 有 限 集 的 直 和 和. 

证 明 (a)=>(b) 和 (d)=>(c) 可 分 别 由 命题 (10.10) 和 (10.9) 立即 得 出 . 

(b)=>(c). 假设 (b) 成 立 ， 由 (9.16) 和 (10.2.c) 知 M 同 构 于 单 模 的 有 限 积 P 的 
子 模 ， 由 于 此 积 必 是 一 个 直 和 (6.12), 从 而 P 是 半 单 的 ， 再 应 用 (9.4) 即 可 . 

(c)<>(e). 由 命题 10.6 可 得 . 

(e)=(a) 和 (e)=>(d). 假设 (e) 成 立 , 则 M 是 半 单 的 , 由 (9.16) 我 们 有 RadM = 0. 
显然 单 模 既 是 Artin 模 又 是 Nocther 模 . 再 应 用 (10.13) 即 可 . 

10.16 推论 对 于 半 单 模 M, 下 列 命题 等 价 : 

(a) M 是 Artin Bt, 

(b) M 是 Noether 模 ; 

(c) M 是 有 限 生 成 的 ; 

(d) M 是 有 限 上 生成 的 . 口 


环 的 链条 件 


WI R Je 左 4rtin 环 ( 右 4rtin 环 ), 如 果 左 ( 右 ) ENH RR(RR) 是 Artin 模 . 
称 环 是 Artin, 如 果 它 既是 左 Artin 环 又 是 右 Artin 环 ， 即 如 果 RR 和 Re 都 是 
Artin 模 ， 左 Noether 环 , 右 Noether 环 和 Noether 环 的 概念 都 可 根据 正则 模 RR 和 
Rr 类 似 地 定义 . 
a b 
[| 


易 见 由 一 切 2 x 2 = fey iE 
EF a,b E R, y € Q, 构成 的 环 R BEEZ Artin 环 又 是 左 Noether 环 ， 但 它 既 不 是 右 
Artin 环 也 不 是 右 Noether 环 ,Z 是 Noether 环 但 不 是 Artin 环 ， 然 而 在 815 中 我 们 
将 证 明 每 个 ( 左 )Artin 环 都 是 ( 左 )Noether 环 . 

10.17 命题 设 R 或 者 是 左 Artin 环 ， 或 者 是 右 Artin 环 ， 或 者 是 左 Noether 
环 ， 或 者 是 右 Noether 环 ， 则 R 有 作为 不 可 分 解 环 的 环 直 和 的 块 分 解 


R=Rii---4Rn. 


证 明 由 (10.14) 和 (7.5) 4 , R APN ERO ARSE. E 
(7.9) 即 可 . a 
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注意 , 如 果 REE Artin 环 或 者 是 右 Artin 环 ， 则 显然 地 ，RRR 是 Artin 模 ， 
即 环 RR 在 (两 边 ) 理想 上 有 降 链 条 件 ， 另 一 方面 ， 即 使 环 R 在 理想 上 有 降 链条 件 ， 
它 也 可 能 既 不 是 左 Artin 环 也 不 是 右 Artin W. 事实 上 ( 见 练习 (10.14)), 存在 不 是 
Artin 环 的 单 环 . 
10.18 命题 关于 每 个 环 R, 下 列 命题 等 价 : 
(a) R 是 左 Artin 环 ; 
(b) R HÈ Artin 模 的 生成 子 RG; 
(c) 每 个 有 限 生成 的 左 R- 模 都 是 Artin 模 ; 
(d) 每 个 有 限 生 成 的 左 R- 模 都 是 有 限 上 生成 的 . 
证 明 (a)>(b). 由 于 RR 是 生成 子 (8.8), 从 而 可 得 (b). 
(b)=>(c). 假设 (b) 成 立 ， 对 于 每 个 有 限 集 F, 由 (10.13) 我 们 知 GO 是 Artin 
环 ， 如 果 M 是 有 限 生成 的 ， 则 由 (10.1.d) 知 对 于 某 个 有 限 集 F, M 同 构 于 GO 的 
商 环 ， 再 应 用 (10.12) 可 得 M 是 Artin 模 . 
(c)=>(d). FY pH (10.10) 立即 得 出 . 
“(d)=>(0). 假设 (d) 成 立 . 由 于 rR 是 有 限 生成 的 ， 从 而 rR 的 每 个 商 模 亦 然 . 
因此 由 (d) 得 rR 的 每 个 商 模 都 是 有 限 上 生成 的 ， 再 应 用 (10.10) 即 可 . 口 
下 列 结果 的 证 明 类 似 于 (10.18) 的 证 明 ， 因 此 我 们 省 略 它 . 
10.19 命题 关于 每 个 环 R, 下 列 命题 等 价 : 
(a) RR 是 左 Noether 环 ; 
(b) R 有 是 Noether 模 的 生成 子 nG; 
(c) 每 个 有 限 生 成 的 左 R- 模 都 是 Noether 模 ; 
(d) 有 限 生成 的 左 R- 模 的 每 个 子 模 都 是 有 限 生 成 的 . 口 


练 习 10 


1. (1) WEA: 如 果 RM 是 有 限 生 成 的 (有限 上 生成 的 ), 则 M 的 每 个 商 模 (FR) 亦 然 . 
(2) 给 出 子 模 不 是 有 限 生 成 的 有 限 生 成 模 的 一 个 例子 、 (事实 上 ， 它 是 一 个 循环 模 ). 

2， 证 明 ， 上 生成 M = @eZp 的 每 个 Z- 模 都 有 限 上 生成 M, 但 M 不 是 有 限 上 生成 的 . 

3. (1) BR BS, HOR 有 有 限 上 生成 的 上 生成 子 nC， 证明 关于 rM, 下 列 条 件 等 价 ， 
9 M 是 有 限 上 生成 的 . (b) 上 生成 M 的 每 个 模 都 有 限 上 生成 M. (c) 存在 单 同 态 M 一 
CW (ne N); 

(2) 证 明 ， 如 果 已 是 环 , (Tn)nen 是 由 两 两 不 同 构 的 单 模 构成 的 无 限 集 ， 则 M = nTn 满 
Æ (Lb), 但 它 不 是 有 限 上 生成 的 ， (2) 是 练习 (10.2) 的 推广 . 

4. 稍微 改变 推论 (10.3) 的 条 件 便 可 刻画 有 限 上 生成 模 . WEH :RM 是 有 限 上 生成 的 当 且 仅 当 
对 于 每 个 模 U 和 每 个 集合 A, 如 果 存 在 单 同 态 f: M 一 U^, RE FCA 
使 得 rr ef : M 一 UP RRRS. ER (=) 假设 Ma < M, Na Ma = 0, 4 
SetU = TIA M/Ma, 并 且 考虑 某 个 单 同 态 M 一 U4 .] 
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5. 


10. 


11. 


证 明 :RM 是 有 限 生成 的 当 且 仅 当 对 于 M 的 真子 模 的 每 个 链 C, 它 的 并 UC 也 是 真子 模 . 
Wea: 假设 M 的 子 模 满足 条 件 ， 考虑 集合 2={K <M | M/K 不 是 有 限 生成 的 }. 如 果 
多 = 2, 则 电子 模 链 上 的 条 件 可 推出 人 有 极 大 元 ， 设 为 N( 为 什么 ? ). 但 如 果 ze M\N, 
且 N € 9, 则 N+ Ro 也 在 多 中 ,这 将 导致 矛盾 . 因此 由 于 M ¢ 9, 从 而 必 有 = ø.) 
证 明 :rn M 是 有 限 上 生成 的 当 且 仅 当 对 于 M 的 非 零 子 模 的 每 个 链 C, CHENE 不 是 
E. ER 假设 M 不 是 有 限 上 生成 的 ， 则 存在 由 子 模 构成 的 集合 oz, sz 关于 Nf = 0 和 
OF £0 (一 切 有 限 的 F C of) 是 极 大 的 . 设 多 是 of 中 的 一 个 极 大 链 ， 如 果 mn 多 40, 则 
由 于 of 关于 有 限 交 是 封闭 的 ， 从 而 有 mg E] 
Wo: Q RESAS, 且 M 是 左 R- BL, WA o, M 是 左 Q - BE ( 见 练习 (4.15)). 证 
H MR gM 是 Artin 模 或 是 Noether 模 ， 则 RM 亦 然 ， 还 可 推断 如 果 RIER Q 上 的 
有 限 维 代数 (经 6), 则 下 列 条 件 等 价 ，(a) RM 既是 Artin 模 也 是 Noether 模 ，(b) RM 是 
有 限 生成 的 ;(c) qM 是 有 限 维 的 . 
设 Mr 是 非 零 齐 次 半 单 模 (例如 ， 向 量 空间 ), 且 设 S = End(Ma), WEA: (1) 集合 U = 
{7 €S | Im y 是 有 限 生成 的 } 是 S 的 唯一 最 小 非 零 理想 . | 提示 : MR Ti, Th 是 M 的 单 
子 模 ， 则 由 M 的 齐 次 性 和 练习 (9.7) 知 ， 存 在 e = e? ESM fe S WIR eiM = Ti, H 
(ezfer | Ti): Ti 一 Ta 是 同 构 .] 
(2) Soc(sS) = Soc(Ss) = U, H Rad(sS) = Rad(Ss) = 0. 
称 偏 序 集 (P, <) 满足 FE (BE) 链条 件 , 如 果 在 已 中 不 存在 无 限 真 升 ( 降 ) 链 ol < aa < as < 
(al >aa >as>…). 
(1) 证 明 : 偏 序 集 P 满足 升 ( 降 ) 链条 件 当 且 仅 当 它 满足 极 大 ( 极 小 ) 条 件 ( 即 PP 的 每 个 非 空 
子 集 都 含有 极 大 (BUN) 元 ). 
(2) 应 用 (1) 可 得 (10.14) 的 另 一 种 证 明 ，[ 提 示 : 如 果 M 在 直 和 项 上 有 升 链条 件 , 设 多 是 由 
M 中 有 有 限 不 可 分 解 的 分 解 的 直 和 项 构成 的 集合 . 设 N e 多 是 极 大 的 , HM = N @N'， 
其 中 N' AO. 由 N 的 真 直 和 项 构成 的 集合 P ARKEN, HAFEN” #0, 有 
N'=N" ON" 考虑 N@N” | 
(1) 称 最 大 元 为 v 的 格 上 有 有 限 最 小 上 界 性 质 ( 简 记 为 FIP), 如 果 最 小 上 界 为 u 的 每 个 子 集 
A 都 有 有 限 子 集 多 ,使 得 u 是 其 最 小 上 界 . 证 明 : 有 升 链 条 件 当 且 仅 当 对 于 每 个 ae L, 
子 格 

a ={reL|z<a) 
有 PSP. 
(2) 称 最 小 元 为 0 的 格 L 有 有 限 最 大 下 界 性 质 ( 简 记 为 FMP), 如 果 它 的 对 偶 有 FIP. 证 
明 : L 有 升 链条 件 当 且 仅 当 对 于 每 个 ae L, FH 


af+={zerlz>al 


有 FMP. 提示 : 由 (1) 得 ! | 

证 明 ， 下 列 命题 关于 非 零 模 等 价 : 

(a) 由 M 的 直 和 项 构成 的 集合 有 升 链条 件 ; 
(b) 由 M 的 直 和 项 构成 的 集合 有 降 链 条 件 ; 
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12. 


13. 


14. 


15. 
16. 


(c) End(RM) 没有 由 非 零 寡 等 元 构成 的 无 限 正 交 集 . 

(提示 : (a) & (b) 可 参见 练习 (10.9). 关于 (c) > (b), 假设 M = Lo > Lı > La > 是 直 
和 项 构成 的 链 ， 则 对 于 每 个 n, 有 M = Ki 8O Kn O Ln, HP Kn @ Ln = Ln-1. Hen 
是 此 分 解 中 Kn FEST. | 

设 RR 是 域 Q 上 由 一 切 N 阶 行 有 限 矩 阵 A = [amn] 构成 的 集合 ， 且 对 于 所 有 m 和 m 有 
amm = Qnn( 即 对 角 线 处 值 为 常数 ), 如 果 m A1 Bom én, WE amn = 0 ( 即 只 有 第 一 行 
和 对 角 线 上 的 值 是 非 零 的 ). 

(1) HERR: RR 是 域 Q 上 由 一 切 N 阶 行 有 限 和 矩阵 的 Q 代数 RFM: (Q) 的 子 代 数 ， [注意 ， 
忆 同 构 于 多 项 式 环 Q|X, X?,… ] 模 去 由 一 切 XX lij = 1,2,…) 生成 的 理想 所 得 到 之 商 
环 ， 其 中 Xi1,X2,… 为 “NN 个 未 定 元 ".] 

(2) 证 明 : R 是 交换 的 局 部 环 ( 即 R 有 唯一 极 大 理想 ). 

(3) 证 明 :RR 是 有 限 生成 的 ， 但 它 不 是 Noether 模 . [提示 ， 如 果 J 是 唯一 极 大 理想 ， 则 
nJ 不 是 Noether 的 .] 

(4) 设 M 是 左 R- BE Home(Rr,Q)(R (4.4)). 证 明 : M 是 有 限 上 生成 的 , 但 它 不 是 Artin 
模 . 提示: 由 满足 J < Kerf 的 一 切 fE M 构成 的 集合 K 是 RM 的 唯一 极 小 子 模 ， 且 


A KIM) 
a b 
or] 


设 中 是 一 切 上 三 角 和 矩阵 

其 中 a,b ER, 7 EQ, 构成 的 环 .证明 : 尽 是 左 Artin HAE Noether 环 但 不 是 右 Noether 
环 也 不 是 右 Artin 环 . 

BE Q 是 域 ,mn EN. 对 于 每 个 AE Mn(@), 设 D(A) HQ EN x N 和 矩阵， 我 们 给 出 D(A) 
的 分 块 形式 ， 


D(A) = 


对 于 A € Mn(Q) 和 ne N, BR Eh D(A) 构成 的 集合 . 

(1) 证 明 : R 是 环 CFMN(@) 的 单子 环 ， 其 中 CFMn(Q) 是 Q EIERE. 

(2) 证 明 :RR 既 不 满足 关于 直 和 项 的 升 链条 件 也 不 满足 关于 直 和 项 的 降 链条 件 。 (提示: 在 
降 链 的 情形 中 ， 考 虑 短 等 元 En 其 中 (i,j) 元 为 di2n6;2n.] 

(3) 可 推断 RR EX QERB 但 它 不 是 有 限 维 的 也 不 是 除 环 . 

证 明 : 每 个 有 限 上 生成 模 都 有 有 限 的 不 可 分 解 的 分 解 . 

(1) 证 明 ， 关 于 布尔 环 ， “下列 条 件 等 价 ， 

(a) RÆ Artin; (b) RE Noether S; (c) R 是 有 限 的 ，(d)R 是 半 单 的 ， 提 示 : 如 果 
已 不 是 有 限 的 ， 则 对 于 每 个 0 关 a € R, 或 者 环 Ra RAI RO — a) 必 有 一 个 不 是 有 限 的 .] 
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(2) HEAR: 如 果 RM 是 布尔 环 已 上 的 Artin 模 或 Noether 模 ， 则 M 是 半 单 的 . 
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假设 M 是 非 零 模 ， 且 M 的 每 个 非 零 子 模 都 有 极 大 子 模 . 例如 ， 据 (10.11) 和 
(10.12) 知 每 个 非 零 的 Noether 模 都 有 此 性 质 . 给 了 具有 此 性 质 的 模 M, 则 它 有 极 大 
FR Mi, 而且 M 或 者 为 0 或 者 有 极 大 子 模 M. 显然 每 个 这 样 的 过 程 都 会 得 到 子 
模 的 一 个 无 限 降 链 

M> Mi> M2>.., 


其 中 每 项 都 是 它 前 一 项 的 极 大 子 模 ， 或 者 存在 有 限 降 链 
M>M,>M2>--->M,=0, 


其 中 每 项 都 是 它 前 一 项 的 极 大 子 模 ， 注 意 ， 如 果 M 是 Artin 模 ， 则 只 令 发 生 后 者 
的 情形 . 

类 似 地 ， 如 果 M 是 非 零 模 ， 目 它 的 每 个 非 零 商 模 都 有 单子 模 (例如 ， 如 果 M 
是 Artin 模 ), 则 存在 M 的 子 模 升 链 


0<L<L2<., 
其 中 每 一 项 是 它 后 一 项 的 极 大 子 模 . 如 果 M 是 Noether 模 ， 则 此 链 一 定 在 有 限 步 


后 停 下 来 ， 即 对 于 某 个 n, 有 Ln =M. 
由 上 述 子 模 链 的 存在 性 ， 我 们 可 以 证 明 向 量 空间 维 数 的 许多 算术 性 质 . 


合 成 列 
设 M 是 非 零 模 ， 称 M 的 nt 1 个子 模 构成 的 有 限 链 
M=Mo>M.>-:->M,=0 


为 M 中 长 度 为 "的 合成 列 , 如 果 M;-1/M: 是 单 的 (i = 1,2,…,n), 即 如 果 此 链 的 每 
一 项 都 是 它 前 一 项 的 极 大 子 模 . 注意 , 如 果 一 个 模 既 是 Artin 模 又 是 Noether 模 , Jl 
它 有 上 述 合成 列 . 实际 上 ， 有 合成 列 的 非 零 模 一 定 既是 Artin 模 又 是 Noether 模 . 
11.1 命题 HPR M 有 合成 列 当 上 且 仅 当 M 既是 Artin 模 又 是 Noether 模 . 
证 明 由 上 面 的 讨论 我 们 只 需 证 明 必要 性 ， 因 此 假设 M 有 合成 列 ， 设 一 切 这 
样 的 合成 列 的 极 小 长 度 为 n, 我 们 对 n 进行 归纳 假设 显然， 如 果 n=1, N M 是 
单 的 ， 从 而 结论 成 立 ， 另 一 方面 ， 如 果 


M=M)>M,>--->M,=0 
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是 M 中 极 小 长 度 的 合成 列 ， 则 M 有 长 度 为 n 一 1 HARI, H M/M 是 单 的 . 再 
应 用 (10.12) BDAY. o 
11.2 推论 设 K,M 和 NN 是 非 零 模 ， 且 假设 存在 同 态 的 正 合 列 


0 一 天 一 M 一 六 一 0， 


N M 有 合成 列 当 上 且 仅 当 K 和 N 都 是 合成 列 . 

证 明 由 (10.12) 和 (11.1) 立即 可 得 . 口 

在 本 节 的 后 面 我 们 将 再 次 回 到 这 个 推论 上 来 , 将 会 得 到 它 在 某 一 方向 上 的 敏锐 
形式 ， 此 形式 是 所 涉及 的 模 的 某 些 算术 性 质 的 基础 . 

现在 设 M 是 任意 模 ， 工 和 M. EÈ LESA M 的 合成 列 中 的 项 ， 如 果 工 有 
极 大 子 模 K, 则 称 单 模 L/K 是 M 的 合成 因子 ， 而且， 如 果 M 有 合成 列 


M= Mo> Mi>:.….> Mn=0, 
则 单 模 
Mo/Mi, Mı/M2, ---;Mn—i/Mn 
称 为 此 合成 列 的 合成 因子 ， 如果 M 还 有 另外 一 个 合成 列 
M=No>M,>--->Np=0, 
满足 n= p, 且 存 在 {1,2,…,n} ABER o 使 得 
Mi/Miri = Nowy/Noviy41 (i=1,2, n), 


则 称 这 两 个 合成 列 等 价 ， 应 当 注意 ， 此 等 价 性 只 意味 着 对 于 每 个 单 R- BET, 在 一 
个 合成 列 的 合成 因子 序列 中 ， 与 了 同 构 的 项 数 和 在 另 一 个 合成 列 的 合成 因子 序列 
中 ,与 了 同 构 的 项 数 相等 . 
11.3 定理 [Jordan — Hölder) 设 模 M 有 合成 列 , 则 M 的 每 对 合成 列 都 等 价 . 
证 明 如 果 M 有 合成 列 ， 则 我 们 用 (M) 表示 此 合成 列 的 极 小 长 度 ， 我 们 对 
c(M) 进行 归纳 假设 ， 显 然 ， 如 果 c(M) = 1, 则 结论 成 立 ， 因 此 假设 c(M) =n > 1 
且 对 于 有 长 度 小 于 n 的 合成 列 的 任意 模 ， 它 的 一 切合 成 列 都 等 价 . 设 


可 


(1) M=Mo>M>:……>M,n=0 
是 M 中 极 小 长 度 的 合成 列 ， 且 设 
(2) M=No>N,>--->N,=0 


是 M 的 另 一 个 合成 列 . 如 果 Mi = Ni, 则 由 归纳 假设 知 由 于 (My) < n 一 1, 从 而 
这 两 个 合成 列 等 价 ， 因 此 我 们 可 以 假设 M 关 Ni. 由 于 Mi 是 M 的 极 大 子 模 ， 从 
而 我 们 有 Mi + Na = M, 因此 由 (3.7.3) 得 
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(3) M/M; = (Mı + Nı)/Mı Ni/(MiN Ni), 
E 
(4) M/N: = (Mi + Ni)/M1 = Mı/(M NM), 
从 而 Min Ni 在 Mi 和 Ni 中 都 是 极 大 的 ， 由 (11.2) 得 ， Ma n Ni 有 合成 列 


MAN = Lo > Lı >- > Lp =0. 
这 样 ， 
Mı > Lo >: > Lp =90 
和 
Ni>Io>…>z=0 


分 别 是 My 和 Ni 的 合成 列 . 由 于 (M) < n,Mi 的 每 两 个 合成 列 都 等 价 ， 因 此 合 
成 列 
M=M>aM>Ma>…>Mn=0 


和 
M=My>Mi>Lo>-:->Le=0 
是 等 价 的 特别 地 ， 由 大 < 对 一 1 显然 有 c(N1) < n, 从 而 由 归纳 假设 知 Ni 的 每 两 
个 合成 列 都 等 价 ， 因 此 合成 列 
M=No>N>N>:...>N,=0 
和 
M=No>N>Lo>:.……>L:=0 
等 价 ， 正如 在 (3) 和 (4) 中 所 见 ， 有 


M/M; © Ni/Lo, M/N; ¥ Mi/Lo. 
所 以 (1) 和 (2) 等 价 , 这 便 完成 了 证 明 . 口 
合成 长 度 


Jordan-H6lder 定理 的 一 个 推论 是 : 对 于 有 合成 列 的 任意 模 ， 它 的 一 切合 成 列 
都 有 相同 的 长 度 . 如 果 模 M 既是 Artin 模 又 是 Noether 模 ， 我 们 称 M 为 有 限 长 度 
的 模 . 正如 我 们 所 见 ， 对 于 有 限 长 度 的 模 M, 我 们 可 以 由 
0,M=0, 


(M=) nM 有 长 度 为 上 的 合成 列 


+ 130 - 第 三 章 MARERE 


定义 它 的 (合成 ) 长 度 c(M). ME M 不 是 有 限 长 度 的 模 ， 我 们 称 它 是 无 限 长 度 的 模 ， 
且 记 为 
c(M) = œ. 


有 限 维 向 基 空 间 显然 有 合成 长 度 ， 而 且 此 长 度 恰 是 空间 的 维 数 ， 合 成 长 度 的 函数 < 
在 有 限 长 度 的 模 上 的 性 质 类 似 于 维 数 函数 在 有 限 维 向 量 空间 上 的 性 质 . 
现在 我 们 证 明 推论 (11.2) 的 充分 性 . 设 K, M,N ER, H 


o -K/MIN -0 
是 正 合 列 ， 进 一 步 假 设 
K=Ko>Ki>:……>Kn=0 


和 
N=N>N>…>N=0 
分 别 为 K 和 N 的 合成 列 ， 对 于 每 个 i = 0,1,…,n, 设 Ki = f(Ki), 对 于 每 个 
j= 0,1,---,p, BN; = 9 (Nj), StH (3.8) 知 
M=N>N>:.>N,=K>Ki>..…>K,=0 
是 M 的 合成 列 ， 从 而 根据 这 样 的 合成 列 的 长 度 的 唯一 性 ， 我 们 有 
11.4 推论 设 K, M,N 是 模 ， 且 存在 同 态 的 正 合 列 
0 一 天 一 MH 一 入 一 0， 
则 有 
c(M) = c(N) + ¢(K). 口 


由 这 个 推论 ， 我 们 有 下 述 基本 结果 
11.5 Hit HEKEI) 设 M 是 有 限 长 度 的 模 ， 且 K 和 N 是 M 的 子 模 ， 则 


. eK +N) +e(K NN) =c(K) + e(N). 
证 明 由 (3.7) 得 (K +N)/N © K/(KON). 对 两 个 正 合 列 
0+N+K4+N—3(K+N)/N > 0. 
Al 


03 KAN+K—=K/(KNN) +0 
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应 用 (11.4) 得 
cK +N) —e(N) = c(K) — e(K NN). 口 


Fitting 引 理 


利用 有 限 维 向 基 空 间 的 自 同 态 f 可 以 得 到 这 个 空间 到 它 的 两 个 子 空间 的 一 个 
直 和 分 解 ,f 在 一 个 子 空间 上 是 寡 零 的 ， 而 在 另 一 个 子 空间 上 是 可 道 的 ， 这 一 事实 
对 于 有 限 长 度 的 模 的 研究 有 一 个 重要 的 推广 它 的 证 明 依赖 于 

11.6 引 理 KM 是 模 ,f 是 M HAAS, 

(1) 如 果 M 是 Artin 模 ， 则 对 于 某 个 m 有 Imf" + Kerf” = M, 因此 是 自 同 
构 当 且 仅 当 f 是 单 同 态 . 

(2) 如 果 M 是 Noether 模 ， 则 对 于 某 个 mw 有 Imf" Kerf" = 0, 因此 f BA 
同 构 当 且 仅 当 f 是 满 同 态 . 

证 明 (1) 假设 M 是 Artin 模 ， 则 降 链 


Imf > Imf? > 


是 有 限 的 ， 而 且 存 在 n 使 得 Imf?” = Imf". 
Bx E M, WE f"(z) € Imf™, 因此 对 于 某 个 ye M, 有 f(x) = f2"(y). 显然 
有 


z= f"(y) + (x — f"(y)) € Tmf” + Kerf”. 


如 果 f 是 单 同 态 ， 则 有 Kerf” = 0, 因此 Imf" =M, 从 而 有 Imf =M. 
我 们 省 略 (2) 的 证 明 . 口 
11.7 命题 [Fitting 引 理 ] 如果 M 是 有 有 限 长 度 n 的 模 ,f 是 M 的 自 同 态 ， 
则 有 


M=Imf"® Kerf". 


证 明 由 (11-1) 得 M 既是 Artin 模 又 是 Noether 模 , 因此 由 引 理 (11.6) 知 , 存 
在 m 使 得 M = Imf™ @ Kerf”. 由 于 M 是 长 度 为 n 的 模 ， 从 而 有 Imf" = Imf™ 
和 Kerf” = Kerf™. a 

11.8 推论 设 M 是 有 限 长 度 的 不 可 分 解 模 ， 则 下 列 关 于 M 的 自 同 态 f 的 命 
题 等 价 : 

(a) f 是 单 同 态 ; 

(b) f 是 满 同 态 ; 

(c) f 是 自 同 构 ; 
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6. 


11. 


12. 


(d) f 不 是 宕 零 的 . 口 


练 习 11 


设 是 正 整 数 . 

(1) ME Z -I Zn 的 合成 长 度 c(Zn). 

(2) 刻画 使 得 c(Z) 有 唯一 合成 列 的 n. 

给 出 既 满足 (M) = 2 又 分 别 满足 下 列 条 件 的 模 M 的 例子 ， 

(1) M 恰 有 一 个 合成 列 . 

(2) M 恰 有 两 个 合成 列 . 

(3) M 有 无 限 多 个 合成 列 . 

给 出 模 M 的 一 个 例子 ， 使 得 M 没有 合成 列 ， 但 它 的 每 个 非 零 子 模 都 有 极 大 子 模 ， 每 个 非 
零 商 模 都 有 极 小 子 模 . i 

BE Mi, Ma 是 M 的 子 模 , 旦 每 个 M/M: 都 有 有 限 长 度 . 证 明 : M/(M N NMa) 有 
有 限 长 度 ， 而 且 确 定 计算 此 长 度 的 一 个 公式 . 

(1) 设 M 是 有 限 长 度 的 模 , (Ma)asA 是 子 模 的 指标 集 ， 且 满足 M =, Me. 证 明 : c(M) 
= 于 Ac(Ma) 当 且 仅 当 M = OAMa. 

(2) Be M 是 半 单 的 . 证 明 : c(M) 是 有 限 的 当 且 仅 当 M 是 有 限 生成 的 . 

HEA: Schreier 加 细 定 理 ， 如 果 M 是 有 限 长 度 的 模 ， 


M=No>Ni>-:->Np=0 


是 M 的 子 模 链 ， 则 存在 M 的 合成 列 使 得 它 的 项 包含 No, Ni, Np- 

证 明 : MR LS M/K, T 同 构 于 M 的 合成 因子 ， 则 人 或 者 同 构 于 K 的 合成 因子 ， 或 者 同 
WY L 的 合成 因子 (尽管 M 不 是 有 限 长 度 的 模 )、 

设 M 是 Noether $ , f 是 M 的 自 同 态 . 假设 Cokerf HARKE. 证 明 : Coker f” 和 
Kerf” 都 有 有 限 长 度 (n = 1,2,…). 提示: 由 (11.6.2) 得 , 存在 m 使 得 Ker f™ Im f" 
=0] 

(1) 证 明 ， 如 果 RM 或 者 是 Artin HL, RAE Noether 模 ,m,n € N, MO) =~ MM, 则 
m=n. [H7 (11.6).] 

(2) 证 明 : 如 果 RR 有 理想 了 使 得 R/T 或 者 是 左 Artin 环 或 者 是 左 Noether 环 , 则 RJ IBN 
环 ( 见 练习 (8.15).). 

(3) 找 出 一 个 既 不 是 左 Artin, 右 Artin, 也 不 是 左 Noether, 右 Noether 的 单 环 . 

设 (L, <) 是 完全 模 格 . 证 明 : GURL 有 有 限 长 度 的 极 大 链 ， 则 每 两 个 极 大 链 都 有 相同 的 长 
BE. 提示 : 利用 类 似 于 (11.3) 的 证 明 中 的 归纳 法 ， 也 可 见 练习 (2.6.2):] 

证 明 ， 如 果 M 有 两 个 半 单 分 解 M = SATa = GaSe, 则 这 两 个 分 解 等 价 ， 即 存在 双 射 
o: 4 一 已 使 得 Ta s So(aj(a E A). 提示， 可 假设 M 是 齐 次 的 (为 什么 ? }. 如 果 4 是 
有 限 的 ， 利 用 Jordan 一 Halder 定理 . 如果 A 是 无 限 的 ， 可 像 练习 (2.18) 一 样 进行 论证 .] 
证 明 ， Fitting 引 理 的 下 列 内 容 ， MR M 是 有 限 长 度 模 ,了 : M > M 是 自 同 态 , 则 存在 子 
MLA K 使 得 M=TeK, (f|): 了 一 1 是 自 同 构 ,(f |K): K> 天 ERA. BE 
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示 : 如 果 c(M) =n, & I = Imf", K = Kerf"). 


§ 12. 模 的 不 可 分 分 解 


我 们 知道 ， 称 模 是 不 可 分 解 的 ， 如 果 它 是 非 零 的 ， 且 只 有 平凡 直 和 项. 模 M 
的 直 和 
M = @AMa 


作为 不 可 分 解 子 模 (M。)aea 的 直 和 是 一 个 不 可 分 解 的 分 解 . 例如 , 半 单 模 (89),Artin 
HAMI Noether 横 (10.14) 都 有 这 样 的 分 解 . 正如 我 们 在 89 中 所 论述 的 , 对 于 半 单 模 ， 
不 可 分 解 的 分 解 (其 中 项 为 单 模 ) 的 存在 性 类 似 于 向 攻 空 间 的 标准 性 质 的 存在 性 . 

并 不 是 每 个 模 都 有 不 可 分 解 的 分 解 ， 实 际 上 ， 如 果 是 由 Q 到 R 的 一 切 连续 
函数 构成 的 环 ， 则 左 正则 模 RR 没有 不 可 分 解 的 直 和 项 ， 因 此 当然 没有 不 可 分 解 的 
分 解 ( 见 练习 (7.8)). 然而 ,实际 上 存在 许多 有 不 可 分 解 的 分 解 的 模 . 研究 这 些 模 和 
它们 的 分 解 理论 在 环 理论 中 是 十 分 重要 的 . 这 种 研究 主要 在 两 个 方向 上 进行 ， 一 是 
关于 不 可 分 解 模 的 结构 研究 ， 另 一 个 是 关于 分 解 本 身 性 质 的 研究 ， 其 中 任何 一 项 研 
究 要 取得 确定 性 结论 都 需要 我 们 做 长 期 的 努力 ， 不 可 分 解 模 ( 即使 是 在 相对 简单 环 
上 的 模 ) 的 结构 是 十 分 复杂 的 .本 节 我 们 将 主要 研究 分 解 问题 ,而且 将 看 到 即使 存 
在 不 可 分 解 的 分 解 ， 也 不 能 确保 它 有 特别 好 的 行为 . 


等 价 分 解 


我 们 用 关于 分 解 的 一 个 重要 概念 开始 我 们 的 讨论 ， 此 概念 推广 了 向 基 空 间 中 
基 的 基本 性 质 之 一 . 设 M 是 模 ， 称 M 的 两 个 直 和 分 解 


M = @aMg = @BNo 
是 等 价 的 , MRE o: 4 一 B 使 得 
Mas Noa) (aE A). 


其 中 双 射 o 称 为 等 价 映射 . 例如 ， 半 单 模 的 每 两 个 不 可 分 解 的 分 解 都 是 等 价 的 ( 练 
习 (11.11)). 
易 证 在 由 模 的 一 切 直 和 分 解构 成 的 集合 中 ， 成 为 等 价 的 性 质 定义 了 一 个 等 价 
RAR. 
12.1 命题 (Ma)aca 和 (Ns)ses 是 M 的 非 零 子 模 的 指标 集 ， 假 设 


M = @aMa = OBNg, 


0 :A 一 B 是 映射 ， 则 这 两 个 分 解 经 o 是 等 价 的 当 且 仅 当 存在 M 的 自 同 构 三 使 得 
对 于 每 个 ae 4 有 f(Ma) = Nea- 
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证 明 (>). 对 于 每 个 a € A, 设 fa: Ma 一 Nola) ERR. 由 于 o 是 双 射 ， 
从 而 有 直 和 ( 见 (6.25) f = @afa: M 一 M RAAH, HWE f(M。) = fa(Ma) = 
Nota): a 

(=). REE o: A> BÆRI EAH, haza 可 推出 Ma A Ma. Al 


此 有 Noia) # Notar), ola) # ola’). 由 于 
f(M) = Daf (Ma) = DANota) = M, 
从 而 如 果 Be B, 8 g o(A), WA Na = Ng N M = N8 A (X4 No(ay) = 0. 
我 们 立即 可 得 , 与 不 可 分 解 的 分 解 等 价 的 模 的 任意 分 解 也 是 不 可 分 解 的 . 另外 ， 


模 的 两 个 不 可 分 解 的 分 解 不 一 定 是 等 价 的 , 这 个 现象 的 一 个 例子 可 见 练习 (12.4). 从 
而 作出 使 不 可 分 解 的 分 解 等 价 的 有 意义 的 充分 条 件 是 十 分 重要 的 . 


可 补 直 和 项 的 直 和 分 解 


下 面 我 们 考虑 半 单 模 (9.2) 的 一 个 基本 性 质 的 推广 . 首先 注意 ， 如 果 M 是 模 ， 
则 M 的 直 和 项 K 是 M 的 极 大 直 和 项 当 且 仅 当 K 在 M 中 有 不 可 分 解 的 直 补 N. 
称 非 零 子 模 (Ma)aea WEM M 的 分 解 

M =®aMa 
可 补 直 和 项 (可 补 极 大 直 和 项 ), 如 果 对 于 M 的 每 个 (每 个 极 大 ) 直 和 项 K, 都 存在 子 
BBC A 使 得 
M = (9aMa) G K. 

当然 ， 可 补 直 和 项 的 分 解 一 定 是 可 补 极 大 直 和 项 的 分 解 ， 但 反之 不 正确 ,这 是 因为 
正如 我 们 已 经 看 到 的 (练习 (7.8)), 存在 没有 不 可 分 解 的 直 和 项 的 模 ， 而 对 于 这 样 的 
模 ， 每 个 分 解 都 可 补 极 大 直 和 项 .可 补 (一 切 ) 直 和 项 的 分 解 一 定 是 不 可 分 解 的 ( 见 
练习 (12.2)). 

现在 假设 模 M 有 可 补 ( 极 大 ) 直 和 项 的 直 和 分 解 


M = Ba4Ma. 
如 果 M 是 另 一 个 模 ,了 : M M 是 同 构 ， 则 
M' = af (Ma) 


是 M' 的 可 补 ( 极 大 ) 直 和 项 的 直 和 分 解 . 由 命题 12.1 得 ， 如果 M 的 两 个 等 价 分 解 
之 一 可 补 ( 极 大 ) 让 和 项 ， 则 另 一 个 亦 然 ( 见 练习 (12.1)). 
12.2 引 理 设 M =.@4Ma 是 可 补 极 大 直 和 项 的 分 解 ， 如 果 


M=N, 9- -0N OK, 
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其 中 每 个 Nt，…… Nn 都 不 可 分 解 ， 则 存在 aa,……,an E 4 使 得 
Ma SN: (i=1,.,n), 
且 对 于 每 个 1 和 1<m 有 
M = Mg, ©- © Ma, © Nini © Nn @ K. 

证 明 我 们 对 用 归纳 法 . 如果 n = 1, 则 K 是 极 大 直 和 项 ， 因 此 结果 成 立 . 
假设 
M= Ni®@:…Nn®Nn+t OK, 

其 中 Ni 是 不 可 分 解 的 .归纳 假设 当 l= n 时 Moa, Man 满足 引 理 的 结论 ， 则 
Ma, © O Man OK 
是 M 的 极 大 直 和 项 ， 具 有 直 补 为 Nn+1. 因此 存在 Manso 它 一 定 同 构 于 Nn+l, 使 


得 
M = Ma, ®--- ® Man ® Many, K. o 

我 们 第 一 个 目标 是 证 明 ， 如 果 M 有 可 补 极 大 直 和 项 的 不 可 分 解 的 分 解 ， 则 每 
两 个 不 可 分 解 的 分 解 都 等 价 ， 因 此 每 个 不 可 分 解 的 分 解 都 可 补 极 大 直 和 项 ， 为 此 我 
们 需要 下 面 的 引 理 . 

12.3 引 理 设 M = @4Ma 是 可 补 ( 极 大 ) 直 和 项 的 分 解 ,4' CA 令 M' = 
Lar Mar, W 

M'=@a Ma 

是 M' 的 可 补 ( 极 大 ) 直 和 项 的 分 解 . 而 且 , 如 果 M 有 可 补 直 和 项 的 分 解 , 则 M 的 
每 个 直 和 项 亦 然 . 

证 明 显然 M' = Oa My 是 M 的 分 解 . 假设 天 是 M' 的 ( 极 大 ) 直 和 项 ， 则 


(Saya Ma) © K 
是 M 的 ( 极 大 ) 直 和 项 ,因此 由 假设 知 存在 子 集 B' C 4 使 得 
M = (Saja Ma) © (BBp' Mp') © K. 
显然 我 们 一 定 有 B' CA 和 
M' = (9 Mg) @ K. 


这 便 证 明了 第 一 个 命题 . 最 后 的 命题 可 根据 以 下 事实 和 第 一 个 命题 得 到 证 明 : 
如 果 M = @4Ma,N 是 M 的 直 和 项 , ABC AWE M = (eaMp)@N, W 
入 兰 BhvBMa. 口 
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顺便 提 及 ， 我 们 不 知道 (12.3) 的 最 后 命题 对 于 可 补 极 大 直 和 项 的 分 解 是 否 成 
立 . 

12.4 定理 如 果 模 M 有 可 补 极 大 直 和 项 的 不 可 分 解 的 分 解 ， 则 M 的 一 切 不 可 
分 解 的 分 解 都 等 价 . 

证 明 假设 M = @4Ma 和 M = @cN, 是 不 可 分 解 的 分 解 ， 其 中 M = @aMa 
是 可 补 极 大 直 和 项 的 直 和 分 解 ， 对 于 M 的 每 个 不 可 分 解 的 直 和 项 L, 令 


A(L) = {a € A | Ma = L} , C(L) = {7 € C | Ny = L}. 
为 了 完成 证 明 只 需 证 明 对 于 每 个 元 , 都 存在 从 A(L) 到 C(L) 上 的 双 射 ， 或 等 价 地 有 
card A(L) = card C(L). 
这 个 证 明 包括 几 个 步 又 . 


首先 ,假设 4(Z) 是 有 限 的 , 则 由 (12.2) 得 ,对 于 每 个 有 限 子 集 F = {%,… ,Yn} S 
C(L), 都 存在 单 射 re :下 一 A 使 得 


LS Ny X Mr) (t=1,.,n). 


从 而 有 Im TF C ACL), 在 这 种 情形 中 , card C(L) < card (L). 
其 次 , 假设 A(L) 是 无 限 的 . 设 (pv)vec 是 分 解 M = @cN 的 投射 ， 对 于 每 个 
ae4, 令 
Fa = {7 E€ C | M = Ma © (®p47Na)}- 
显然 由 (5.5) 得 ,7 © Fa 当 且 仅 当 (py | Ma) : Ma 一 Ny 是 同 构 . 又 因为 M = BaMa 
是 可 补 每 个 BezxvNe 的 直 和 ， 因 此 显然 有 


C(L) = Va) Fo 
设 ae A, 由 于 (Ny)yec 生成 M, 从 而 存在 Hn,… ,Yn € C 使 得 
MaN (Ny, ++ Ng) #0. 


TÆ, h Ker(p, | Ma) = 0 可 推出 7 < {75 Yn}. 因此 每 个 Fs 都 是 有 限 的 .这 
意味 着 a > Fa 是 从 4(Z) 到 覆盖 C(L) 的 C(L) 的 有 限 子 集 构成 的 集合 的 映射 . 因 
此 有 card C(L) < card(N x A(L)). 因为 4(L) 是 有 限 的 ， 所 以 card(N x A(L)) = 
card A(L).( 见 (0.10).) 

现在 对 于 M BRE TASES HRN L, 我 们 有 card C(L) < card A(L), 即 存 
在 单 射 o。: C 一 4 使 得 对 于 每 个 Ye C, AN, S May. 因此 存在 同 构 


f: M=@cN, > @cMo(y) 
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使 得 对 于 每 个 YE C, 有 F(N) = Macy. 这 样 ， 由 (12.3) 知 , 分 解 M = @cN, 也 
可 补 极 大 直 和 项 . 因此 ， 我 们 可 以 颠倒 A 和 C 的 作用 ， 进 而 推出 对 于 每 个 不 可 分 
解 模 L, 有 
cardA(L) < cardC(L). 
于 是 据 (0.10) 知 存在 双 射 C(L) 一 A(L). 口 
12.5 推论 如 果 模 M 有 可 补 ( 极 大 ) 直 和 项 的 不 可 分 解 的 分 解 ， 则 M ian 
不 可 分 解 的 分 解 都 是 可 补 ( 极 大 ) 直 和 项 的 直 和 、. 


Azumaya 分 解 定 理 


称 环 R 是 局 部 的 , 如 果 对 于 每 对 a,b € R, 由 atb 是 可 道 的 可 推出 或 者 a 可 
RA b HYG ( 见 练习 2.12) . 在 815 中 ， 我 们 将 着 重 讨论 此 环 . 现在 我 们 只 要 注意 
( 见 练习 12.9), 如 果 R 是 局 部 的 ， 则 0 和 1 是 它 仅 有 的 短 等 元 ， 因 此 特别 地 ， 有 局 
部 自 同 态 环 的 模 一 定 是 不 可 分 解 的 (5.10). 这 便 产 生 了 下 面 重要 的 Azumaya 定理 的 
第 一 个 论断 . 

12.6 定理 [Azumayal 如 果 模 有 直 和 分 解 

M = @AMa, 


其 中 每 个 自 同 态 环 Bnd(M。) 是 局 部 的 ， 则 这 是 不 可 分 解 的 分 解 ， 而 且 

(1) M 的 每 个 非 零 直 和 项 都 有 不 可 分 解 的 直 和 项 . 

(2) 分 解 M = SAMa 可 补 极 大 直 和 项 ,而 且 它 与 M 的 每 个 不 可 分 解 的 分 解 都 
等 价 . 

证 明 人 贯穿 整个 证 明 ， 我 们 将 把 不 同 的 自 同 态 环 的 元 素 看 作 右 算 于 . 现在 假设 

o) M =94Ma 
是 分 解 ， 它 的 项 都 有 局 部 自 同 态 环 ， 而 M = N @ N' 是 M 的 另 一 个 分 解 ， 其 中 N 
非 零 . 设 e 和 以 =1-e 是 End(M) HAYTER BI, HME 

_ N=Me fil N'= Me 

下 证 N 有 分 解 N = KON" ,使得 对 于 某 个 we A, e 的 限制 (€ | Ma) : Ma 一 天 是 
同 构 . 首先 注意 , 由 于 子 模 (Ma)aea ER M, 从 而 存在 有 限 集 mi,……,an € A 使 得 


NO (Ma, ®--- O Man) #0. 


下 面 设 ei 是 Ma, 在 分 解 (1) 中 的 短 等 元 . 由 (5.9) 知 el End(M)e, 同 构 于 End(Ma,); 
THA eiBnd(M)el 是 局 部 环 ， 它 的 单位 元 为 e1. 又 因为 


el = eleel 十 ele'el， 


其 中 有 一 项 在 e:End(M)er 中 一 定 可 道 ， 从 而 对 于 某 个 fi < {ee}, efie 在 
elBnd(M)el PRI. $ 
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(2) Kı = Im(e1fi). 
由 于 er fier 和 el 都 是 从 Moa, 到 Ma, 的 同 构 ， 从 而 
(3) (f | Max): Ma > Ki fil (e1 | K1): Ki > Ma, 
是 同 构 ， 由 (5.5) 可 得 分 解 
(D1 M = Ki @ (Saza: Ma), 
其 中 每 项 都 有 局 部 自 同 态 环 . 如 果 n > 1, 则 设 ez 是 Ma, 在 分 解 (1): PHOFEBIC. 
重复 上 述 的 论证 过 程 ， 可 得 到 fo € {e,c'}, 


(2)1 Ka = Im(e2f2) 
以 及 同 构 

(3): (fe | Maz): Maz > Ka 和 (e2 | K2): Ko > Mon- 
因此 有 

(12 M = K; @ K2 @ (Oazo ar Ma). 
继续 这 样 做 下 去 直到 有 

(Dn M = Ki1®@:…@® Kn ® (Pazar, an Ma) 


和 来 自 {e,e'} 的 序列 fi, f2,…, fn ， 使 得 每 个 
(fi | Max) + Mas > Ki 


都 是 同 构 .fi 中 至 少 有 一 个 一 定 是 e 这 是 因为 如 果 一 切 天 都 是 e, 则 e' =1-e 限 
制 在 
Ma, B® Ma, 一 下 四 日 En 


上 将 是 一 个 同 构 ， 这 是 不 可 能 的 . 由 于 
(Ker e') N (Ma, ® +++ ® Man) = NN (Ma, © + © Man) #0. 


因此 对 于 某 个 1< i< n, A fice MZH Ki 是 M 的 直 和 项 ， 它 包含 在 N = Me 
中 ， 使 得 (e | Moa) : Ma, > Ki 是 同 构 . 这 样 ， 取 a = o, K = Ki, 我 们 就 有 


(4) N=K@N” 
使 得 e 限制 在 
(5) (e| Ma): Ma > K 


上 是 同 构 . 这 便 基本 上 完成 了 证 明 . 这 是 因为 ， 首先 ， 天 兰 Ma N 的 不 可 分 

解 的 直 和 项 ， 其 次 ， 如 果 N 是 不 可 分 解 的 ， 则 我 们 一 定 有 K =N. 因此 由 (5) 

和 (5.5 ) 知 Ma 是 M 的 极 大 直 和 项 N' 的 补 ， 部 分 ( 2 ) 的 最 后 论断 可 由 ( 12.4 ) 

得 到 . 口 
12.7 推论 ME M 有 有 限 直 和 分 解 


M=M,@---@ Mn, 
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其 中 每 个 自 同 态 环 Bnd(Mi) 都 是 局 部 的 ， 则 此 分 解 可 补 直 和 项 、 

证 明 ik M=N@K, HEN SO, Wh (12.6) 知 存 在 1<ij<n 和 N<N 
使 得 M = Mi, 和 Ni © K. MSR N: 关 0, 则 再 由 (12.6) 知 存在 1<io<n 和 N2< Ni 
使 得 M = Ma © Mi, © MOK, ABR A iz. 由 归纳 法 重复 上 述 过 程 ， 并 注意 到 
此 过 程 至 多 可 进行 n 步 ， 可 知 必 存 在 条 ,…,ii, IFRA k < n, 使 得 

M=M®:.®M,.@K. a 


局 部 自 同 态 环 的 条 件 对 于 可 补 极 大 直 和 项 的 分 解 不 是 必要 的 . 实际 上 ， 任 意 不 
可 分 解 模 ， 无 论 它 有 无 局 部 自 同 态 环 ， 它 都 有 可 补 直 和 项 的 分 解 ， 当然 ， 没 有 不 可 
分 解 的 直 和 项 的 模 有 可 补 极 大 直 和 项 的 分 解 . 

Krull — Schmidt 定理 
经 典 的 Krull-Schmidt 定理 现在 是 Azumay 定理 的 一 个 简单 推论 . 

12.8 引 理 如 果 M 是 有 限 长 度 的 不 可 分 解 模 ， 则 End(M) 是 局 部 环 . 

证 明 设 M 是 有 限 长 度 c(M) =n 的 不 可 分 解 模 . 设 六 ge End(M), f+g 在 
End(M) 中 可 道 ， 只 需 证 明 如 果 9 不 可 道 ， 则 f 亦 然 . 如 果 ft 9 可 逆 ， 则 对 于 某 
个 自 同 构 h, 在 End(M) 中 

U + oh= 1m; 
如 果 9 不 可 道 ， 则 由 (11.8) 得 gh HAN APM, 因此 再 由 (11.8) 得 gh ARE. 事实 
上 有 (gh)" = 0, 从 而 有 
(1— gh)(l+gh+.…+ (gh)"™™!) =1. 


也 就 是 说 /六 可 道 , 因此 f 可 道 . 口 
12.9 定理 [The - Krull - Schmidt] 设 M 是 有 限 长 度 的 非 零 模 ， 则 M 有 有 
限 不 可 分 解 的 分 解 
M=M.®@---®Mnp, 


使 得 对 于 每 个 不 可 分 解 的 分 解 
M=Ne…eBNu 
Ain =k, 且 存 在 {1,…,n} 的 置换 o, 使 得 
Mai) = Ni (t=1,.…,n). 
此 外 ， 对 于 每 个 1 和 1<m 有 


M = May © ++: ® Mow ® Nii B® Nn- 
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事实 上 分 解 M = Mai @…@ My 可 补 直 和 项 . 
证 明 由 于 M 有 有 限 长 度 ， 从 而 它 有 有 限 不 可 分 解 的 分 解 


M=aMne…eMn 


(SL (11.1) 和 (10.14)). 由 (12.8) 我 们 知 每 个 End(Mi) 都 是 局 部 环 ， 从 而 对 Azumay 
定理 应 用 推论 (12.7) 得 此 分 解 可 补 直 和 项 ， 其 他 的 论断 由 (12.2) 立即 可 得 O 

正如 我 们 先前 注意 到 的 ,局 部 自 同 态 环 的 假设 对 于 可 补 极 大 直 和 项 的 不 可 分 解 
的 分 解 不 是 必要 的 . 然而， 下 面 结果 的 一 个 推论 是 : 如 果 M 和 MO = M xM 都 
有 可 补 极 大 直 和 项 的 不 可 分 解 的 分 解 ， 则 这 些 分 解 中 项 的 自 同 态 环 一 定 是 局 部 环 . 

12.10 命题 设 M = @aMa 是 可 补 极 大 直 和 项 的 不 可 分 解 的 分 解 ， 如果 Ma 
在 此 分 解 中 至 少 出 现 两 次 ( 即 存在 A 中 的 p A a 使 得 Me ~ Ma), 则 End(Ma) 是 
局 部 环 . 

证 明 根据 引 理 12.3, 我 们 只 需 证 明 如 果 M 是 不 可 分 解 模 ， 分 解 


M®) = M x M = M, © Mg, 


其 中 
Mı = {(m,0) | m € M}, M2 = {(0,m) | m € M} 


可 补 极 大 直 和 项 ， 则 End(M) 是 局 部 环 ， 现在 假定 我 们 有 这 些 假设 条 件 ， 且 设 
m: MƏM (i=1,2) 
是 自然 的 坐标 投射 ,Ker mi = M; (i # j). 再 设 f,g € End(RM) 满足 
f-9=1m. 
只 需 证 明 或 者 f 或 者 9 是 自 同 构 .为 此 令 
M = {(mf,mg) | me M}, Ma = {(m,m) | m € M}. 
这 样 由 事实 (mf, mg) = (n,n) 可 推出 m=m(f 一 9) =n -n = 0 和 恒等式 
(m,n) = ((m— nf (m —n)g) + (m — (m—n) fm —(m—n)f), 


于 是 有 MO = Ma@® M'. 
我 们 还 立即 可 以 看 到 M S Ma, 因此 M' 是 MO 的 极 大 直 和 项 这样， 或 者 有 
M® = Mi @ M', RAH M® = M29 M’, 从 而 有 
RÉ (m | M’) : M' 一 M, RÆ (m | M'): M' >M 
是 同 构 . 最 后 , 容易 验证 , 或 者 了 或 者 9 是 自 同 构 . 口 
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练 习 12 


1. Rf: M 一 NN 是 同 构 ,M = GaMa. WEH: 此 分 解 可 补 ( 极 大 ) 直 和 项 当 且 仪 当 NN = 
@f(Ma) 可 补 (RA) 直 和 项 . 

2， 证 明 : 如 果 M = 四 4Ma 是 一 个 可 补 直 和 项 的 分 解 ， 则 每 个 Ma 都 是 不 可 分 解 的 . 

3， 设 4 是 无 限 集 ,S = RA. 
(1) 证 明 :sS 没有 不 可 分 解 的 分 解 . 
(2)S 中 的 常 值 函数 形成 了 同 构 于 RS 的 子 环 . 证 明 ， 模 &S 有 不 可 分 解 的 分 解 . 
(3) 给 出 一 个 例子 ， S 的 不 可 分 解 的 R - 直 和 项 不 是 S 的 S - 直 和 项 . 

4 (L) BIA J ES R HERNE, BWE I+ = R. 证 明 : (RAZR -A,A ed S% RO(INJ). 
[提示 自然 满 同 态 1@ J 一 RR 可 分 (练习 (5.1)).] 
(2) 设 R= Z[V=5 |. 证明 : R 有 模 M, 使 得 M 有 不 等 价 的 不 可 分 解 的 分 解 ， | 提示! 对 
于 R 中 的 每 个 r= 二 a 十 bYV-5, 定义 =a 一 bY 了 5 和 


Ir l= rF = a? + 56°. 


证 明 || rs =] r 川 s 小 然后 推断 由 {3,2 + V75) 生成 的 理想 7 不 是 主 理想 ， 类 似 地 由 
{3,2 一 V—5} 生成 的 理想 J 也 不 是 主 理想 .] 

5、 称 指标 集 (M。)aea 是 同调 无 关 的 , 如 果 由 a + B 可 推出 Homr(Ma, Mp) = 0. 设 M= 
BaMa, 其 中 (Ma)oca 是 同调 无 关 的 . 
(1) 证 明 ， 如 果 每 个 Ma 是 不 可 分 解 的 ,K 是 M 的 非 零 直 和 项 ， 则 对 于 某 个 (一定 是 唯一 
的 )B C A, 有 K = @BMg. [HR: 设 (ea)ae4 是 End(aM) 中 关于 已 给 分 解 的 筹 等 元 . 
设 e=e?€ Bnd(RM). Wh a A 8 可 推出 egeea =0. | 
(2) MRED Ma 都 有 可 补 ( 极 大 ) 直 和 项 的 不 可 分 解 的 分 解 ， 则 M 亦 然 . 

6 给 出 可 补 直 和 项 的 不 可 分 解 的 分 解 M = BaMa 的 例子 ,使 得 4 无 限 , End(rMa) 不 是 局 
部 环 ， | 提示 ， 见 练习 (12.5).] 

7. BM 是 左 R- 模 , & B= BiEnd(rM), te K, L, Ma(a € A) A Ny(7 € C) SE RM 的 子 
模 ， 证 明 ， 
(DK 是 aM 的 (不 可 分 解 的 ) 直 和 项 当 且 仅 当 K 是 aM 的 (不 可 分 解 的 ) 直 和 项 .上 
示 : 见 命题 (4.1.2).] 
(2) WR K 是 M 的 直 和 项 ， 则 有 End(rK) = End(pK). 
(3) K 和 二 是 RM 的 已 同 构 直 和 项 当 且 仅 当 它们 是 sM 的 B 同 构 直 和 项 . 
(4) M = BaMa = Oc Ny 是 RM 的 等 价 分 解 当 且 仅 当 它们 是 BM 的 等 价 分 解 . 
(5) M = PAMa 在 RM 中 可 补 ( 极 大 ) 直 和 项 当 且 仅 当 它 在 BM 中 可 补 ( 极 大 ) 直 和 项 . 
(6) 如 果 RM 是 单 的 CERK), W BM 是 单 的 CERE). 
(7) 如 果 pM 是 半 单 的 ， 则 RM 有 可 补 直 和 项 的 分 解 . 

8， 设 M 有 性 质 : 每 个 直 和 项 都 有 不 可 分 解 的 分 解 . 证 明 : 如 果 M 有 可 补 极 大 直 和 项 的 分 解 ， 
则 每 个 直 和 项 亦 然 - 

9. 证明， 如 果 五 是 局 部 环 则 0 和 1 是 它 仅 有 的 知 等 元 ， 求 证 逆 命 题 不 正确 . 
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10. (1) 由 命题 12.10 可 推断 Z - H Zo Z 没有 可 补 极 大 直 和 项 的 不 可 分 解 的 分 解 .然而 注意 ， 
ZOZ 的 每 两 个 不 可 分 解 的 分 解 都 等 价 。 {提示 练习 (8.16).] 
(2) 确定 Z oZ 的 一 个 极 大 直 和 项 ， 使 它 不 能 由 分 解 Z(1,1) © Z(1,2) 补足 . 
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正如 我 们 在 上 章 所 见 ， 半 单 模 在 模 的 理论 中 起 着 十 分 重要 的 作用 . 环 的 最 重 
要 的 类 是 由 那些 使 得 模范 畴 RM 有 半 单 生成 子 的 环 R 构成 的 . 这 样 的 环 R 的 一 
个 特殊 性 质 就 是 每 个 左 R- 模 都 是 半 单 的 ， 称 这 样 的 环 RA “BAL” SR. 这些 环 
是 第 13 节 研 究 的 对 象 ， 在 那里 我 们 将 证 明 这 些 环 作为 除 环 上 拖 阵 环 的 直 和 的 基本 
Wedderburn-Artin 刻画 . 特别 地 ， 半 单 环 是 有 单 的 、 忠 实 左 模 的 环 的 直 和 . 在 第 14 
节 中 ， 我 们 研究 由 后 面 的 性 质 刻画 的 环 一 “ ( 左 ) 本 原 ” 环 ， 在 那里 我 们 将 证 明 半 
单 情形 的 Jacobsonr 的 重要 推广 ， 即 用 线性 变换 的 “稠密 环 ”来 刻 划 左 本 原 环 ， 

如 果 RES, 则 正则 模 RR 的 根 是 一 个 理想 , 即 环 的 “ 根 ”. 此 理想 是 一 个 十 
分 重要 的 对 象 ， 我 们 将 在 第 15 节 着 重 讨 论 它 ， 它 被 刻画 为 R 的 唯一 最 小 的 理想 ， 
使 得 R 模 该 理想 所 得 商 环 是 左 本 原 环 的 积 的 子 环 . 


813. 半 单 环 


我 们 已 多 次 注意 到 ， 向 其 空间 的 好 的 性 质 常常 是 它们 的 特殊 的 分 解 理论 的 结 
R. 向 量 空间 不 仅 是 单 模 的 直 和 ， 也 是 若干 个 相同 的 单 模 的 直 和 ， 从 模 理论 的 角度 
说 ， 除 环 D 的 这 个 性 质 恰 是 左 D - 模范 畴 有 单 生成 子 ， 这 一 性 质 并 没有 限制 在 除 
环 上 一 实际 上 有 限 维 向 量 空间 的 任意 自 同 态 环 也 有 此 性 质 , 我 们 开始 从 矩阵 的 角 
度 考虑 这 一 性 质 . 


一 个 简单 的 例子 


13.1 设 刀 是 一 个 除 环 ,ne N. 令 C,(D) 表示 由 D 上 一 切 n x 1 列 矩阵 构成 
的 集合 ， Ra(D) 表示 由 D 上 一 切 1 x n 行 矩阵 构成 的 集合 ， 则 Cn(D) 是 n 维 右 
DD -向量 空间 ,Rn(D) Æ n- 维 左 D - 向 量 空间 ， 
Cn(D) = (Dp), Rn(D) = (pD)™. 
而 且 ， 通 常 的 矩阵 乘法 AI p 是 环 同 构 
入 : Mn(D) 一 End(Ca(D)p), 
P:Mn(D) 一 End(pRn(D)). 


因此 Cn(D) 和 Ra(D) 分 别 为 左 Mn(D) - 模 和 右 Ma(D) - 模 . 注意 ， Cn(D) 是 单 
Æ Mn(D) - #8, Rn(D) 是 单 右 Mn(D) - 模 ( 见 练习 (13.3).). 设 Er, E2,- +, En 是 
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Mn(D) 的 对 角 线 上 的 本 原 寡 等 元 ， 则 作为 左 Mn(D) - 模 ， 有 
Mn(D) =M,(D)E: @---@Mn(D)En 
=C,(D)®---@C,(D), 
作为 右 Mn(D) - 模 ， 有 
M,,(D) = E\M,,(D) ® - -- © EnMn(D) 
=R,(D) @---®Ra(D). 


特别 地 ， Mn(D) 作为 左 模 和 作为 右 模 都 是 由 单 横生 成 的 ， 因此 由 (8.8) 和 (8.6) 
得 ， 每 个 左 Mn(D) - 模 都 是 由 单 的 Mn(D) - 模 Cn(D) 生成 的 ， 每 个 右 Mn(D) 都 
是 由 Rn(D) 生成 的 . 

有 一 个 不 十 分 优美 的 例子 ( 见 练习 (13.2)) 可 以 说 明 上 述 过 程 . 我 们 将 看 到 ， 有 
单 生成 子 这 一 性 质 刻画 了 (在 同 构 的 范围 内 ) 上 述 矩 阵 环 : 从 而 特别 地 ， 从 一 边 上 的 
假定 可 推断 它 在 另 一 边 上 的 结果 . 对 于 例子 13.1 的 反面 说 法 的 第 一 步 将 涉及 模 的 
.有 限 直 和 的 自 同 态 环 . 

单 Artin 环 

i R EERI ,RM 是非 零 左 R- 模 ,m > 0 是 自然 数 ， 我 们 将 把 M 和 MO 

的 自 同 态 都 看 作 右 算 子 ， 也 把 自然 内 射 和 投射 


u: MoM, m: MM 5M 
写 在 右边 ， 对 于 每 个 a = [loy] € Ma(End(M)), 按 坐标 由 
(zp(a))rr = Dorma; 


定义 pla) € End(M), 则 zp(a) 是 通常 的 矩阵 积 
zp(a] = [21,-++, rn) [lax], 

其 中 MO 的 元 素 z 看 作 M 上 的 1 xa 行 矩阵 z = [za,……,zn]. 从 而 ， 由 类 似 于 通 
常 矩 阵 乘法 中 的 计算 可 得 M0 是 双 模 

RM (End): 
即 

p:M,(End(M)) 一 End(M™) 

是 环 同 态 ( 见 命题 4.10). 
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13.2 命题 设 M EFFE R- 模 ，n >0 是 自然 数 ， 则 
p: Mn(End(M)) 一 End(M@) 


是 环 同 构 . 
证 明 ac Kerp, 则 对 于 每 个 i,j, 有 ai; = tip(a)mj = 0, 因此 p 是 单身 最 
后 ， 如 果 Ye End(M), WA 


(zplleeyml))r = So rri liyn) = (wr), 


且 p 是 同 构 . 口 
13.3 引 理 [Schur] 如 果 aT 是 单 模 ， 则 End(RT) ERK. 
证 明 每 个 非 零 自 同 态 T 一 了 都 是 同 构 . 口 


现在 我 们 可 以 用 单 生成 子 的 概念 来 给 出 单 Artin 环 的 十 分 基本 的 Wedderburn 
刻画 ( 见 (13.5)). 

13.4 定理 [Wedderburn] 环 尺 有 单 左 生成 子 当 且 仅 当 对 于 某 个 除 环 D 和 某 
个 自然 数 n, RR 同 构 于 完全 甜 阵 环 Mn(D). ME, 如果 rT 是 RR 的 单 左 生成 子 ， 则 
作为 环 有 

R&M,(D), 

其 中 D = End(rT), n = c(RR). 

证 明 rh (13.1) 中 Cn(D) 的 概念 知 单 左 Mn(D) - 模 生 成 每 一 个 左 Mi, (D)— BE 
( 见 (8.8) 和 (8.6)), 因此 Mn(D) 有 单 左 生成 子 . 

关于 定理 的 余下 部 分 只 需 证 明 最 后 的 论断 . 为 此 假设 RT 是 R 的 单 生 成 子 . 由 
P RR 是 有 限 生成 的 ， 且 了 生成 R, 从 而 存在 整数 m 和 满 同 态 TO RR 0. 
因此 由 (9.4) 知 对 于 某 个 自然 数 n, 有 RR YT, 从 而 RR 有 长 度 为 nn 的 合成 列 ( 见 
练习 (11.5)), 所 以 有 c(RR) =n ( 见 §11). 据 (4.11) 和 (13.2), 作为 环 有 


REnd(rR) S End(gT™) = My(End(T)). 


最 后 ， 由 Schur 引 理 (13.3) 41 End(T) = D 是 除 环 . a 

由 此 定理 可 推出 ， 如 果 RR 有 单 生成 子 RT, W To ERI D = End(rT) 上 的 有 
REIZ, ARS End(Tp) ( 见 练习 (13.1)). 在 第 14 eH, 我们 从 双 自 同 态 环 
上 的 一 般 结果 的 一 个 特殊 情形 的 角度 重新 考虑 Wedderburn 定理 . 

对 于 有 单 左 生成 子 的 环 ， 还 有 其 它 重要 的 刻画 .我 们 特别 感 兴 趣 的 是 它们 恰 是 
单 左 Artin 环 ， 而 且 对 称 地 它们 也 是 有 单 右 生成 子 的 环 . 

13.5 命题 对 于 环 R, 下 列 命题 等 价 

(a) R 有 单 左 生成 子 ， 
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(a!) RARER; 

(b) R BEEF MAL Artin 环 ; 

(b) R 既是 单 环 又 是 右 Artin 环 ; 

(©) 对 于 某 个 单 模 RT 和 某 个 m 有 RR=T™; 

(C) 对 于 某 个 单 模 TR MRI n, 有 Ra ST; 

(d) RR 是 单 的 ,RR 是 半 单 的 ; 

(d') REHM , Ro 是 半 单 的 . 

证 明 (a)>(c) 是 显然 的 . 

(a)>(d). 假设 请 有 左 单 生成 子 T. 设 了 是 的 真理 想 , 则 了 包含 在 R 的 极 大 
左 理 想 工 中 ， 且 我 们 有 R/LST. 显然 RT 是 忠实 的 . 因此 ， 由 于 IRC L, 从 而 有 


I < la(R/L)= 1r(T) =0, 


H RÆK. HF (a)> (c), 从 而 RER RH. 

(d)>(b). WR RR 是 单 模 的 直 和 ， 则 它 一 定 是 单 模 的 有 限 直 和 ( 见 8 7), 因此 
(SL (10.15)),RR 是 Artin 模 . 

(b)=>(a). 如 果 已 是 左 Artin 环 ， 则 (10.11)R 有 极 小 非 零 左 理 想 T. TERE 
的 迹 Trn(T) 关 0 是 已 的 理想 (8. 21), 因此 如 果 已 是 单 环 , 则 有 Trr(T)= R, 即 RR 
是 由 了 生成 的 . 

(a)@ (a). 由 于 Mn(D) 有 单 左 生成 子 和 单 右 生成 子 ， 从 而 (13.4) 确定 了 这 个 
等 价 性 . 

(a’) S(b") & (c!) 人 (d') 是 显然 的 . a 

特别 地 ， 由 这 个 命题 我 们 知道 ， 对 于 单 环 , Ze Artin 环 、 右 Artin 环 、 Artin 环 
这 三 个 条 件 是 等 价 的 .满足 (13.5) 的 等 价 条 件 的 环 ( 即 同 构 于 除 环 上 n x n 矩阵 环 
的 环 ) 通常 被 称 作 单 4rtin 环 . 


Wedderburn - Artin 定理 


称 环 已 是 半 单 的 , 如 果 左 正则 模 RR 是 半 单 的 .由 (13.5) 我 们 有 每 个 单 Artin 
环 都 是 半 单 的 ， 而 且 半 单 环 的 任意 环 直 和 也 是 半 单 的 ( 见 练习 (13.6).). 这 样 ， 我 们 
就 有 下 面 结果 中 的 一 个 推论 一 代数 中 最 重要 的 定理 之 一 . 

13.6 定理 [Wedderburn - Artin] 环 R 是 半 单 的 当 且 仅 当 它 是 有 限 个 单 
Artin 环 的 ( 环 ) LAI. 

此 定理 并 没有 充分 如 实地 表述 . 实际 上 , 为 了 证 明 Wedderburn-Artin 定理 的 余 
下 绝 涵 ， 我 们 将 做 如 下 分 析 . 

13.7 半 单 环 结构 [Wedderburn - Artin) 设 RÆSA, M 尺 包 含 极 小 左 
理想 的 有 限 集 Th, To,- Tm 它 是 单 左 R- 模 的 表示 的 无 元 余 集 ， 而 且 对 于 每 个 这 
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样 的 有 限 集 ， 齐 次 分 量 
Tra(T) =RTR (i =1,2,---,m) 
是 单 Artin SK, H REHA 
R=RTR+.…+ RTnR. 
最 后 ， Ti 是 环 RTiR 的 单 生成 子 ， BA 
RTR = Mn (Di); 
其 中 
m=c(RTR), Di = End(rT:) 
(i =1,2,+-+,m). 
证 明 由 (9.1) 和 (9.4) 得 每 个 单 左 R- 模 都 同 构 于 RB ERA. 尤其 是 ， 
对 于 每 个 单 模 RT, 迹 TrR(T) 40, RR 是 这 些 迹 的 直 和 (9.12). 因此 ( 见 8 7) 存在 由 


R 的 极 小 左 理想 构成 的 有 限 集 Ti Tm 且 它 是 单 左 R- 模 的 表示 的 无 元 余 集 . 
由 (8.21) 知 每 个 迹 Tra(T;) 都 是 R 的 理想 ， 因 此 有 


RRR = Tra(TI) 四 四 Trr(Tm). 
这 样 据 (7.6) 知 每 个 TrR(Z;) 都 是 环 ， 且 上 述 直 和 是 环 直 和 
RR = Trr(Tiı) +--+ Trr(Tm). 


显然 有 Ti C Trr(T:), 于 是 由 (7.6) MT; 是 环 TrR(T) 的 单 左 理想 ， 由 于 作为 R- 
BET, 生成 Tre(T:)(18.12), 从 而 作为 Tra(T) - 模 T; 也 生成 Tra(Ti). 据 (13.5) 知 
Tra(T) 是 单 环 ， 从 而 是 RR 的 极 小 双边 理想 ， 因 此 有 


Tra(Ti) = R TR. 


余下 的 证 明 应 用 (13.4) 即 可 . 口 
13.8 推论 I RR 是 半 单 的 当 且 仅 当 Re 是 半 单 的 . 
证 明 由 (13.5) 和 (13.6) 可 得 . o 
现在 我 们 容易 得 出 半 单 环 的 下 列 重要 刻画 . 
13.9 命题 对 于 环 R, 下 列 命 题 等 价 : 
(a) RAB; 
(b) 已 有 半 单 左 生成 子 ; 
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(0) Æ R - 模 的 每 个 短 正 合 列 
0>K>M>N>0 


都 可 分 ; 
(d) 每 个 左 R - 模 都 是 半 单 的 . 
而 且 ， 如 果 用 “ 右 ” 替 换 “ 左 *， 这 些 命题 仍 等 价 . 
证 明 根据 (13.8) 我 们 只 需 证 明 “ 左 ” 侧 条 件 的 等 价 性 . 
(a)>(b). 由 (8.8) 得 RR 是 左 生成 子 . 
(b) 坟 (qd)， 每 个 模 都 是 若干 个 任意 生成 子 的 直 和 的 满 同 态 象 ， 再 应 用 (9.4) B 


(d)=>(c)=>(a). 由 定理 (9.6) 可 得 . a 
此 结果 立即 可 推出 范畴 RM 的 下 你 刻画 ， 其 中 RR 是 半 单 环 . 

13.10 推论 对 于 环 R, 下 列 命题 等 价 ， 

(a) RR 是 半 单 的 ; 

(b) AM 中 的 每 个 单 同 态 都 可 分 ; 

(c) RM 中 的 每 个 满 同 态 都 可 分 . 


练习 13 


1， 设 RR 有 单 生成 子 aT,D = End(eT). 
(1) 证 明 ， 如 果 eM 是 单 的 ， 则 有 M ST. 
(2) HFEA n, 有 RR = T™ 和 尽 兰 Mn(D), ( 见 (13.4).) 证 明 : dim(Tp) = n, H 
A: R> BiBnd(RT) 是 同 构 ， [提示 : 由 (13.1) 中 的 概念 得 Cn(D) 是 单 左 R - BE] 
(3) 证 明 : CenR © Cen(End(RT))，| 提 示 ， 练 习 (4.6)] 

2. BV 是 除 环 D 上 的 n MEAT D - 向 量 空间 ,wy,…,vn 是 V 的 基 , 4 R= End(Vp). 
(1) 证 明 : RV 是 RM 的 单 生成 子 . 
(2) 对 于 每 个 1< i,j <n, he; ER 满足 


ej(vk) = 00; (k= 1,---n). 


证 明 ， eii = es 是 RWB, A Rei RV. 
(3) 证 明 ， rR = Rei ®@… Ren. 
(4) 可 推断 Re = e1R@.… enR, 因此 eiR 是 Re 的 单 生成 子 . 
3. DBR, ，nEN,1<k<n 令 
C(k) = {ilos]ls Mn(D) | aij = Sgro}, 


R(k) = {[[æi;]] E Mn(D) | aij = ira}. 
(1) 证 明 : C(k) 是 Mn(D) 的 单 左 理想 ，R(k) 是 Mn(DD) 的 单 右 理想 ，| 提 示 : 练习 (13.2).] 
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(2) 证 明 ， 作 为 左 Mn (D) - BL 有 CE) = Ca(D)( 见 (13.1), 且 作为 右 Mn(D) - BL 有 
R(k) = Rn(D). ; 
(3) 证 明 : Mn (D) 上 的 左 ( 右 ) 正则 模 是 C(1),…,C(n)(R(1),…, R(n)) EA. 
4. (1) Bt REPAS I 是 RR 的 真理 想 . 证 明 : R/T 也 是 半 单 环 . 
(2) 求证 半 单 环 的 子 环 不 一 定 是 半 单 的 . 
(1) ho: RR 一 5 是 满 环 同 态 . 证 明 : S 是 半 单 环 当 且 仅 当 nS 是 半 单 模 . 
(2) 陈述 且 证 明 Zn 成 为 半 单 环 的 充 要 条 件 . HER 练习 (9.3).] 
6， 设 (Re)aea 是 环 的 指标 类 . UE: BT], Re 是 半 单 的 当 且 仅 当 AAR, HT Ra 都 是 
半 单 的 . 
7. (1) 证 明 : 如 果 RR 同 构 于 单 环 的 有 限 集 (Re) 的 亚 直 积 ， WR 是 单 环 的 环 直 和 . HE 
示 : 练习 (7.13) 和 (7.16)] 
(2) VER: UR RR 同 构 于 半 单 环 的 有 限 集 的 亚 直 积 ， 则 RR 是 半 单 的 . 
8. (1) 设 了 是 环 R 的 极 小 左 理想 ， 证 明 : eR 的 直 和 项 当 且 仅 当 7? 4 0. 上 提示 如 果 
I? £0, 则 对 于 某 个 ze 1， 有 了 = Tx. 因此 存在 e € 了 使 得 ez = x. 再 假设 0 头 R(e-e*).] 
(2) 证 明 ， 对 于 左 Artin FR, 下 列 条 件 等 价 ， 
(a)R ERA, (b) RR 不 包含 非 零 的 乔 零 ORP) EME (c) RR 不 包含 平方 为 零 的 非 零 左 
理想 ， (d) 对 于 任意 z E R, 由 TRI = 0 可 推出 > = 0. 
9. (1) 证 明 Schur 引 理 的 逆 命 题 是 不 正确 的 ， 即 求证 存在 非 单 模 使 得 它 的 自 同 态 环 是 除 环 . 
[提示 ， 考 虑 上 三 角 矩 阵 环 .] 
(2) BR EATER BALA. WEH: 如 果 TRE End( nl) 是 除 环 的 环 RR 的 左 理 
想 , 则 rT 是 单 的 . [提示 : 设 0 Ax CT, 则 Re RES, 因此 对 于 某 个 7 © R, pre: 工 一 
是 了 的 非 零 自 同 态 .] 
10， 称 环 R 是 左上 半 单 的 (或 EVI), WR RM 有 半 单 的 上 生成 子 . 
(1) 证 明 ， 对 于 环 R, 下 列 条 件 等 价 : 
(a) R 是 左上 半 单 的 ， (b) 对 于 一 切 左 R- 模 M, 有 Rad(M) = 0; (c) 每 个 左 R - 模 都 是 
上 半 单 的 ， (d)aM 有 上 半 单 的 上 生成 子 。 [提示 ， 见 练习 (9.14).] 
(2) 证 明 ， 每 个 半 单 环 都 是 上 半 单 的 . 
(3) 证 明 ， 如 果 RM 有 单 上 生成 子 ， 则 RR 是 单 环 . 
(4) 证 明 ， 对 于 环 R, 下 列 命题 等 价 ， 
(a)R 是 单 Artin 环 ，(b) 每 个 非 零 左 R - 模 都 是 生成 子 ， (c) 每 个 非 零 左 R- 模 都 是 上 生 
成 子 . 
11， 设 GERA n 的 有 限 群 ,K ER, HK 的 特征 不 能 整除 n. 从 而 n=n.1 K 中 是 可 
递 的 。 利 用 练习 (7.17) 的 结果 证 明 : 
Maschke 定理 如 果 G 是 阶 为 n 的 群 ,天 是 特征 不 能 整除 n 的 域 ， 则 群 环 KG 是 半 
单 的 . 
12， 设 刀 是 代数 闭 域 上 的 有 限 维 代数 . 证 明 , 如 果 RER, 则 有 RS M,,(K). 提示 : 首先， 
R fè Artin 环 (练习 (10.7)). 如 果 R= Mi(D), 其 中 D 是 除 环 , W CenD = Cenk = K 
( 见 练习 (4.4) 和 (4.5)). 因此 D 在 K 上 是 有 限 维 的 . 从 而 有 K= D] 
13. (1) 利用 每 个 有 限 除 环 都 是 域 这 一 事实 证 明 


a 
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定理 RH m 个 元 素 构成 的 单 环 K 是 它 的 中 心 ， 则 对 于 某 个 素数 p 和 某 个 n 
H K =GF(p"), WEE k, # m= (p")*， 


"R= Mx(GF(p")). 


[在 这 里 GF(p") 是 由 p” 个 元 素 构成 的 唯一 (在 同 构 范围 内 ) 的 有 限 域 .] 
(2) 可 推断 在 有 限 半 单 环 (在 同 构 范围 内 ) 和 由 自然 数 三 元 组 的 一 切 有 限 序列 


(pimi, ki), +++, (Pi ma, ki), 


其 中 p1,… ,pt 为 素数 ， 构 成 的 集合 之 间 存 在 一 个 自然 双 射 . 


§ 14. 稠密 定理 


我 们 已 经 知道 ， 如 果 T 是 忠实 左 R- H, WARKI A: R 一 BiEnd(rT) 
是 单 的 环 同 态 ， 上 节 的 一 个 推论 ( 见 练习 (13.1)) 为 ， 如果 及 有 单 生成 子 工 则 RT 
是 忠实 的 ， 映 射 和 是 同 构 ， BiEnd(RT) 是 除 环 D = End(rT) 上 有 限 维 向 基 空 间 
To 的 自 同 态 环 ， 更 一 般 地 ， 本 节 我 们 考虑 那些 有 忠实 单 模 了 的 环 R， 对 于 这 样 
的 环 ,Bignd(RT) 是 (可 能 无 限 维 ) 向 量 空间 的 自 同 态 环 ， 从 而 可 由 经 典 Jacobson- 
Chevalley 稠密 定理 推断 出 中 在 BiEnd(aT) 中 的 标准 象 是 “稠密 ” FH. 证 明 它 的 
第 一 步 是 关于 双 自 同 态 环 的 一 个 引 理 . 


直 和 的 双 自 同 态 环 


假设 模 M 有 直 和 项 M', 则 M’ 关于 BiEnd(RM) 是 稳定 的 . 实际 上 , 如 果 M = 
M'@M",e € End(RM) 是 M' 在 此 分 解 中 的 等 等 元 则 对 于 每 个 be BiEnd(RM), 
有 
b(M’) = b(Me) = (bM)e € M’. 


而 且 M 的 每 个 自 同 态 都 可 扩展 为 M 的 自 同 态 ， 因 此 M 的 双 自 同 态 在 M' 上 的 限 
制 也 是 M 的 双 自 同 态 ， 且 限制 映射 


BiEnd(rM) -Res BiPnd(RMO) 


是 环 同 态 . 
14.1 5158 BRAC R- BEM 是 子 模 M' 和 M” 的 直 和 M = M'@M", 则 限制 映 
射 Res 是 使 得 图 表 B 


BiEnd(pM) — Res 


可 交换 的 环 同 态 ， 而且， 


BiEnd(pM’) 
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(1) WR M 生成 或 上 生成 M”, 则 Res 是 单 射 . 
(2) WR M' EER M” 又 上 生成 M”, 则 Res 是 同 构 、 
证 明 第 一 个 论断 是 前 面 讨论 的 直接 推论 ， 对 于 另 一 个 ， 设 


S = End(pM), 


e c S 是 M 在 直 和 分 解 M = M'o M" HARES Ic, Wh (5.9) 得 存在 环 同 构 
p: eSe 一 End(RM'), 其 中 对 于 每 个 se S 和 每 个 ze M' 有 plese): wr sese. 
从 而 可 得 M' 是 右 eSe- 模 , H 


BiBnd(RM') = End(M!s.). 


因此 设 be BiEnd(rM), (b | M’) = 0. 如 果 M' 生成 M”, 则 显然 它 生成 M(8.4), 因此 
有 M'S = Trm(M') = M( 见 练习 (8.6)), 从 而 有 b(M) = b(M'S) = (bM')S = 0. 另 一 
方面 , 假设 M' LER M”, W M' EER M ( 见 练习 (8.6)), lu (Se) = Rejm(M') =0. 
但 (bM)Se = b(M Se) < bM’ = 0, 因此 bM = 0. 在 上 述 两 种 情形 中 b= 0, 这 就 证 明 
了 (1). 
关于 (2). 假设 M' 既 生 成 M" 又 上 生成 M”, 则 我 们 只 需 证 明 Res: BiEnd 

(RM) > BiEnd(rM') 是 满 射 . 设 ae BiEnd(pM’) = End(M/s。). 下 证 存在 5 - 同 
AS a: M'S 一 M 使 得 对 于 任意 ri € M' 和 sie S, 4 


a: Y risi = Y (azi)si. 


假设 D risi = 0, 则 对 于 每 个 se S, 有 (D (ar:)si)se = 并 (azi)esise = a(5 ziesise) 
=0. 由 于 M' 上 生成 M, 从 而 有 lm(Se) = 0 , 因此 S(ax,)s; = 0. 这 就 证 明了 
我 们 要 证 的 ， 又 M' 生成 M, 则 M'S = M, 因此 ā € BiEnd(rM). 最 后 ， 
(ā | M’) = a, 这 就 证 明了 (2). 

现在 设 M EIFE R- 模 ，4 是 非 空 集 . 由 于 M 是 左 BiBnd(RAM) - 模 ， 未 
而 直 和 MO 不 仅 是 左 R- 模 ， 而 且 关 于 “ 按 坐 标 进行 运算 ”的 标量 乘法 它 还 是 左 
BiEnd(RM) - 模 ， 即 对 于 每 个 be BiBnd(PM) 和 每 个 z= (za)aea € MY), 有 


bx = (bra)aca- 
等 价 地 有 (UL § 2), 存在 从 BiEnd(pM) 到 MA)  Z- 自 同 态 环 的 环 同 态 /使 得 
u(6)(z) = (bta)aea- 


我 们 可 推断 MO HX Z- 自 同 态 ub) 是 RM(4) 的 双 自 同 态 .为 了 证 明 它 ,首先 对 
于 每 个 a E A, 我 们 用 和 ra 分 别 表 示 M 的 a- 坐标 内 射 和 a- 坐标 投射 , 且 把 
ta Ñl re 看 作 右 算 子 .显然 当 把 M 看 作 BiBnd(RM) - 模 时 ,ia 和 to 仍 是 MA) 
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的 a - 坐标 内 射 和 a - 坐标 投射 ( 见 练习 (12.7)). By € A, Mey: M 一 Mi 是 RR- 
同 构 ， 因 此 ( 见 练习 (4.14)) 存在 环 同 构 %: B;End(RM) 一 B,End(pMv,) 使 得 


olb) (mi) = (bm)ey = b(mey). 


由 (14.1) 得 Res : BiEnd(pM\“) 一 BiEnd(RMiy) 是 同 构 ， 对 于 每 个 b € 
BiBnd(RM), 设 5= Res-l(d(D)) € BiEnd(aM™) ， 则 有 
(me) = bb) ma) = (bm)c,. 
对 于 每 个 € A, 由 于 mla € End(RM(), 从 而 我 们 有 
bmia) = b(MiyTyta) = (B(me,)) tte 
= ((bm)ty) mt = b(Mta) = p(b) (mea). 
由 于 (Im tadaca 生成 上 的 MCA), 从 而 我 们 有 ub) = 0. 因此 u= Res! op 是 环 
Ht u: BiEnd(rRM) > BiEnd(pM™) . 同时 ， 我 们 已 经 证 明了 
14.2 命题 设 M 是 非 零 左 R- 模 ,4 是 非 零 集 ， 则 存在 按 坐 标定 义 的 环 同 构 
u: BiEndrM)— BiBnad(RM(4))，H(b)(za)aea = (bta)aca. 口 
现在 我 们 准备 证 明 
稠密 定理 


14.3 稠密 定理 设 M 是 半 单 左 R— 模 . 如 果 zh,zneM,beBiBnd(PAM)， 
则 存在 re RR 使 得 
bzi =rr; (i=1,---,n). 
证 明 因为 M 是 半 单 的 ， 从 而 MO 也 是 半 单 的 . 因此 MO 的 循环 子 模 
RR(z1,…,zn) 是 MO) 的 直 和 项 ,进而 R,- n) 也 是 MO 的 BiBnd(RM(") - 
TAR. 由 (14.2) 得 R(z1,…,zn) 是 M™ 的 BiEnd(rM) - FH. 特别 地 有 


(BiEnd(RM))(£3,:--,£n) = R(z1,:, En). 
这 样 ， 对 于 be BiEnd(RM), HEHE r € RR 使 得 
(br bzn) = b(ay,---, £n) 
一 r(z Zn) = (rz -,TEn). 口 
关于 这 个 定理 存在 完整 的 拓扑 论证 .实际 上 ， 考 虑 笛 卡 儿 积 MM. 由 M 上 离 


散 拓扑 诱导 的 MY 上 的 积 拓扑 称 为 MM 上 的 “有 限 拓扑 "对 于 SEMM, 了 在 这 
个 拓扑 中 的 邻 域 基 由 集合 
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{g € MY | f(zi) = g(zi), 对 于 一 切 21,.…, En} 
构成 ， 其 中 {z1,…,zn} BGR M 的 有 限 子 集 ， 现 在 假设 M 是 Abel 群 ,R 和 5S 是 
End(M) HFI. 特别 是 ,RR 和 5 继承 了 MM HARAI XE, WMR RE S 
子 环 ， 我 们 说 已 在 3 中 稠密 (在 M E), 如 果 在 有 限 拓扑 中 RR 是 S 的 稠密 子 集 当 
然 ， 这 是 指 对 于 每 个 有 限 集 z1,… ,zn E M 和 每 个 se S, FE r E RR 使 得 


raj = st, (i=1,---,n). 


下 面 假设 M EE R- 模 ， 则 R 在 自然 映射 入 : R  End(Mz) 下 的 象 A(R) 
是 BiEnd(rM) 的 子 环 ， 且 稠密 定理 可 陈述 为 ,如果 RM 是 半 单 的 ， 则 ACR) 在 
BiBnd(nM) PRR. 

现在 我 们 转向 单 Artin 环 的 Jacobson 推广 和 关于 单 Artin 环 的 Wedderburn 定 
H. 称 环 RR 是 左 本 原 环 , 如 果 它 有 一 个 单 的 、 忠 实 的 左 模 . 由 于 单 Artin 环 有 单 左 
生成 子 ， 且 生成 子 是 忠实 的 ， 从 而 每 个 单 Artin 环 都 是 左 本 原 的 . Wedderburn 定 
理 宣称 单 Artin 环 同 构 于 有 限 维 向 其 空间 的 自 同 态 环 ， 下 面 的 命题 是 关于 本 原 环 的 
推广 . 

14.4 本 原 环 的 稠密 定理 设 尺 是 左 本 原 环 ,nT 是 单 的 忠实 模 ， 


D = End(rT), 
则 DERK, Tp 是 D - kasi], HAAR A, R 同 构 于 End(Tp) 的 稠密 子 


IK. 特别 地 ， 对 于 每 个 有 限 D - 线性 无 关 集 zl,……,znE 人 和 每 个 yy ET, 
存在 re RR 使 得 


ra,=y (i=1,.…,n). 

证 明 th Schur 引 理 (13.3) 知 DD 是 除 环 , 而 Tp 是 DD- 向 晤 空间 因为 eT 是 忠 
实 的 , FHI, 所 以 环 同 态 A : 已 一 End(Tp) = BiEnd(pT) 是 单 射 ,稠密 定理 (14.3) 确 
保 了 入 的 象 在 End(Tp) 中 稠密 ， 对 于 最 后 的 陈述 ， 假设 zj,……,zn ET EÈ D -RHE 
无 关 的 ， 胃 ,… ,yn € T, 则 存在 线性 变换 be End(Tp) 使 得 MKzi) = yi (i= 1,…,n). 
再 应 用 (14.3) 即 可 . 口 

(14.4) 的 逆 命 题 也 是 正确 的 ， 从 而 存在 左 本 原 环 的 下 列 重 要 刻画 . 

14.5 推论 环 是 左 本 原 环 当 且 仅 当 它 同 构 于 向 量 空间 的 线性 变换 的 稠密 环 . 也 
就 是 说 , 环 屎 是 左 本 原 环 当 且 仅 当 存 在 除 环 D 和 双 模 eT, 其 中 RT 是 忠实 的 , 使 
得 对 于 每 个 有 限 D - 线性 无 关 集 z1,…,zn E€ T 和 每 个 yi yn ET, 存在 rE RR 
使 得 

rai=y (i=1,.,n). 

证 明 根据 (14.4) 只 需 证 明 如 果 D ABR, H RTDp 满足 最 后 的 条 件 ， 则 RÆ 
左 本 原 环 . 由 题 设 知 pT 是 忠实 的 . 而且， 它 是 单 的 ， 这 是 因为 如 果 ze 了 是非 零 
的 ， 则 {z} 是 DD 线 - 性 无 关 的 ， 因 此 由 题 设 得 Rz =7. KM REER O 
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14.6 附注 . 

(1) 定理 (14.4) 是 Wedderburn 定理 关于 单 Artin 环 的 一 个 推广 前面 已 知 单 
Artin 环 R 是 左 本 原 环 ， 因 此 由 (14.4) 知 对 于 某 个 D- 向 量 空间 Mp, 它 同 构 于 
End(Mp) 的 稠密 子 环 , 利用 REA Artin 环 这 一 事实 , 易 证 ( 见 练习 (14.4)) Mp 是 
有 限 维 的 . 利用 稠密 性 我 们 可 以 得 到 已 同 构 于 End(Mp) 这 一 事实 的 另 一 个 证 明 . 

(2) 每 个 单 环 都 是 本 原 环 ( 见 练习 (14.1)), 但 反之 不 真 . 例如 , 由 (14.5) 得 , 对 于 
每 个 向 量 空 间 Mp, End(Mp) 是 本 原 环 ， 但 除非 Mp 是 有 限 维 的 ， 否 则 End(Mp) 
不 是 单 环 ， 另 一 方面 ， 存 在 不 是 Artin 环 的 单 环 ( 见 练习 (11.9).). 

(3) 在 第 13 WPM Artin 环 结构 定理 的 一 个 显著 特征 是 这 些 定理 的 左 - 右 对 称 
性 ,这样 的 对 称 性 不 能 推广 到 本 原 环 上 去 . 右 本 原 环 是 指 有 单 的 、 忠 实 的 右 模 的 
K. 从 而 左 本 原 环 不 一 定 是 右 本 原 环 ( 见 Bergman[64].). 在 本 书 中 我 们 说 本 原 环 是 
指 左 本 原 环 . 


矩阵 表示 


如 果 DERF, Mp 是 右 D- 向 量 空 间 ， 则 Mp 是 自由 向 量 空间 ( 见 练习 
(8.11) 和 (2.17)). 因此 Mp 的 自 同 态 环 End(Mp) 同 构 于 D 上 列 有 限 的 矩阵 环 ( 练 
习 (8.12). 即 ， 如 果 (za)aen 是 Mp 的 基 ， 则 从 End(Mp) 到 上 一 切 列 有 限 的 
N x N HRES CFMo(D) 的 映射 


a [loop]l，a(zp) = > ,raaap 


是 同 构 . 因为， 尤其 在 例子 的 学 习 中 ， 和 矩阵 表示 可 以 提供 帮助 ， 所 以 在 这 里 我 们 提 
及 它 . 

类 似 于 初等 线性 代数 中 的 内 容 ， 向 基 空 间 Mp 可 以 看 作 D 上 一 切 列 有 限 的 
Q x 1- 矩阵 构成 的 集合 .而 且 , Mp 有 基 (ea)aen, 其 中 列 向 量 (ec) 在 “a - 行 ” 
上 为 1 其 余 为 0. 由 于 从 End(Mp) 到 CFMo(D) 上 的 同 构 


a+ [laag)] 
由 此 基 决 定 ， 从 而 对 于 每 个 ae End(Mp) 和 Be 9, 我们 有 
alep) = [laua]lep. 


也 就 是 说 ， 我 们 可 以 把 Mp 看 作 N - 列 向 量 , End(Mp) BE D EN x 9 - 列 有 限 
矩阵 环 CFMo(D), End(Mp) 的 作用 看 作 由 抢 阵 乘法 给 出 . 

现在 易 证 End(My) 的 子 环 R 是 稠密 环 (在 Mp E) 当 且 仅 当 对 于 每 个 有 限 集 
Birti- Bn EN MARR yi- Yn © M, FHE a € R RAR 


ales) =Y (@=1,---,n) 
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( 见 练习 (14.3)), 即 稠密 条 件 只 需 在 已 给 基 的 有 限 子 集 上 验证 即 可 . FEEN, 
可 推出 如 果 D 是 除 环 ，Q 是 非 空 集 ，R 是 CFMo(D) 的 子 环 使 得 对 于 每 个 有 限 集 
TCQ, RR 在 QxT 上 的 限制 是 CFMnxr(D), 则 己 是 本 原 环 .当然 每 个 本 原 环 都 同 
构 于 某 个 CFMo(D) 的 上 述 子 环 ， 在 这 个 意义 下 它 的 逆 命 题 是 正确 的 .特别 地 ， 如 
R D ERF, Ri CFMy(D) 的 子 环 ， 则 RR 在 CFMy(D) 中 是 稠密 的 (因此 是 本 
原 环 ) 当 且 仅 当 对 于 每 个 me N 和 每 个 UE Mn(D), 都 存在 R 中 形 如 


[了 


练 习 14 


1. (1) 证 明 ， 每 个 单 环 都 既是 左 本 原 环 又 是 右 本 原 环 . 
(2) 证 明 ， 每 个 交换 的 本 原 环 都 是 域 . 
2， 设 Q 是 域 ， 对 于 每 个 n EN, EM A © Mn(Q) 和 每 个 EQ, 设 [4, S] € Mn(@) 是 矩阵 


A 


的 矩阵 


B S FE Q HIFI , R = {[A,5] | s E€ S, A € Mn(Q),n € N}. 

(1) 证 明 : 及 是 CFMin(Q) 的 本 原子 环 ， 且 有 Cenk = S. 从 而 域 的 每 个 子 环 都 是 某 个 本 原 
环 的 中 心 。 ( 见 练习 (1.9).) 

(2) 证 明 ， 如 果 S KÆR, W 尺 有 非 本 原 的 商 环 . 

3， 设 D 是 除 环 , Mp 是 右 D - 向 量 空间 ， 其 中 基 为 (za)aea. W RÆ End(Mp) 的 子 环 . 证 
8: Rte End(Mp) 中 稠密 当 上 且 仅 当 对 于 每 个 有 限 子 集 FCA 和 由 M 的 元 素 构成 的 每 个 
集合 (my )rer, 存在 re RR 使 得 对 于 一 切 YE F, H r(e) = my. 

4. BD JERR, Mp EHE D- 向 量 空间 , R 是 End(Mp) 的 稠密 子 环 . 证 明 , MUR zl, rz,za,…， 
在 M 中 是 D - 线性 无 关 的 ， 则 有 


la(z1) > la(T1,72) > la(ai, £2, 73) > «++. 


5， 设 Mp 是 除 环 D 上 的 有 限 维 向 量 空间 ， R 是 End(Mp) FS. WEH: 如 果 RE 
End(Mp) 中 稠密 , 则 对 于 每 个 ne N, 都 存在 R EFR Sn 和 满 环 同 态 $n : Sn 一 Mn (D). 

6. 设 > 1, R EKKS, HITEN z€ R, 有 z” = z. 证 明 : 尽 是 除 环 ， (实际 上 RIE 
域 ， 你 能 证 明 吗 ? ) 
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10. 


12. 


13. 


(1) 证 明 : 如 果 忌 是 本 原 环 ,ee R BARS REBT, W eRe EARR. | 提示: 如 果 RM 是 
单 的 ， 则 或 者 eM 是 0, 或 者 eRe 是 单 的 .] 

(2) 设 RBH n > 1. EH : R 是 左 本 原 环 当 且 仅 当 Mn(R) BAM. [提示 : 练习 
(1.8).] 

设 M 和 AN 是 左 R- BE. 证 明 : 

(1) 如 果 M 是 平衡 的 ， 且 或 者 生成 N, 或 者 上 生成 N, 则 M @ N 是 平衡 的 . 

(2) WR M 既 生 成 N 又 上 生成 N,N BEER M LEER M, 则 有 


BiEnd(rM) = BiEnd(rN), Cen(End(rM)) = Cen(End(rN)). 


BER: 练习 (4.6)] 

设 M EE R- 模 ,和 是 典范 环 同 态 R> BiEnd(RM). 

(1) 证 明 ， 下 列 条 件 等 价 ， (a) A(R) 在 BiEnd(rM) PHE, (b) 对 于 每 个 n> 0, M™ 
的 每 个 R- 子 模 都 是 M 的 BiEnd(rnM) - 子 模 ，(c) 对 于 每 个 > 0, MO 的 每 个 R 
- 子 模 都 是 M 的 BiEnd(rRM™) - FH. 

(2) 证 明 ， 如 果 nM 是 上 生成 子 ， 则 ACR) 在 BiBnd(rkM) 中 稠密 | 提示 (1) 和 练习 
(8.5),] 

称 环 RR 是 RI, 如 果 每 个 非 零 左 理想 都 是 忠实 的 ， 证 明 ; 

(1) 交换 环 是 素 环 当 且 仅 当 它 是 整 域 . 

(2) 对 于 环 R, 下 列 条 件 等 价 : 

(a) R 是 素 环 ; 

(b) 每 个 非 零 右 理想 都 是 (H) 忠实 的 ; 

(c) 对 于 每 对 非 零 理想 i, lo, 有 五 天 0; 

(d) 对 于 一 切 z,y € R, 由 zRy = 0 可 推出 z= 0 Ry = 0. 

(3) 每 个 本 原 环 都 是 素 环 . 

(4) 每 个 左 Artin 素 环 都 是 单 的 . 


， (1) RRS. 证 明 : 如 果 Soc RR F 0, W 民 是 本 原 环 , Soc RR 是 齐 次 的 ，Soc RRARR. 


(2) WEI: WMR RRF Soc RR 是 非 零 的 ， 且 SocrR 是 有 限 长 度 的 ， 则 RJM Artin 
环 . 
(3) 证 明 ， 如 果 R 是 素 环 ， Soc RR 是 单 的 左 理想 ， 则 忆 是 除 环 . 

(4) 求证 : 存在 本 原 环 R 使 得 Soc RR = 0. 提示 ”End(MDp) 是 关于 Mp 的 向 量 空间 ， 
End(Mp) 有 单 的 商 环 .] 

(1) EH: WMR RR 是 素 环 ,e € RR 是 非 零 备 等 元 ， 则 eRe 是 素 环 . | 提示 练习 (14.10.2).] 
(2) 设 已 是 环 ,n > 1. 证 明 ; R 是 素 环 当 且 仅 当 Mn(R) ERF. 提示 : 练习 (1.8).] 

设 Y 是 除 环 D 上 的 无 限 维 向 量 空间 ， 对 于 每 个 e End(Vp), 由 rankf = dim(Imf) 定 
X f WK. 

(1) 设 e 是 无 限 基数 .证 明 ， 


Ie = {f € End(Vp) | rank f < c} 
是 End(Vp) 的 理想 . 
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(2) 设 I 是 End(Vp) 的 理想 , f € 工 证 明 : 

{9 € End(Vp) | rank g < rank f} 
包含 在 工 中 . 
(3) 证 明 : Ixo 是 End(Vp) 的 唯一 极 小 理想 ,Jaimv 是 End(Vp) 的 唯一 极 大 理想 . 
(4) 小 于 或 等 于 已 给 基数 的 基数 构成 的 集 族 由 < 是 良 序 的 ( 见 Stoll[63]). 利用 这 一 事实 证 
A: I A 0 是 End(Vp) 的 真理 想 当 且 仅 当 对 于 某 个 满足 Ro < c < dimV 的 基数 c, 有 了 = 
Te. 还 可 推断 End(Vp) 的 理想 格 是 良 序 的 . 


8 15. 环 的 根 一 局 部 环 和 Artin 环 


设 RTH, MW End(RR) 是 由 R 中 元 素 的 右 乘法 组 成 的 环 ( 见 (4.11)), 从 而 由 
(9.14) 4, RR HJAR Rad(RR) 是 已 的 (双边 ) 理想 . 此 理想 称 为 R 的 (Jacobson) 根 ， 
我 们 通常 简 记 为 

J(R) = Rad(rR). 
本 节 的 第 一 个 定理 (15.3) 的 一 个 推论 说 : 此 根 也 是 Rad(RR). 因此 我 们 不 必 争 论 左 
右 的 不 明确 性 . 


本 原理 想 


本 节 第 一 个 目标 是 得 到 环 的 根 TCR) 的 一 些 刻画 ， 这 些 刻画 中 比较 重要 的 一 个 
是 J(R) 是 使 得 已 模 掉 J(R) 之 商 环 为 “剩余 本 原 的 ”的 唯一 最 小 理想 ， 我 们 说 R 
的 理想 P 是 ( 左 ) 本 原理 想 , 如 果 R/P 是 ( 左 ) 本 原 环 ,类似 地 ， 右 本 原理 想 是 使 得 
RI/P 是 右 本 原 环 的 FR 的 理想 P. 由 于 每 个 单 环 都 是 本 原 环 ( 见 练习 (14.1), 从 而 每 
个 极 大 理想 都 既是 左 本 原理 想 又 是 右 本 原理 想 ， 然 而 ， 即 使 R 的 左 本 原理 想 是 双 
边 理 想 ， 它 也 不 一 定 是 右 本 原理 想 (I Bergman [64]). 当然 , R 的 本 原理 想 恰 是 R 
到 向 基 空 间 的 线性 变换 组 成 的 稠密 环 上 的 环 同 态 的 核 . 本 原理 想 的 另 一 个 简单 的 刻 

15.1 命题 环 已 的 理想 已 是 本 原理 想 当 且 仅 当 存在 R 的 极 大 左 理想 M 使 得 


P = lr(R/M) = Rejn(R/M). 


证 明 商 丈 R/P 是 本 原 环 当 且 仅 当 B/P 有 忠实 单 模 当 且 仅 当 (2.12) P ae 
R- REALT. 由 (8.22) 可 得 第 二 个 等 式 . 


根 的 刻画 


由 于 作为 左 R- 模 已 是 有 限 生成 的 ， 从 而 它 的 根 J(R) 是 R 的 唯一 最 大 多 余 
Ze R- -FAR (I (9.18) 和 (10.5.1)). 又 因为 R 的 每 个 等 零 左 理想 在 RR 内 都 是 多 余 
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的 ， 从 而 根 J(R) 包含 一 切 知 零 左 理想 ( 见 练习 (5.18)). 事实 上 ， 如 果 RAE Artin 
环 , 则 J(R) 是 RR 的 唯一 最 大 吞 零 左 理想 (I (15.19)). 然而 , 一 般 地 JR) PERE 
BY, DEFRA ETRE. 但 对 吞 零 性 的 一 个 有 用 推广 导致 了 对 于 左 Artin 环 的 J(R) 
的 上 述 刻 画 的 一 个 推广 . 

称 元 素 ze RR 左 拟 正 则 元 , 如 果 1 一 z eR PRAM. BI, Poe RE 
右 拟 正 则 元 ( 拟 正 则 元 ), 如 果 1 一 z 在 R PHAN BGY). 当然 R 的 元 素 可 以 是 
左 拟 正 则 元 而 不 是 右 拟 正 则 元 . 称 R 的 子 集 是 左 拟 正 则 的 , 如 果 它 的 每 个 元 素 都 
FEMEN. REE TREFH, HH, WMR ze Ro" = 0, WA 


(l¢zt-:-+2™")(1—-2)=1=(1-2)(l+24+---+2"7), 


因此 z 是 拟 正 则 的 . 

15.2 命题 对 于 RR 的 左 理想 I, 下列 命题 等 价 : 

(a) 工 是 左 拟 正则 的 ; 

(b) 工 是 拟 正则 的 ; 

(c) 了 在 RR 中 是 多 余 的 . 

证 明 (a)=>(b). 假设 (a) RX ,ze 了 则 z 是 左 拟 正则 的 , 于 是 存在 某 个 z' € R, 
有 z(1-z)=1. HF r's eI EMEN, Hr =1+zz=1-(-z'z), 因此 存 
在 ye RR 使 得 yz' =1. 从 而 x' 是 可 道 的 ,y = 1 一 z. 因此 (1 一 z)z' = 1，z 是 拟 正 
则 的 . 

(b)=>(c). 假设 (b) 成 立 ,K 是 R HERE, H R=I+K, 则 存在 ze 工 和 
kek 使 得 1=z+k. 因此 上 =1 一 z tt, Mitt le KM K =R. 

(c)>(a) 假设 (c) 成 立 ,rz € I, N Rz < R. 但 R= Rr + R(1 — 1), 因此 
R(1-z) = R, 从 而 1-z HA. o 

现在 我 们 开始 给 出 J(R) 的 重要 的 多 重 刻画 它 的 一 个 推论 是 ， 对 于 (15.2) 的 
三 个 等 价 条 件 ， 还 存在 第 四 个 与 它们 等 价 的 条 件 ， 即 了 是 右 拟 正则 的 . 

15.3 定理 TI R, RR 的 下 列 每 个 子 集 都 等 于 RR 的 根 JR). 

(1) R 的 一 切 极 大 左 (H) 理想 的 交 ; 

(Ja) 的 一 切 左 ( 右 ) 本 原理 想 的 交 ; 

(Js) {2 ERR| 对 于 一 切 7,s € R,rzs 是 拟 正则 的 }; 

(Ja) {2 € RR| 对 于 一 切 r€ R,rz 是 拟 正则 的 }; 

(Js) {a € R| 对 于 一 切 se R,zs 是 拟 正 则 的 }; 

(Je) 有 R 的 一 切 拟 正则 左 ( 右 ) 理想 的 并 ; 

(Jz) RR 的 一 切 拟 正则 理想 的 并 ; 

(Js) 的 唯一 最 大 多 余 左 ( 右 ) 理想 . 
而 且 , 如 果 用 “ 左 拟 正则 的 ”或 “ 右 拟 正则 的 ”来 替换 “ 拟 正 则 的 *，(.J3),(J4),(J5),(J6) 
和 (Jr) 也 描述 了 根 J(R). 


§ 15. 环 的 根 一 局 部 环 和 Artin 环 .159 ， 


证 明 为 了 表示 (A), (J2), (Jo) 和 (Js) 的 右 侧 情形 ， 我 们 将 附加 一 个 星 形 符 
号 , 从 而 凡是 民 的 一 切 极 大 右 理想 的 交 ， 由 (9.17) 和 (15.1), 我 们 有 
Jı = Rad(RR) = N{Rejr(T) |RT 是 单 的 } = J- 

又 因为 RR 是 有 限 生成 的 ， 从 而 由 (9.13) 和 (10.4.1) 我 们 有 J = Js, 再 由 (15.2) 我 
们 有 Jo = Js. 当然 也 有 

Jt = Jf = Je = Jp. 
但 由 于 Jo M Ji ERB, MT Je A JG 是 理想 .因此 显然 有 Jo = Ji = Jr. MEX 
即 可 得 

Je C J3 C Ja C Jo, 
和 

J§ SIs C Js CJi, 


因此 定理 的 第 一 个 断言 的 所 有 等 式 都 成 立 . 另外 ,在 它们 的 左 拟 正则 情形 中 我 们 有 
Jı C J3 C J4 € Jo, 


但 由 于 (15.2), Jo 的 左 拟 正则 情形 和 拟 正则 情形 ， 就 像 J 的 两 个 情形 一 样 ， 是 相等 
的 . 类 似 地 , Ja, Js, JE 和 Jy BATALI TATE LSE J(R). 现在 除了 Js (= Ji, 关于 
左 拟 正则 的 ) 的 左 拟 正则 情形 和 Ja(= Jo, 关于 右 拟 正则 的 ) 的 右 拟 正则 情 开外 ， 我 
们 获得 了 定理 中 断言 的 一 切 与 7(R) 相等 的 集合 等 式 . 我 们 将 求证 Ja 的 右 拟 正则 
情形 是 根 J(R), 且 利用 对 称 性 求证 Jo 的 左 拟 正 则 情形 是 根 7(R). 显然 ， 在 它们 的 
右 拟 正则 情形 ， 有 Js C Ja. 正如 我 们 所 见 ,a = Jp. 因此 为 了 完成 我 们 要 证 的 ， 

只 需 证 明 每 个 右 拟 正则 左 理想 都 包含 在 J] = Rad(Ra) 中 .假设 Re 是 右 拟 正则 的 
o2 E Ji, 则 存在 及 的 极 大 右 理想 K E rg K, 从 而 对 于 某 个 "eR 和 ke K, 有 


l=ar+k. 
由 于 rz 是 右 拟 正则 的 ， 因 此 存在 ve 及 使 得 
(1 一 rz)u 一 1. 


所 以 ， 
zZ=z( 一 rz)u =(c-arz)u 
= zu — (1 — kru= krue K, 
此 矛盾 意味 着 Ro C . 太 ， 从 而 我 们 完成 了 证 明 . 口 
15.4 推论 WME RS, WA 


Rad(xR) = J(R) = Rad(Ra). 口 
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由 (8.22), (15.1), 以 及 J(R) = Jy = Jo 这 一 事实 (15.3), 我 们 有 

15.5 推论 如 果 RER, MW J(R) 是 单 左 ( 右 )R- 模 类 在 民 中 的 零 化 子 . O 

关于 R Hy Jacobson 根 7(R) (RAK PER “AR”, W P.174) 一 个 重要 事实 是 

15.6 推论 LT EI R BEAR (R/T) = 0, W J(R) CT. 

证 明 WME gI, 则 存在 已 的 极 大 左 理想 M 使 得 TC M, 且 z&M( 见 
和 (3.8)), 因此 zz ¢ J(R). 

15.7 推论 对 于 环 R 的 理想 1 下列 条 件 等 价 : 

(a) I = J(R); 

(b) 工 是 左 拟 正则 的 ， 且 J(R/I) = 0; 

(c) 了 是 左 拟 正则 的 ， 且 J(R) CT; 

(d) aI 在 RR 中 是 多 余 的 ， 且 J(R/I) = 0; 

(e) RI 在 RR 中 是 多 余 的 , H J(R) CT 口 

R 的 商 环 的 根 至 少 和 J(R) 的 对 应 商 环 一 样 大 ， 但 它们 不 一 定 相等 ， 例 如 ， 环 
加 有 和 零 根 ， 但 Za 没有 ( 见 练习 (15.1).). 

15.8 推论 MR RA S 是 环 ,$ : R 一 5 是 满 环 同 态 ， 则 有 $(J(R)) C JS). 
WA, MR Ker $C J(R), WE O(J(R)) = J(S). 特别 地 ， 


J(R/J(R)) = 0. 


证 明 显然 由 于 o 是 满 射 ， 从 而 9(7(R)) 是 S 的 拟 正则 理想 ， 由 (15.3) 得 
G(J(R)) € J(5). 另 一 方面 ,假设 Ker $ C J(R), 如 果 M 是 部 的 极 大 左 理想 ， 则 
Ker ġ C J(R) C M, Witt (3.11) 知 (M) 是 5 的 极 大 左 理想 , 由 (15.3) 得 J(S) C 
9(M). 再 由 (15.3) 和 (3.11) 得 8(7(R)) 是 一 切 9(M) 的 交 , 其 中 M H RRK 
想 ， 因 此 J(S) © $(7(R)). a 

15.9 推论 MR RR 是 理想 Ri, Ro, Rn 的 环 直 和 ， 则 有 


J(R) = TR) + J(R2) +--+ + J(Ra). 


证 明 设 1 = uituzt- + tun, SER un, ua, +++, Un 是 两 两 正 交 的 中 心智 等 元 , 则 易 
见 了 是 忌 的 拟 正则 理想 当 且 仅 当 工 = 五 十 -+ 也 ,其 中 对 于 每 个 上 二 1,…,n, Ik ER 
uk Rug = Rk 的 拟 正则 理想 . g 

我 们 已 经 看 到 ，J(R) 包含 中 的 每 个 等 零 左 理想 . 大 家 知道 ， 称 理想 (AL H, 
或 双边 ) 是 齐 零 的 ， 如 果 它 的 每 个 元 素 都 是 寡 零 的 这样， 更 一 般 地 有 

15.10 推论 如 果 RÆK, Ml) RR 的 每 个 诬 零 左 ， 右 , 或 者 双边 理想 都 是 左 拟 正 
则 的 ， 因 此 忌 的 每 个 齐 零 左 ， 右 ， 或 者 双边 理想 都 包含 在 J(R) P. 

证 明 ”每 个 等 零 元 素 ze R 者 是 左 拟 正 则 的 ， 这 是 因为 如 果 e = 0, WA 
(lt+at---ta"1)(1—a) = 1. 口 
15.11 推论 WME RE, W JR) AAAS GE. 
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证 明 如 果 e€ RERS, 且 ee J(R), M Re 是 RR 的 多 余 直 和 项 ， 从 而 有 
e=0. 口 

15.12 推论 ” 设 工 是 环 R 的 理想 . 如 果 I ERF, H J(R/T) = 0, WA 
I= J(R). 另 一 方面 ， 如 果 工 < JR), A R/T 的 每 个 非 零 左 理想 都 包含 非 零 吞 等 
元 , WA T= J(R). 

证 明 第 一 个 论断 可 由 (15.7) 和 (15.10) 立即 得 出 ， 其 余 的 可 由 (15.11) 和 (15.8) 
得 出 . 口 

根据 (9.18) 和 (10.5) 知 ， 如 果 RM 是 非 零 的 , 且 是 有 限 生成 的 , W RadM +M. 
利用 这 一 事实 我 们 有 J(R) 的 下 列 非常 有 用 的 刻画 ,通常 称 之 为 Nakayama 引 理 . 

15.13 推论 对 于 环 尺 的 左 理想 7, 下 列 条 件 等 价 : 

(a) I < J(R); 

(b) 对 于 每 个 有 限 生 成 的 左 已 - BEM, 如 果 IM = M, 则 M =0; 

(e) 对 于 每 个 有 限 生成 的 左 RR- 模 M, IM 在 M 中 是 多 余 的 . 

证 明 (a) (b). 假设 M 40 是 有 限 生成 的 ， 则 M 有 极 大 子 模 天 ( 见 (10.5)). 
因此 由 (15.5) 1Ẹ , J(R)M < K. 

(b)=(c). 假设 N< M, IM +N =M, WE 


I(M/N) = (IM + N)/N = M/N. 


因此 如 果 M 是 有 限 生成 的 ， 由 (b) 可 推出 M/N = 0. 


(c)=>(a). Ei (c) 成 立 ， 则 由 于 RR 是 有 限 生成 的 ,从 而 IR < R 因此 有 
I &IR < J(R). a 


半 本 原 环 


称 环 R E 半 本 原 环 , 如 果 J(R) = 0. 特别 的 ， 本 原 环 是 半 本 原 环 ， 单 Artin 环 
和 半 单 环 具有 左 - 右 对 称 性 ， 但 本 原 环 不 具有 此 对 称 性 (I (14.6.3). 半 本 原 环 也 
不 具有 左 - 右 对 称 性 . 

15.14 命题 对 于 环 R, 下 列 条 件 等 价 ， 

(a) R 是 半 本 原 环 ; 

(b) RR 是 由 左 单 R- 模 组 成 的 类 上 生成 的 ; 

(c) Ro 是 由 右 单 R - 模 组 成 的 类 上 生成 的 ; 

(d) R 有 忠实 半 单 模 . 

证 明 由 (15.5) 和 (9.17) 立即 可 得 . 口 

由 于 J(R) = Ja (15.3)), 从 而 环 R 是 半 本 原 环 当 且 仅 当 它 同 构 于 本 原 环 的 
WHR ( 见 练习 (7.16)). 
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附注 对 于 满足 J(R) = 0 的 环 R, 我 们 经 常用 术语 “ 半 单 的 "， 这 便 产 生 了 迷 
B, 因为 半 本 原 环 不 一 定 是 半 单 环 . 然而 ( 见 (15.16)), 半 单 环 恰 是 Artin 半 本 原 环 . 


局 部 环 


根据 $ 12 ， 称 环 已 是 局 部 环 ， 如 果 由 RR 中 不 可 北 元 素 构成 的 集合 关于 加 法 是 
封闭 的 .利用 根 我 们 可 以 得 到 这 个 重要 环 类 的 下 述 刻画 . 

15.15 命题 对 于 环 R, 下 列 条 件 等 价 : 

(a) R ERRA 

(b) R 有 唯一 极 大 左 理想 ; 

(c) J(R) 是 极 大 左 理想 ; 

(d) 由 RR 中 没有 左 北 的 元 素 构 成 的 集合 关于 加 法 封闭 ; 

(e) J(R) = {z € R | Ra # R}; 

(£) R/J(R) 是 除 环 ; 

(g) J(R) = {ze 忌 |z 不 可 道 } 

(h) 如 果 ze R, 则 或 者 > RYH, RA 1 — a 可 道 . 

证 明 (b)e>(c). 可 从 J(R) 的 定义 立即 得 出 . 

(c)=(d). EBL (c) 成 立 ， 则 由 (15.3) 得 J(R) 是 R 的 唯一 极 大 左 理 想 ， 设 
ay € RR 不 是 左 可 逆 的 ， 由 于 每 个 真理 想 都 包含 在 一 个 极 大 理想 中 (10.5), WA 
Re, Ry < J(R), HIE z +y € J(R). AT z +y 不 是 左 可 道 的 . 

(d)=(e). 假设 (d) 成 立 ， 由 于 J(R) 是 真 左 理想 ， 从 而 只 需 证 明 如 果 z e R, A 
Re £ R, W s € J(R). 对 于 每 个 re R, rz 没有 左 道 元 ,上 且 1= rz+(l-rz). 因此 
由 (d) 得 1 一 rz AER. Mmh (15.3) Bx € Jy = J(R). 

(c)=>(f). 假设 (e) 成 立 . 由 于 R/J(R) 的 每 个 非 零 元 素 在 R/J(R) 中 都 有 左 逆 
元 ， 从 而 R/J(R) 是 除 环 ( 见 练习 (1.2).). 

(f)=(b). 由 于 除 环 没有 非 平凡 左 理想 ， 从 而 如 果 R/J(R) ÆR, W J(R) 是 
极 大 左 理 想 ( 见 (3.8).). 

(h)=>(g). 假设 (h) 成 立 . Ree R 是 不 可 递 的 ， 比 如 说 z RAAT VI, MM 
re 也 不 是 可 道 的 ， 因 此 由 (h) 得 每 个 rz 都 是 拟 正 则 的 ， 从 而 有 zE J(R). 

(f)=>(g). 假设 (f) 成 立 . Hee R, B rg J(R), 则 由 题 设 知 z R/J(R) 中 可 
wt, BJ Re + J(R) = R, 上 且 zR+ J(R) = R. HFE (15.3) 中 J(R) = Je, 从 而 有 
Re=RAl R= R. 因此 z 是 可 道 的 . 

(g)=>(E) 和 (g)=>(a)=>(h) 是 显然 的 . a 


模 其 根 之 商 环 为 半 单 环 的 环 
命题 (15.15) 这 些 刻画 中 最 重要 的 一 个 是 : R 是 局 部 环 当 且 仅 当 R/J(R) 是 除 
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环 . 特别 地 ， 局 部 环 已 模 其 根 之 商 环 是 半 单 的 ， 有 此 性 质 的 另 一 个 环 类 是 Artin 环 
类 . 

15.16 命题 i RBA Artin 环 , 则 R 是 半 单 的 当 且 仅 当 J(R) = 0. 特别 地 ， 
R/J(R) 是 半 单 的 . 

证 明 第 一 个 论断 恰 是 (10.15). 由 于 R/J(R) 是 左 Artin 环 ， ATRAEN 
可 由 第 一 个 结论 和 (15.8) 得 出 . 

一 般 ， 环 没有 任何 半 单 的 商 环 ， 例 如 ， ALAA 
IR ( 见 练习 (10.14).). 然而 ， 我 们 十 分 感 兴趣 的 是 使 得 R/J(R) 为 半 单 环 的 环 . 它们 
重要 性 的 部 分 原因 可 由 下 列 命题 给 出 . 

15.17 命题 对 于 根 为 J(R) 的 环 R, 下 列 条 件 等 价 : 

(a) R/J(R) 是 半 单 的 ; 

(b) R/J(R) 是 左 Artin 的 ; 

(c) 左 单 尺 模 的 每 个 积 都 是 半 单 的 ; 

(d) 半 左 单 RR 模 的 每 个 积 都 是 半 单 的 ; 

(e) 对 于 每 个 左 R- 模 M,Soc M = rm(J(R)). 

证 明 (a) 今 (b) 可 由 (15.16), (10.15) 和 J(R/J(R)) = 0 这 个 事实 立即 得 出 . 

(a)=>(e). FH (15.5) 得 ,J(R) 零 化 每 个 单 左 R- 模 ， 从 而 对 于 每 个 RM, 有 
Soc M G rm(J(R)). 但 7(R)rm(J(R)) = 0. 因此 rm(J(R)) 是 R/J(R) - 模 . 于 是 
根据 (a), 我 们 有 rm(J(R)) 是 半 单 的 ， 且 包含 在 SocM H. 

(e)>(d). 因为 7(R) 零 化 一 切 半 单 模 ， 所 以 它 也 零 化 半 单 模 的 一 切 积 ， 从 而 ， 
根据 (e) 我 们 有 半 单 模 的 每 个 积 都 是 它 自身 的 基 座 ， 因 此 是 半 单 的 . 

(d)=>(c) 是 显然 的 . 

(c)=>(a). 我 们 知道 R/J(R) 是 由 单 R- 模 上 生成 的 ， 从 而 由 (9.4) 可 得 
(c)>>(a). a 
对 于 任意 左 R- 模 M, 商 模 M/RadM 是 由 单 左 R- 模 上 生成 的 . 但 由 (15.5) 
我 们 知道 J(R) 零 化 一 切 单 模 ， 因 此 它 零 化 M/RadM. 也 就 是 说 ， 


J(R)M < RadM. 


一 般 地 ， 等 式 不 成 立 . 但 如 果 R - 模 根 之 商 环 是 半 单 的 ， 则 由 Soc M = rar(J(R)) 
知 不 仅 J(R) 决定 每 个 RM 的 基 座 ， 而 且 J(R) 还 决定 M 的 根 ， 具 体 阐述 为 
15.18 推论 设 REY, 根 7 = J(R), 则 对 于 每 个 左 尺 - BM, 有 


JM < RadM. 
如 果 RRRA, MATENE R- 模 M, 有 


JM = RadM, 
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E M/JM 是 半 单 的 . 
证 明 第 一 个 不 等 式 上 面 已 经 证 实 了 . 现在 假设 R/J 是 半 单 的 . 设 M AR 
- 模 ， 则 M/JM 是 半 单 R/J - 模 ， 因 此 (2.12) 它 是 半 单 R- 模 . 从 而 有 


Rad(M/JM) = 0. 


由 (9.15) 得 RadM < JM. 口 
Artin 环 的 根 


如 果 RÆK Artin 环 , 则 它 的 根 J(R) 是 使 得 模 根 之 商 环 为 半 单 环 的 唯一 最 
小 理想 ， 现 在 我 们 也 可 以 把 Artin 环 的 根 刻 划 为 唯一 最 大 的 寡 零 理想 . 

15.19 定理 WMR REZ Artin 环 , 则 它 的 根 是 尺 中 的 唯一 最 大 的 等 零 左 ( 右 ， 
双边 ) 理想 . 

证 明 由 (15.10) 只 需 证 明 对 于 左 Artin 环 R, 它 的 根 J = J(R) ERR. 但 
由 于 我 们 有 


JIPIPI--, 


从 而 如 果 RR 是 左 Artin 环 ， 则 对 于 某 个 m > 0, 有 J" = Je, 假设 J” 关 0, 则 不 
AB J” AO 零 化 的 RR 的 左 理想 构成 的 集 族 非 空 。 因 此 据 (10.10) 知 存在 RR 的 左 理 
A 工 关 于 性 质 JI AO 是 极 小 的 . 设 re 工 满足 Jr +o, WA Js s Ro <I A 
J"(Jz) = Je = J'a 40. 这样， 由 了 的 极 小 性 我 人 有 Jz = Rr, 这 与 (15.13) 矛 
盾 . 口 

现在 易 证 下 面 非常 著名 的 结果 : 

15.20 定理 [Hopkin] % RÆ, J=J(R), W RFA Artin W4 AMY R 
是 左 Noether 环 ,J 是 知 零 的 ，R/J 是 半 单 的 . 

证 明 W REZ Artin 环 , 则 由 (15.19) J RRA AY, h (15.16) 得 R/J 是 
半 单 的 . 因此 我 们 可 以 假设 R/J 是 半 单 的 ,7 是 寡 零 的 , 即 = 0. 我 们 对 nn 用 归 
纳 法 . 如 果 n=1, 则 R= R/J 是 半 单 的 ， 因 此 根据 (10.16) 结论 成 立 ， 再 设 n> 1， 
AO TAR RUDE n 的 每 个 环 结论 都 成 立 ， 由 (15.12) 知 J(R/Jn-1) = J/ I", 
因此 由 归纳 假设 可 推出 R/T"? 是 左 Artin 环 当 且 仅 当 它 是 左 Noether M. MEF 
在 左 RR 模 的 短 正 合 列 


0> 1 > R> R/J™ 50. 
由 (10.12) 知 ，RR 是 左 Artin 环 (Noether 环 ) 当 上 且 仅 当 J") Al R/J"-1! 亦 然 . 但 
th J" = J(J"1) = 0, R/J 是 半 单 的 ,从 而 J"! 是 半 单 的 ,因此 由 (10.16) 知 , J”: 


是 Artin 环 当 且 仅 当 它 是 Noether Ff. 口 
15.21 推论 B REZ Artin 环 ,M 是 左 已 - 模 WA 
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Soc M =ru(J) 9M 和 Rad M=JM «KM. 

而 且 ， 对 于 M, 下 列 条 件 等 价 : 

(a) M 是 有 限 生成 的 ; 

(b) M F Noether 模 ; 

(c) M 是 合成 列 ; 

(d) M 是 Artin 模 ; 

(e) M/J(M) 是 有 限 生成 的 . 

证 明 设 0 关 ze M,N Ro KER WAY, Kili Re & Artin 的 ， 且 由 (10.11) 
得 Soc Rx = Rx (Soc M) #0. 由 (15.16) 得 R/T 是 半 单 的 ， 因 此 据 (15.17.e) 有 
Soc M = rm(J). 由 (15.16) 和 (15.18) 又 有 Rad M = JM, 再 由 (15.19) 得 J ER 
零 的 ， 因 此 有 JM < M.( 见 练习 (15.18).) 

(a)=>(c). WR M 是 有 限 生 成 的 ， 则 存在 R- 满 同 态 R™ 一 M 一 0. 但 由 于 
RR 既是 Artin 模 又 是 Noether 模 ， 从 而 M 亦 然 ((10.12) 和 (10.13)), 即 M 有 合成 
列 (11.1). 

(c)=(b) 和 (c)=(d) 可 由 (11.1) 得 出 . 

(b)=>(a) 可 由 (10.9) 得 出 . 

(d)=>(e). MUR M 是 Artin 模 ， 则 M/J(M) 亦 然 (10.12). 因此 由 (15.18) 和 
(10.15) 知 M/J(M) 是 有 限 生 成 的 . 

(e) 命 (a). 因为 JM < M, 可 以 从 (15.18) 和 (10.4) 可 得 (a). 口 


Levitzki 定理 


由 (15.10) 和 (15.19) 可 知 ， 如 果 RR 是 左 Artin 环 ， 则 RAY AER He A 
实际 上 都 是 寡 零 的 ， 这 个 事实 对 于 左 Noether 环 有 下 列 推广 
15.22 定理 [Levitzkil 如 果 尺 是 左 Noether Hf, 则 忆 的 每 个 衣 零 单 边 理 想 都 
FLFR. 
证 明 H RIEZ Nocther FF, Wih (10.9) 知 R-AMARSHAR, W N. 如 
Q S= RIN, NOR S HAO REE. FEO S PLANE A. y 
了 证 明 这 个 结论 ， LO AT < Ss KEIRA. HHT 5 是 左 Noether 环 ， 从 而 集合 
{ls(z) | 0 A z € I} 有 极 大 元 ， 记 为 ls(z). 设 se 5 满足 zs 关 0. HF ese lB 
FEIN, PEH (ws) = 0, (zs) #0. 显然 ls(z) C ls((zs)*), 这 样 由 极 大 性 得 
ls(z) = Is((s)*), 从 而 zsz = 0. 因此 (SxS)? = 0, z = 0, Bp 0 & S 中 仅 有 的 衣 零 右 
理想 . 这 样 , 如 果 了 是 R NERAN, 则 有 (I+N)/N = 0e R/AN, 且 TEN, 即 六 
BA RSMAS ABR. 但 如 果 ae R, A Ra BEA, 则 aR RSH (如 果 
(ra)" = 0 则 有 (ar)"t! = 0). 因此 也 包含 尼 的 每 个 席 零 左 理想 . AX NERE 
的 , 这 便 完成 了 证 明 . 口 
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结合 (15.20) 和 (15.22) 我 们 有 
15.23 推论 i SLAC Noether 环 . 如 果 R/J(R) 是 半 单 的 ， 且 J(R) ERE 
的 ， 则 R SEAE Artin 环 . 


一 & 根 


给 了 环 的 任意 非 空 类 P, 对 于 每 个 环 忆 都 存在 一 个 相伴 的 多 - 根 ， 即 满 同 态 
R> P(P € P) 的 一 切 核 的 交 ,， 记 为 Radg(R). 这 些 一 般 根 的 许多 基本 性 质 是 易 证 
的 . 例如 , P- 根 是 理想 ， 环 模 P- 根 之 商 环 有 零 多 - 根 ,多 - 根 是 0 当 且 仅 当 
RT 多 中 环 的 亚 直 积 ( 见 练习 (7.16)), 等 等 。 Jacobson 根 J(R) 恰 是 本 原 环 组 
成 的 类 P 的 P-R. 在 练习 中 我 们 将 看 到 另 一 个 重要 的 根 ， 即 由 “本 原 环 ”组 成 
的 类 诱导 的 根 . 


练习 15 


1， 计 算 下 列 每 个 环 的 Jacobson 根 ， 
(D z. 
Za. 
(3)R, 其 中 R 是 布尔 环 . 
(4) 域 K 上 一 切 上 三 角 nx n ER. 
2， 设 RR 是 域 上 除了 对 角 线 几 乎 处 处 为 0 的 一 切 上 三 角 N x N 矩阵 环 . 
(1) 求证 : RR 的 Jacobson 根 J(R) 是 一 切 严格 上 三 角 矩 阵 ( 即 一 切 [lauy]] € R, 对 于 任意 
有 an = 0) WFR. 
(2) 求证 : U(R) 是 讲 零 的 但 不 是 短 堆 的 . 
3， 设 (Ma)aca 是 左 RR 模 的 指标 类 ,7 是 R 的 右 理想 . 
(1) 证 明 : (IIA Ma) CT] Ma), 且 当 了 是 有 限 生成 的 时 ， 等 式 成 立 . 
(2) 求证 ， 如果 7 不 是 有 限 生成 的 ， 则 部 分 (1) 的 等 式 不 一 定 成 立 ， (提示 : 利用 R= ZN 和 
1=2Z™, 
(3) 证 明 ， 如 果 RAAF Artin FR, 则 Rad([], Ma) = []4(RadMa). 
4. WH (Ra)aea 是 环 的 指标 类 ， 证 明 ， 


JI([] Ra) = {r € [] Ra | Talr) € J(Ra) (a € A)}. 
A à 


即 ， 运 用 一 些 符号 的 变化 ， 有 J(IIA Ra) = TI, J(Ra). 
5. RBH , I 是 民 的 一 切 极 大 理想 构成 的 集合 . 证 明 : Rad(M) =NresIM. [提示 : 
如 果 工 是 M 的 极 大 子 模 ， 则 对 于 某 个 Te .4, 有 M/L% R/T, IMCL] 
6， 设 REE Artin 环 ， 根 为 J, Th,---,Tn BBA R- 模 的 表示 构成 的 完全 集 ， 证明， 
(1) R 的 双边 理想 是 本 原理 想 当 上 且 仅 当 它 是 极 大 理想 . 
(2) Rejr(Th), +++, Rejn(Tn) 是 R 的 极 大 理想 构成 的 集合 . 
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7. 
8. 


10. 


il. 


12. 


13. 


(3) J = Rejr(T:)- 

(4) 如 果 aT 是 单 的 ， 则 有 R/Rejr(T) = Trp/s(T). 

Ut peP 是 素数 ,J 是 Zp 的 根 ( 见 练习 (2.12)). 证 明 : J ARIE, 但 有 NFL" = 0. 
HO 是 不 可 数 的 良 序 集 ,Q 是 域 ,V EH Q - 向 量 空间 , (za)aen 是 V 的 有 序 基 . 对 于 每 


Maen, e 
Va = > Qza. 
B<a 
B R Jk End(Vq) 的 子 集 ， 并 且 使 得 对 于 某 个 标量 cf, 有 
(i) dimx Im(f -arlv) < 00. 
(ii) (f 一 ajlv)(za) € Va (a € 2) 的 那些 f 的 End(Va) 的 子 集 . 
(1) 证 明 : Ro End(Ve) FH. [注意 : R 可 表示 为 Q 上 的 一 切 Q x 9 上 三 角形 矩阵 
环 ， 其 中 对 角 线 上 为 常数 (= as), 是 对 角 线 上 至 多 有 有 限 个 非 党 行 .] 
(2) 证 明 :J= J(R) = {f E€ R | ay = 0}. 
(3) 证 明 ， 如果 (fi, f2,…) 是 J 的 任意 序列 ， 则 存在 n 使 得 fnfn-1… fi = 0. RAR: 对 
于 每 个 we N, 设 an E 只 ÆR IM fnfne fi) < Van 成 立 的 最 小 的 元 素 ， 如 果 对 于 
“Yl n, fnfn-1… 用 关 0, 则 有 ay > aa > … > an > +++, 这 将 导致 矛盾 .] 
(4) 特别 地 ， 从 (3) 可 推断 J 是 齐 零 的 . 
(5) 证 明 : J" A 0. ER: BE w 是 9 中 使 得 {a EN | a < w) 是 不 可 数 的 第 一 个 元 


来. 由 
enf Dyte zeo-{ Pees 


In, @>n In, apn 
定义 en Al fn, MI fi = er f2 = ereafa =--- 1] 
称 根 为 J = J(R) 的 环 R Æ ERR, 如 果 R/J 半 单 的 ， 且 J EAN. ER, oR M 
是 半 准 素 环 R 上 的 左 模 ， 则 Soc M = rw(J) 3M, RadM = JM <M, AM 是 Artin 
模 当 且 仅 当 M 是 Noether Bt. 
(1) 证 明 : 如 果 RÆ Artin 环 , 则 存在 R 的 两 两 不 同 的 极 大 理想 的 有 限 序列 Mi,… Mn 
使 得 Mi NN Mn FER. 
(2) 利用 (1), 练习 (13.7) 和 (14.4) 以 及 稠密 定理 可 得 Wedderburn-Artin 定理 (13.7) 的 另 
一 个 内 容 , 如 果 尽 是 没有 非 零 寡 零 理想 的 左 Artin I, W RHF Ri, Rn 的 直 和 ， 
其 中 每 个 Ri (i = 1,…,n) 是 除 环 Di 上 有 限 维 向 基 空 间 Vi 的 自 同 态 环 . 
Ke 和 f 是 环 RR 的 竺 等 元 ,J 是 民 的 Jacobson 根 . 
(1) 证 明 : Rad(Re) = Je. 
(2) HERA: 如 果 e £0, WE J(eRe) = eJe. 
(3) 可 推断 下 列 条 件 等 价 : 
(a) Re= Rf; (b) Re/Je®Rf/Jf; (c)eR®fR; (d)eR/eJ % fR/fJ. 
证 明 ， 对 于 环 RR 的 元 素 a PARES: 
(a) Ra 是 RR 的 直 和 项 ， (b) 对 于 某 个 € R, 有 a = aza; (c)aR 是 Re HAMM. 
称 环 R 是 von Neumann ERIR, 如 果 对 于 每 个 ae R, 都 有 a < aRa. 由 练习 (15.12) 可 
得 已 是 von Neumann 正则 环 当 且 仅 当 每 个 主 左 理想 都 是 直 和 项 当 且 仅 当 每 个 主 右 理想 都 
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14. 


是 直 和 项 . 

(1) 证 明 : R 是 von Neumann 正则 环 当 且 仅 当 每 个 有 限 生 成 的 左右 ) 理想 都 是 直 和 项 . 
[Rm Be=P ec Rac R， 则 由 题 设 知 存在 f = f° e R, 使 得 Rf = Ra(l—e) C 
Ra+ Re. 求证 : Re + Ra = Re + Rf, 再 应 用 练习 (7.6.1).] 

(2) 证 明 ， 每 个 von Neumann 正则 环 都 是 半 单 的 . 

(3) 证 明 ， von Neumann 正则 环 的 每 个 商 环 都 是 von Neumann 正则 环 . 

(4) 证 明 ， 如 果 e 是 von Neumann EWS R 的 非 零 宕 等 元 ， 则 eRe 是 von Neumann E 
则 环 . 

(5) 证 明 ， 交 换 环 是 von Neumann 正则 环 当 且 仅 当 对 于 RR 的 每 个 理想 I, 都 有 P = I. 

(6) 证 明 ， 对 于 von Neumann 正则 环 ， 下 列 条 件 等 价 ， (a) 半 单 的 ， (b) 左 Artin I; 

(c) 右 Artin #; (d) Æ Noether 环 ， (e) A Noether 环 . 

(T) 证 明 , 如 果 Ms 是 半 单 的 , 则 End(Ms) 是 von Neumann EWS. | 提示 : 如 果 ae R, 
则 M = Kera@L=Ke@Ima. 设 z=0@(a|L)-!. Ë ara.) 

(8) 设 R 是 练习 (14.2) 中 的 本 原 环 .证 明 : R JÈ von Neumann 正则 环 当 且 仅 当 子 环 5 是 
Q 的 子 域 . 

称 环 R 的 理想 P 是 素 理想 . 如 果 R/P 是 素 环 ( 见 练习 (14.10)). 从 而 理想 P 是 案 理想 当 
且 仪 当 对 于 每 个 z,y € R, 由 cRy C P 可 推出 ze P 或 者 yE P. 注意 ， 对 于 交换 环 这 与 
练习 (2.11) 中 给 出 的 定义 一 致 ， 环 OR PRR 或 FEREN (R) 是 R 的 一 切 素 理想 的 交 ， 
称 环 R 是 ERR, 如 果 N(R) = 0, 即 如 果 RR 同 构 于 素 环 的 亚 直 积 ( 见 练习 (7.16).). 

(1) JER 的 理想 . 证 明 : N(R/1) = 0 当 且 仅 当 了 是 RR 的 一 切 案 理 想 的 交 ， 尤其 有 
N(R/N(R)) = 0. 

(2) 证 明 : NCR) = 0 当 且 仅 当 RR 没有 非 零 的 知 零 左 理想 、 | 提示 ， (=>). 见 练习 (14.10.2) 
(<=). B Ro 是 非 等 零 的 ,P 是 R HRE, HERF (Rz)" Z 已 (对 于 一 切 n EN) 是 极 大 
fy. 由 (14.10.2.c) 得 P 是 素 理想 .] 

(3) 设 U(R) 是 R 的 唯一 最 大 齐 零 理想 ( 见 练习 (2.5). 此 理想 称 为 R 的 EAR.) 证 明 : 
N(R) C U(R), 而 且 N(R) $ R HRE. [RER H (2) 得 N(R/U(R)) = 0, 再 应 用 (1).) 
(4) WEBI: 如果 R JEZ Noether $F, Ji) N(R) = U(R) 是 忌 的 唯一 最 大 寡 零 理想 . 

(5) 证 明 : J(R) 2 N(R), 但 它们 不 一 定 相等 . 

(6) WER: 如 果 已 是 Artin 环 , 则 有 J(R) = N(R), 事实 上 每 个 素 理想 都 是 极 大 的 . 

(7) 证 明 ， 如果 RR 是 交换 环 ， 则 N(R) 恰 是 R ORS TRA, Blt RR 是 半 素 环 当 且 
D R 没有 非 零 宕 零 元 . 

(8) HERA: 交换 环 R 是 半 素 环 当 且 仅 当 它 可 以 符 入 到 域 的 积 中 - 
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我 们 现在 应 该 清楚 ， 在 很 大 程度 上 范畴 RM 的 结构 决定 环 天 的 结构 ， 由 此 ， 
本 章 我 们 转向 对 这 些 范畴 RM 的 直接 研究 .首先 我 们 将 研究 这 些 范畴 中 两 个 范畴 
之 间 的 一 些 自然 “ 函 子 ”或 者 “ 同 态 ”. 

我 们 研究 的 各 种 模范 畴 都 有 一 个 区 别 于 许多 其 它 范 畴 类 的 重要 特征 . 对 于 每 对 
R- 模 M,N, 集合 Homp(M,N) 是 Abel 群 。 由 于 此 性 质 是 这 些 范畴 的 结构 的 整体 
部 分 ， 从 而 我 们 将 只 研究 涉及 此 性 质 的 函 子 . 因此 假设 C 是 R- 模 的 完全 子 范畴 ， 
D 是 S- 模 的 完全 子 范畴 . 称 从 C 到 D 的 函 子 T 是 加 法 的 , 如 果 对 于 C 中 的 每 
对 模 M,N 和 C PREX fig: M >N, 有 


T(f +9)=T(f)+T(9). 
特别 地 ， 如 果 T 是 加 法 的 ， 还 是 共 变 的 ， 则 限制 
T : Homr(M,N) > Homs(T(M),T(N)) 
是 Abel 群 同 态 ， 而 如 果 T 是 加 法 的 ， 反 变 的 ， 则 限制 
T : Homp(M,N) 一 Homs(T(N),T(M)) 


是 Abel 群 同 态 . 

在 第 16 节 和 第 19 节 中 ， 我 们 研究 两 个 最 重要 的 加 法 函 子 类 : 模范 畴 之 间 的 
“ Hom ” 函 子 和 “ tensor ”沙子 .对 于 一 些 特殊 的 模 类 ， 这 些 函 子 的 一 些 不 好 的 
性 质 就 会 消失 ， 这些 模 ， 即 投射 模 ， 内 射 模 和 平坦 模 ， 是 我 们 在 第 17 节 、18 节 以 
及 19 节 中 一 部 分 讨论 所 关注 的 中 心 内 容 . 彼此 对 偶 的 内 射 模 和 投射 模 对 于 它们 的 
泛 可 分 性 质 是 特别 重要 的 ， 例 如 ， 内 射 模 是 它 的 每 个 扩张 的 直 和 项 . 

最 后 ， 在 第 20 节 中 我 们 研究 函 子 之 间 的 自然 变换 的 概念 ， 在 那里 给 出 以 前 章 
节 中 的 许多 同 态 的 性 质 ， 我 们 将 看 到 ， 正 是 这 些 性 质 使 得 我 们 能 够 借助 于 Hom 函 
子 和 tensor 函 子 把 环 和 它们 的 范畴 做 一 些 十 分 重要 的 比较 . 


8 16. Hom pa PALER YE — 投射 性 和 内 射 性 


BRAS BHU = rUs 是 双 模 ， 则 ( 见 (4.4)) 对 于 每 个 左 R -W RM, 存在 
两 个 3 - 模 


五 omR(Us,M) e sM 和 Homp(M,Us) € Ms. 
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于 是 M 一 Homa(Us, M) 和 M +> Homa(M,Us) 分 别 定义 了 从 rM 到 sA 和 从 
RM F| Ms 的 孙子. 这 两 个 函 子 可 以 扩展 为 从 RM 到 sM 和 从 RM 到 Ms 的 加 法 
函 子 ， 这 两 个 加 法 函 子 在 模范 畴 的 分 析 中 是 十 分 重要 的 . 


Hom 函 子 的 定义 
类 似 于 上 面 , U= rUs 是 双 模 ， 
f: RM— RN 


是 AM PHI R- 同 态 , 则 对 于 每 个 7 e Homa(U, M), 有 fye Homa(U, N). 我们 断 
言 
HomalU, f): y> fy 


是 5- 同 态 
Homa(U, f) : Homa(U, M) > Homa(U, N). 


这 是 因为 ， 如 果 1,72 € HomR(U,M), s1,s2 € S, 则 对 于 一 切 ue U, 有 


fo (sim + 827%2)(u) = f(y (us1) + 72(us2)) 
= fm(us) + fy (us2) 
= (s1(f71) + s2(f72)) (wu). 


从 而 ， 我 们 有 由 
Homa(lU,- ) : M +> Homa(U, M) 


Homa(U,_): f > Homp(U, f) 


定义 的 函数 Homn(U,- ) : RM >s M. 符号 Homr(U, f) 使 用 起 来 很 不 方便 ,因此 
TER U 不 会 混淆 的 情况 下 ， 我 们 可 以 简 记 为 


f- = HomrlU, f). 


注意 到 如 果 f: M 一 六 在 RM 中, 则 户 可 由 


M- f N 
\ f o) 
U’ 


刻画 ， 现 在 易 证 函 子 HomR(U,- ) 实际 上 是 从 RM 到 sM 的 加 法 共 变 函 子 . 
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另 一 方面 ， 对 于 R- 同 态 fir M >r N, 我 们 可 以 由 
Homr(f,U): y> yf 


定义 映射 
ft = Homa(f,U): Homa(N,U) > Homa(M,U). 


易 证 f* = Homa(f,0) 是 一 个 5 - AAS. 对 于 f* 我 们 有 
m—t—-n 


MZ 


Homa(_,U): M > Homp(M,U) 


从 而 我 们 有 由 


Homa(-,U): f + Homr(f,U) 


定义 的 函 子 Homr(-,U): RM > Ms. 
16.1 定理 设 尺 和 5 是 环 ,U = rUs 是 双 模 ， 则 


Homa(U,-): RM >s M 


是 加 法 变 函 子 ， 
Homa(-,U): RM 一 Ms 


是 加 法 反共 变 函 子 . 
证 明 我 们 将 证 明 Homa(_,U) 颠倒 合成 ， 保 持 加 法 . 余下 的 证 明 用 常规 的 方 


法 即 可 ， 我 们 忽略 它 . 假设 9 : M 一 M' Al f: M' — M" 是 RM 中 的 态 射 ， 如 果 
y€ Homp(M",U), WA 
Fog) (y) = v9 fog =9*(F*(y)) = (9" o f). 
再 假设 1:M 一 N 和 9g:M 一 NN 是 RM 中 的 态 射 . WF y € HomR(N,U), WA 
(F +9)" = 70 (f +9) = (Y0 f) + (veg) = f(y) + 9*0). 口 


将 此 定理 应 用 到 一 对 相反 环 上 , 我 们 可 以 推导 出 各 种 各 样 加 法 函 子 的 存在 性 . 
例如 ， 双 模 R_sV 产生 了 共 变 函 子 


HomalsV, -): RM > Ms 
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和 反 变 函 子 
Homa(_, sV): RM 一 sM. 


我 们 常常 将 这 类 函 子 称 为 “ Hom KF”. 
加 法 函 子 的 一 般 性 质 


在 继续 研究 “ Hom ” 函 子 之 前 ， 我 们 先 给 出 以 后 将 需要 的 关于 加 法 函 子 的 一 
对 结果 . 

16.2 命题 KC AD DAB RA S EE (RE) 模 的 完全 子 范畴 ,下 :C 一 
D(G : C > D) 是 加 法 共 变 ( 反 变 ) KT, WR 


f g 
0—+K-6— M-o N—-0 
在 C 中 是 可 分 正 合 的 ， 则 
o— F(K) ED. rm). F(N)— o 


o— G(w) 2. G(M) SP, ao 


在 D 中 都 是 可 分 正 合 的 . 特别 地 ,如 果 g: M 一 N 是 同 构 ， 则 F(g) 和 
G(g) 都 是 同 构 . 

我 们 将 联合 下 面 的 命题 一 起 证 明 这 个 结论 . 

16.3 命题 设 C,D,F 和 G 如 (16.2) 中 所 述 如 果 M,Mi,…, Mn 是 C 中 的 
模 ，M = Mi @@…@ Mn 是 直 和 ， 其 中 内 射 为 1…,in, 投射 为 mm W 

(1) F(M) 是 下 (M1),…, F(Mn) WEA, 其 中 内 射 为 F(n4),…, Fn), 投射 为 
F(m),+++; F(t). 

(2) G(M) 是 G(M1),…,G(Mm) WEA, HERRIA G), Gn), 投射 为 
Gla) Glen). 

证 明 ((16.2) 和 (16.3) 的 证 明 ) 对 于 C 中 的 每 对 M,N, F : Homa(M,N) 一 
Homs(F(M), F(N)) ERRA. 从 而 零 映 射 的 F 是 零 映射 对 于 (16.3.1), 据 (6.22) 
和 五 的 可 加 性 和 共 变 性 ， 有 : 


> FO) Fm) = F( um) = F(1m) = lFm); 
i=1 i=l 


F(m)F (t5) = F (riti) = F(ôij) = 6i1F(M)- 


对 (16.3.2) 类 似 可 证 . 最 后 ， 由 (5.3.b) 和 (6.22) 知 (16.2) 是 (16.3) 的 一 个 特殊 情 
形 . o 
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再 假设 C, D, F Al G 如 (16.2) 中 所 述 . H fi: Mi 一 NN (i=1,…,n) 是 C 中 
的 同 态 、 对 适当 的 图 表 应 用 F, 对 于 每 个 i= 1,…,n, 我 们 有 


FeaM) 一 F(@ 朋 -FUNV) 
F(u) F(fi) 
FM; 


从 而 由 (16.3) 和 直 和 映射 的 唯一 性 ， 有 
FOR fi) = BF (fi; 


因此 , 关于 内 射 F(a), Fin), 下 象 保持 模 的 有 限 直 和 一 样 保持 同 态 的 有 限 直 和 . 
当然 我 们 也 有 


FT| 9) = TIo, 
i=l 


i=l 


Gloras) = TL eh) 


i=l 
G(T] 9) = eG). 
i=1 


关于 Hom 的 直 和 与 直 积 


给 了 双 模 RUs, KF Homa(_,U) 和 Homa(U,- ) 都 是 加 法 函 子 ,因此 由 (16.3) 
知 它们 “保持 ”有 限 直 和 ， 事实 上 ， 它 们 有 下 面 命题 所 展示 的 结果 . 

16.4 命题 BE RUs 是 双 模 ,(Ma)jaea 是 左 R - 模 的 指标 集 . 

(1) 如 果 (M, (qa)aea) 是 (Ma)jaea 的 直 积 ， 则 


(Homa(Us, M), (Homa(Us, qa))aca) 


是 左 5 - 模 (Homa(Us，M。))aea 的 直 积 . 
(2) 如 果 (M, (ja)aea) 是 (Ma)asa 的 直 和 ， 则 


(Homa(M, Us), (Homr(ja,Us))aea) 


是 右 S - 模 (HomR(Ma,Us))aea 的 直 积 . 


.174 第 五 章 ”模范 畴 之 间 的 函 子 


证 明 我 们 把 (1) MERI. 为 了 证 明 (2), 设 (ra)aea 是 直 积 [4 Home 
(Moa, Us) 的 投射 则 由 (6.1) MFE S - 同 态 n 使 得 对 于 一 切 a € A, 图表 


Homa(M,Us)—— 1 ———*~ Ila Homr(Ma, Us) 


Homr(ja,Us) Ta 
Homp(Ma,Us) 
可 交换 .如 果 yE Ker n, 则 对 于 一 切 ae A, 有 
0 = wan(y) = Homr(ja,U)(7) = Vja- 
由 于 M = 41m ja( 见 (6.21.ii)), 从 而 有 y= 0. 因此 是 单 同 态 . 如 果 (Ya)aca € 
Tl Homr(Ma, Us), 则 直 和 映射 @ ya 使 得 图 表 


M—@AIa U 


A A 
Ma 
可 交换 (a € A), 并 且 满 足 


Tan(DAYa) = Homa(ja, Us)(®BAYa) 
= (®4a)ja = Ya (ae A). 


因此 是 同 构 . 由 (6.4) 知 我 们 完成 了 证 明 . 口 
颠倒 变 基 ,我们 看 到 命题 (16.4) ERT HomR(@aUa,- ) 和 Homa Ua) 联系 
起 来 ， HomR(-,TIa Ua) 和 Homa(-,Ua) 联系 起 来 ， 即 


Homa(®aUs, M) S [[ AHomr(Ua, M), 
Homa(M, [] aVa) = [] aHoma(M, Ua) 
( 见 (6.4). 下 面 的 推论 断言 这 些 关系 是 “自然 的 ” ( 见 §20). 


16.5 推论 设 (Ua)aea HA RR- 模 的 指标 集 如 果 MAN EE R- 
存在 Z- 同 构 nmin vn 和 vm 使 得 对 于 所 有 f: RM 一 RN 图 表 


Homa(©aUa, M) _ Foma(eaUa f) . Homp(@aUa, N) 


a) nm n 


Ts Homa(Us, M) — Ta Hom(Ua,f) . Ila Homa(Us, N) 
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和 
Homa(N, [l4 Ua) FmHA) ~ Homa(M, [1 4Ua) 
(2) UN UM 
Tla Homa(N,Us) Hm Ua) ~ T], Homa(M, Ua) 
都 可 交换 . 


证 明 ”我 们 省 略 (1) 的 证 明 . 为 了 证 明 (2), 设 (dajaca 是 [4 Ua 的 投射 ， 
(ma)aeA 和 (re)asa 分 别 为 I[4 Homr(N, Ua) A [14 Homr(M,Ua) 的 投射 , 则 ( 见 
(16.4.1) 和 (6.4)) 存在 同 构 


vy : Homa(N, J] ava) > I aHoma(N, Ua) 


vm : Homr(M, [] Va) > [| aHoma(M, Ua) 
使 得 
Tavy = 百 omR(N,qga) (ae A), 
mum = Homr(M,qa) (ae A). 
如 果 y € Home(N, J] 4 Ua), 则 对 于 所 有 ae A, 有 
Talla Homa(f, Ua)(vn(7))) = Hom(f, Ua)(ravy (7)) 
= Hom(f,Ua)(Hom(N, qa)(1)) = qaf 
= Hom(M, ga)(Hom(f, 114 Va)(7)) 
= Tal(vm(Hom(f, Ta Ua)(y))). 
从 而 图 表 可 交换 . 口 
尽管 Hom 沙子 保持 可 分 正 合 列 ， 但 一 般 地 它们 不 一 定 保持 所 有 正 合 性 ， 本 节 
的 余下 部 分 我 们 主要 讨论 正 合 列 上 Hom 函 子 的 行为 . 
ESAF 


设 C Al D 是 模范 畴 的 完全 子 范畴 FP: C 一 DD 是 共 变 函 子 . 如 果 对 于 C 中 的 
每 个 短 正 合 列 


0 一 天 一 M 一 入 一 0， 
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序列 
0 > F(K) > F(M) > F(N) 


在 D 中 是 正 合 列 ， 则 称 FF 是 左 正 合 的 . 另 一 方面 ， 如 果 
F(K) > F(M) > F(N) +0 


在 DD 中 是 正 合 列 ， 则 称 F 是 右 正 合 的 . 在 反 变 的 情形 下 ， 对 于 左 正 合 ， 定 义 的 图 
表 是 
0 => G(N) > G(M) > G(K), 


对 于 右 正 合 ， 定 义 的 图 表 是 
G(N) — G(M) > G(K) 一 0. 


既是 左 正 合 又 是 右 正 合 的 函 子 称 为 正 合 函 子 . 此 定义 有 良好 的 封闭 性 ， 这 是 因为 
( 见 练习 (16.4)) 任意 正 合 列 在 RM 上 的 正 合 函 子 下 的 象 都 是 正 合 的 . 

16.6 命题 Hom 函 子 是 左 正 合 的 . 从而， 如果 RU 是 模 ， 则 对 于 RM 中 的 每 
个 正 合 列 0 一 ~ KL. ML N— 0, 序列 


0 —+ Homa(U, K) fe Homp(U, M) 2+ Homa(U, N) 


和 : 
0 —+ Homa(N,U) 2+ Hompa(M,U)—£> Homa(K,U) 


都 是 正 合 的 . 

证 明 ”我 们 将 证 明 反 变 函 子 的 情形 如果 y € Homa(N,U), 0 = g*(7) = 79. 
由 9 是 满 同 态 可 得 y = 0, 从 而 g* 是 单 同 态 . 由 于 Hom 函 子 是 加 法 函 子 ， 从 
而 我 人 有 f*g* = (gf) = 0* = 0. 因此 Im g* C Ker ft. Æ B € Kerf*, W 
Bf = f*(8) = 0, 因 此 Ker 6 C Im f = Ker 9g. 由 因子 定理 知 ，B 可 通过 9 因子 化 ， 
所 以 B = yg = 9" (7) € Im g*. 我 们 已 经 证 明了 Im g* = Kerf”. 口 

Mr 上 的 Hom KF HomR(V,- ) 和 Homa(_,V) 的 左 正 合 性 可 由 考虑 反 环 建 
立 起 来 . 


M- 投射 模 和 M- 内 射 模 


设 RU 是 模 ， 一 般 地 ， 函 子 Homa(U,- ) 和 Homa(-,U) 不 是 正 合 的 ， 例 如 ， 
易 见 Homz(Z2,- ) 和 Homz(_,Z2) 都 不 保持 自然 短 正 合 列 


0-Z-Z2-Z,-0 
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WESH. Rm, KT Homa(U,- ) 和 Homr(- U) 保持 某 些 短 正 合 列 的 正 合 性 . 
现在 我 们 考虑 “局 部 正 合 性 ”的 某 些 方 面 . 

令 RU 是 一 个 模 . 设 RM 是 一 个 模 ， 则 称 是 相对 于 M 的 投射 模 (或 称 U 是 
M -投射 模 ), 如 果 对 于 每 个 满 同 态 9 : RM 一 RN 和 每 个 同 态 Y: RU RN, 存在 
R- WAS 7:U > M 使 得 图 表 


了 
p 


z 
MN 


可 交换 ， 另 一 方面 ， 称 U 是 相对 于 M 的 内 射 模 (或 称 U 是 M -内 射 模 ), 如 果 对 于 每 
个 单 同 态 S: K 一 M 和 每 个 同 态 yir K> RU, HFE R- AA: M 一 U 使 得 图 
# 
‘7 
F 


0—>K—>M 


f 


可 交换 ， 下 面 两 个 结果 表明 U 是 M - 投射 (M - 内 射 ) 模 当 且 仅 当 Homa(U, —) 
(Homr(—,U)) 保持 中 间 项 为 M 的 一 切 短 正 合 列 的 正 合 性 . 

16.7 定理 BU Al M AE R- 模 ， 则 下 列 条 件 等 价 : 

(a) U 是 M - 投射 模 ; 

(b) 对 于 中 间 项 为 M 的 RM 中 的 每 个 短 正 合 列 


o— KL. uo. n—o, 


序列 
0 一 - Homp(U, K) + Homp(U,M)—2+ Homa(U, N)—+ 0 

是 正 合 的 ; 

(0) 对 于 每 个 于 模 RK < nM, EN R- WZB h: U> M/K 都 可 通过 自然 满 同 
态 nk : M > M/K 因子 化 . 

证 明 (a)er(b). 由 (16.6) 知 条 件 b) 成 立 当 且 仅 当 对 于 每 个 满 同 态 
MN 一 0, 序列 Homn(U;M) 一 全 -Homn(U,N) 一 -0 REG Se 是 满 同 
态 当 且 仅 当 对 于 每 个 Ye Homa(U, N), 存在 IE Home(U, M) 使 得 y= f.(9) = f7. 

(a)=>(c) 是 显然 的 . 

()> (a). 假设 我 们 有 满 同 态 g : M 一 N, 其 中 K = Ker g, 则 由 因子 定理 (3.6.1) 
知 存在 同 构 h : N> M/K 使 得 hg = mk, 由 题 设 知 ， 如 果 7 : U — N, 则 hy 可 通 
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过 nx 因子 化 ， 即 存在 了 使 得 


M/K 


可 交换 ， 于 是 我 们 有 hgy = nx = hy. 又 由 于 h 是 同 构 ， 从 而 有 97 = 7, U 是 M 
投射 模 . Qa 
类 似 的 方法 可 证 明 
16.8 命题 设 U 和 M 是 左 R- 模 ， 则 下 列 条 件 等 价 : 
(a) U 是 M - 内 射 模 ; 
(b) 对 于 中 间 项 为 M 的 kM 中 的 每 个 短 正 合 列 


o— Kt- ML No 


序列 
0 —+ Homa(N, VU)“ Homa(M,U)—£ > Homp(K,U) —> 0 

是 正 合 的 ; 

(c) 对 于 每 个 子 模 RK < RM, 每 个 R- EB h: K URATA R- 同 态 
h: M 一 U( 即 每 个 h:K 一 U 都 可 通过 自然 单 同 态 ix: K 一 M 因子 化 ). 口 

称 模 RP 是 投射 的 , 如 果 它 相对 于 每 个 模 RM 都 是 投射 的 ， 称 模 RQ 是 内 射 
的 , 如 果 它 相对 于 每 个 模 RN 都 是 内 射 的 ， 从而， 我 们 有 

16.9 推论 模 RP 是 投射 的 当 且 仅 当 加 法 共 变 函 子 Homa(P,_ ) 在 RM 上 是 
正 合 的 , BE RQ 是 内 射 的 当 且 仅 当 加 法 反 变 函 子 Home(_,Q) 在 RM 上 是 正 合 的 . 


投射 类 和 内 射 类 


尽管 存在 既 不 是 投射 模 也 不 是 内 射 模 的 模 ， 但 在 以 后 的 章节 中 我 们 将 看 到 环 
上 存在 许多 投射 模 和 内 射 模 .当然 零 模 既是 投射 模 又 是 内 射 模 . 现在 设 RM 是 模 
PM) 表示 一 切 M -投射 模 类 , .Po (M) 表示 一 切 M -内 射 模 类 , 则 i(M) 和 
In(M) 分 别 包含 一 切 投射 模 和 内 射 模 ,， 尤其 是 它们 都 包含 0. 由 下 面 的 结果 可 推出 
F,(M) 关于 直 和 “封闭 ”, .4(M) 关于 直 积 “封闭 ". 

16.10 命题 设 M EZ R- HE, (Un)aca BA R- 模 的 指标 集 ， 则 

(1) @aUa 是 M - 投射 模 当 上 且 仅 当 每 个 Ua 都 是 M - 投射 模 ; 

(2) IIa Ua 是 M - 内 射 模 当 上 且 仅 当 每 个 Ua 都 是 M - 内 射 模 . 
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证 明 ”由 (16.5) 可 得 此 证 明 . 例如 ， Hom(®Ua, f) 全 和 
Hom(Ua, f) 是 满 同 态 (也 可 见 附 注 (6.25)). 

16.11 推论 设 (Uo)aea 是 左 已 - 模 的 指标 集 ， 则 

(1) @aUa 是 投射 的 当 且 仅 当 每 个 Ua 都 是 投射 的 ; 

(2) IIa Ua 是 内 射 的 当 且 仅 当 每 个 Uo 都 是 内 射 的 . o 


投射 区 域 和 内 射 区 域 


E R- LU 的 投射 区 域 是 PT (U), 即使 得 U 是 M - 投射 模 的 一 切 模 RM 
WRR. U 的 内 射 区 域 是 .三 (U), 即 由 使 得 U 是 M- 内 射 模 的 一 切 模 M -组 
成 ， 易 见 0 既 属于 P (U) 又 属于 Jr (U). U 是 投射 的 或 内 射 的 分 别 当 生 仅 当 
POU) R Ja (U) 包含 一 切 左 R- 模 . 类 POV) 和 Ja (U) 的 最 重要 性 质 是 
它们 关于 子 模 和 满 同 态 象 封闭 , 多 -1(U) 关于 有 限 直 和 封闭 , Jr (U) 关于 任意 直 
和 封闭 ， 

16.12 命题 设 U BA R- 模 . 

(如果 o— MË. ME-M 0 在 RM 中 是 正 合 的 ,U 是 M - 投射 模 ， 
WU 是 M - 投射 模 也 是 M”- 投射 模 . 

(2) WR U 是 相对 于 每 个 Mi,…, Mn 的 投射 模 ， 则 U 是 OP Mi - 投射 模 . 

WA, 如果 U 是 有 限 生 成 的 ， 并 且 它 还 是 Ma - 投射 (a € A), W U 是 BaMa 
- 投射. 

证 明 (1) RU JEM -投射 模 E 

o— ml. mA -0 
是 正 合 的 . 如 果 9g : M” 一 NY 是 满 同 态 ， 则 由 于 U 是 M - 投射 模 ,gk 是 满 同 态 ， 
从 而 
Jeke = (gk), 
是 满 同 态 ， 因此 g 是 满 同 态 ， 从 而 U 是 M” - 投射 模 ， 为 了 证 明 U 是 M' - 投射 
模 ， 我 们 可 以 假定 M' < M. 如 果 OK’ < M’, 则 存在 可 交换 图 表 
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其 中 行 和 列 都 是 正 合 的 ， 对 此 图 表 应 用 Homa(U,- )， 我 们 有 交换 图 表 


Homa(U, M) 


Homa(U, M/M’) 


0—» Homg(U, M’) 
aa 


0—+ Homa(U, M'/K') Homa(U, M/K')———— Homa(U, M/M’) 


其 中 行 和 列 都 是 正 合 的 由 (3.14) 可 得 (ne). 是 满 同 态 . 从 而 U 是 M' - 投射 模 . 
(2) 显然 只 需 证 明 如 果 U 既是 Mi - 投射 模 又 是 Ma - 投射 模 , SU U 是 Mi @ M2 
- BRAHA. 因此 假设 K < Mi @ M2. 由 明显 的 映射 可 产生 交换 图 表 


0 一 Mı ‘B———+ MoM © + Mr +0 


| F | 


0 一 ~ (Mi + K)/K (Mi ® M2)/K- (My © M2)/(M, + K) —+0 


Si 
其 中 行 和 列 都 是 止 合 的 . 为 了 证 明 (nx). 是 满 同 态 ， 应 用 Homa(U,- ) 和 五 
项 引 理 (3.15) 即 得 . 
最 后 ， 假 设 U 是 有 限 生成 的 ,U 是 Ma - 投射 模 (a € A). 如 果 我 们 有 
U 


7 


和 g 
BaMa —> N —> 0 


的 实 部 分 , 则 由 于 Im 7 是 有 限 生 成 的 , H g 是 满 同 态 , 从 而 存在 21,…, zn € @AMa 
使 得 {9(z1),…,g(zn)} 是 Im y 的 生成 集 . BEM! = Ray +--+ + Ran < 四 aMa, M 
M 包含 在 有 限 直 和 @rMa。< SAMa 中 .因此 由 (1) 和 (2) 得 U 是 M' - 投射 的 . 


从 而 存在 了 使 得 v 


MIM) 1 
(因此 第 一 个 图 表 ) 可 换 . 口 
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16.13 命题 设 U BA R- 模 . 

(1) 如 果 0 一 ~ ee MA-M — 0 在 RM 中 是 正 合 的 ,U M - WAHA, 
则 U 既是 M' - 内 射 模 又 是 M” - 内 射 模 . 

(2) WR U 关于 每 一 个 - 模 Ma 是 ' 内 射 模 (a € A), 则 U 是 @4M。 - 内 射 
模 . 

证 明 (1) 此 证 明 类 似 于 (16.12.1) 的 证 明 : 如 果 f: K’ 一 M 是 单 同 态 ， 则 
hf: K'— M 亦 然 . 从 而 
fth* = (hf)* 

EWES, S 是 满 同 态 ， 因 此 U 是 M' - AS. 为 了 证 明 U 是 M" - 内 射 模 ， 假 
设 M' < K <M, M" = M/M', 则 对 标准 图 表 


0 
4 

o— M -M ki +0 
4 

0 一 ~- M’ ~ 
4 


应 用 Homr(_,U)A < 4V*. 


(2) 假设 对 于 一 切 a € A, M = @4Ma, U 是 Ma - 内 射 模 . BK < 
M, h: RK > RU,4 
F={f:L+U| K<L<M, (f\K)=h}. 
则 由 集合 包含 ( 即 f < 9 当 上 且 仅 当 FC go ES M x D) 得 多 是 有 序 的 ， 而 且 显 然 F 
是 归纳 的 ， 令 
h:N>U 


是 多 中 的 极 大 元 ， 为 了 完成 证 明 我 们 只 需 证 明 每 个 Ma 都 包含 在 N H. 设 
Ka = MaNN, 


则 有 
(h| Ka): Ka > U. 


因此 由 于 Ka < Ma, U 是 Ma - 内 射 模 ， 从 而 存在 映射 


ħa : Ma >U 
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使 得 
(halKa) = (h |Ka). 


如 果 Ma E€ Ma, NEN 使 得 ma +n = 0, 则 ma = -n € Ka, MH ha(ma) + h(n) = 
h(n) 十 h(n) = 0. 从 而 


EE hala) + h(n) 


是 可 定义 的 R- 映射 
f:Ma+N >U. 


又 (fIN) = ,因此 由 的 极 大 性 可 得 Ma C N. o 
16.14 推论 HU EE R- RC 是 RM 中 的 生成 子 . 
(1) WER U 是 G - 内 射 模 ， 则 U 是 内 射 的 . 
(2) MR U 是 有 限 生 成 ， 并 且 它 还 是 G - 投射 模 ， 则 U 是 投射 的 
证 明 每 个 左 及 - 模 都 是 若干 个 G 的 直 和 的 满 同 态 象 . 再 应 用 (16.13) 和 (16.12) 
即 可 . 口 


练习 16 


1，(D 设 %: RS 是 环 同 态 ， 证 明 ， 练 习 (4.15) WRF To: sM— AM 是 正 合 的 . 
(2) 设 ee R ERREGT. WEB: 练习 (4.17) HRF Te: RM 一 rM 是 正 合 的 . 
2. RF: RM 一 sM 是 加 法 函 子 ， RM E rM. 对 于 每 个 K <M, 设 iksw RRUAR 
射 . 证明; 
(1) 如 果 FEIERT, W K Im Flic) 定义 了 从 M HFR AM) BM) 的 
子 模 格 多 (F(M)) 的 保 序 映 射 ， 、 . ， 
(2) WR F 是 反 变 函 子 ， 则 K Ker Flixcm) 定义 了 反 保 序 映 射 7(M) 一 (FPF(M)). 
3， 设 nU 是 有 限 生成 的 ， (Ma)jaea 是 左 R - 模 的 指标 集 . 证 明 : Homa(U,@aMa) © 
@AHoma(U, Ma). | 提示 存在 自然 单 态 射 .] 
4. BEC 是 kM 的 完全 子 范畴 ，C 包含 每 个 M 的 一 切 子 模 和 商 模 . BFC sM 是 共 变 
加 法 函 子 (对 于 反 变 函 子 此 练习 有 明显 的 变化 ). 证明， 
O) 已 是 正 合 的 当 且 仅 当 对 于 C NENA M M-L M", 诱导 的 序列 


ry ED. pm) FO rm”) 


在 sM PEERK. | 提示 :， 见 练习 (3.10).] 
(2) F 是 左 正 合 的 当量 仅 当 对 于 C 中 的 每 个 正 合 列 0 一 M >M 一 M", 诱导 的 序列 


0— F(M')—— F(M) — F(M") 
在 sM 中 是 正 合 的 . 


16. 
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10. 


ll. 


12. 
13. 


14. 


(3) 陈述 并 证 明 (2) 的 “ 右 正 合 ” 内 容 - 

(1) & E #& (U 一 ) ASK, U AREER V. 证 明 ，Trs(V) < Tre(U). 特别 地 ， 如 果 V 
生成 E, 则 U 亦 然 . 

(2) i P Æ (U—) 投射 模 ,U EIR V. 证 明 Rejp(V) > Rejp(U). 特别 地 ， 如 果 V HE 
BP, W U 亦 然 . 

REQ 上 一 切 2x 2 La ARMM. 利用 练习 (16.5) 证 明 : Soc R 不 是 内 射 的 , R/J(R) 
不 是 投射 的 - 

证 明 ， 如 果 或 者 K 是 M - 内 射 模 或 者 N 是 M - 投射 模 ， 则 五 - 同 态 的 正 合 列 0 一 K 一 
M >N -+0 可 分 . 

证 明 ， 对 于 左 R- BEM 下 列 条 件 的 等 价 。 (a) ER - 模 都 是 M - 投射 模 ， (b) 每 个 
Æ R- 模 都 是 M - 内 射 模 ; (c) 每 个 单 左 R- 模 都 是 M . 投射 模 ，(d) M 是 半 单 的 | 提 
示 由 练习 (16.7) 可 得 (a) 僵 (b) 和 (b)=>(d). MF (c)> (a), 首先 假设 M 是 循环 的 
证 明 ， 对 于 环 R 下 列 条 件 等 价 ， (a) R 是 半 单 的 ， (b) 每 个 左 R- 模 都 是 投射 的 ， (c) 每 
DE R- 模 都 是 内 射 的 (d) 每 个 单 左 R- 模 痢 是 投射 的 。 | 提示， 练习 (16.8).] 

(1) 证 明 : 每 个 可 除 Abel 群 都 是 正则 模 zZ - 投射 的 , 但 并 不 是 每 个 非 零 可 除 群 都 是 投射 Z 
~ BE. 因此 zQ 是 zZ- 投射 的 但 不 是 投射 模 . 可 推断 P(Q) 关于 直 和 不 封闭 。 [提示 ， 如 
果 zD 是 可 除 的 ， 则 Homz(D, Zn) = 0.] 

(2) 证 明 : 每 个 无 扭 Abel 群 F AJE T - 内 射 的 (T 为 扭 群 ), 但 无 扭 群 zZ 不 是 内 射 2- BE 
可 推断 .Zr (2) 关于 直 积 不 封闭 。 [提示 II> Z 有 无 扭 子 群 .] 

BER AE PID. 证 明 ， 如 果 模 RM 是 可 除 的 ( 见 练习 (3.15)), 则 它 是 相对 于 RR 的 内 射 模 ， 
因此 它 是 RR 上 的 内 射 模 . 

设 RG 是 生成 子 ,RU 有 生成 集 X, 而 且 U 是 GOO 投射 模 ， 证 明 :rR U 是 投射 模 . 

设 UV,M Æ R- 模 ,V <U. 证 明 : 

(如果 UU 是 M -内 射 模 ,Tru(M) < V, W V 是 M - 内 射 模 . 

(2) WMR U 是 M -投射 ,V < Reju(M), WI U/V 是 M - 投射 模 . 

(3) MRV SU, V Æ M - 内 射 模 , W Tru(M) < V,U 是 M - 内 射 。 (提示 ， 如 果 
f:M—U, BEN = fU(V). 由 题 设 知 存在 9 : M 一 使 得 (g|N) = (FIN). 通过 观察 可 
得 Im(f -9gnyY=0:] 

(4) WRV U, U/V Æ M -投射 模 W V < Reju(M), U 是 M -投射 模 ， [提示 运 
用 对 偶 .] 

(5) 4n(U)(Ai(U)) 关于 本 质 (多 余 ) 扩张 封闭 . 

eT Zé RHE ,R P 和 RE 是 模 . 证 明 : 

(1) 如 果 P 是 投射 模 ， 则 P/IP 是 R/T - 投射 模 . 

(2) WER 已 是 内 射 贷 ， 则 rell) 是 R/T - 内 射 模 . 

称 RU 是 模 它 的 零 化 子 之 商 模 是 投射 的 (内 射 的 ), GUE U 是 投射 (内 射 )R/La(Z) - BE 

(1) 证 明 , 下 列 等 价 ，(a) aU 模 它 的 零 化 子 之 商 模 是 投射 的 ，(b) 对 于 某 个 理想 TC la(U),U 
是 投射 R/T - 模 ; (c) 对 于 每 个 集合 A, U 是 U4 - 投射 模 . 

(2) E: 下 列 条 件 等 价 ， (a) RU 模 它 的 零 化 子 之 商 模 是 内 射 的 ， (b) 对 于 某 个 理想 IC 
In(U),U 是 内 射 R/T - BR (c) 对 于 每 个 集合 A, U 是 U4 - 内 射 模 . 
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16. 证明, 模 自 身 的 零 化 子 之 商 模 是 投射 (内 射 ) 模 的 模 不 一 定 是 投射 的 (内 射 的 )，{ 提 示 :， 见 练 
3 (16.6).] 

17， 称 模 RU 是 拟 投射 模 ( 拟 内 射 模 ), 如 果 它 是 U - 投射 (U - 内 射 ). 从 练习 (16.15) 我 们 可 以 
推断 , 如 果 U 模 其 的 零 化 子 之 商 模 是 投射 的 (内 射 的 ), 则 它 是 拟 投射 模 ( 内 投射 模 ). 证 明 ， 
(1) 每 个 半 单 模 都 既是 拟 投 射 模 又 是 拟 内 射 模 . 
(2) Abel 群 BrZ* 既是 氢 投 射 模 又 是 拟 内 射 模 ， 但 它 模 它 的 零 化 子 之 商 模 是 投射 的 又 不 是 
内 射 的 - 
(3) 每 个 拟 投射 模 ( 拟 投 内 射 模 ) 在 它 的 双 自 同 态 环 上 是 拟 投射 的 〈 拟 内 射 的 ). 
(4) U: B- @ Un 是 拟 投射 的 ( 拟 内 射 的 ) 当 且 仅 当 对 于 一 切 ij, Ui 是 U; 投射 (Uy 内 射 ) 
模 . 

18. WS = End(RU), RT 是 单 的 ， 证 明 ， 
(1) 如 果 U 是 拟 投射 的 ， 则 左 S - 模 Homr(Us, T) 是 单 的 或 零 . 
(2) 如 果 U 是 氢 内 射 的 ， 则 右 5 - 模 Homa(T, Us) 是 单 的 或 零 . 提示， 对 于 (1) 假设 
0# yE Homr(U,T), W y 是 满 同 态 ，U 是 拟 投射 模 ， 因 此 7Y。 : s3 一 Homa(Us,T) 是 
满 同 态 ， 从 而 有 

Sy = Homa(U,T) ]. 

19， 设 RU 是 拟 内 射 的 , 工 = La(U). 证 明 : 下 列 等 价 ，(a) U AREER R/T;(b) U 在 End(RU) 
上 有 限 生成 ， (c)U AREER Bignd( RU). 再 证 明 ， 上 述 条 件 的 每 一 个 都 可 推 
出 U 模 它 的 零 化 子 之 商 模 是 内 射 的 ，U 作为 BiEnd(RU) - 模 是 内 射 的 . 


8 17. 投射 模 和 生成 子 


已 经 定义 , 称 左 R- HP ERIR, 如 果 P 相对 于 每 个 左 R- 模 都 是 投射 的 . 
即 ， 如 果 给 出 了 RM 中 下 列 图 表 的 实 线 部 分 ， 其 中 行 是 正 合 的 


g P , 
Pa es. 
WEE R- 同 态 了 使 得 整个 图 表 可 换 ， 即 g7 = 7. 
投射 模 的 刻画 


17.1 命题 对 于 左 R- BP, 下 列 条 件 等 价 : 
(a) P 是 投射 的 ; 
(b) 对 于 每 个 满 同 态 f: RM 一 RN, 映射 
Homa(P,f): Homa(P, M) + Homa(P, N) 


是 满 同 态 ; 
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(c) 对 于 每 个 双 模 结构 RPs, KF 


Homr(Ps,—): rM— sM 


是 正 合 的 ; 
(d) 对 于 每 个 正 合 列 
Mf MI mM", 
序列 
Homp(P,M’)—£++ Homp(P, M) — 9 Homp(P, M”) 
是 正 合 的 . 


证 明 : (a)<>(b) 和 (a) (c) 可 由 (16.7) 得 。(c) 今 (d) 可 由 练习 (16.4) 得 . 口 
(4.5) 和 (17.1) 的 一 个 简单 推论 为 pR 是 投射 的 . 它 的 直接 证 明 也 是 简单 的 . 假 
设 我 们 有 下 列 图 表 的 实 部 分 : 


其 中 行 是 正 合 的 ， 则 存在 m EM 使 得 g(m) = 7Y(1). R plm): ro rm 定义 了 已 
同 态 R 一 M 使 得 图 表 可 交换 . 我 们 知道 , 称 模 是 自由 的 ， 如果 它 同 构 于 ROA 为 
某 个 集合 ). 因此 投射 模 的 直 和 仍 为 投射 模 这 一 重要 事实 (16.11) 使 得 每 个 自由 模 都 
是 投射 模 ， 这 便 产 生 了 下 述 刻画 . 

17.2 命题 对 于 左 R- 模 P, 下 列 条 件 等 价 : 

(a) P 是 投射 模 ; 

(b) 每 个 满 同 态 RM 一 RP 一 0 都 可 分 ; 

(c) P 同 构 于 自由 左 RR- 模 的 直 和 项 . 

证 明 (a)>(b). 假设 f:M > PERRAS. WE PERNA, WEES 
g 使 得 fg = Le, 因此 (85) 满 同 态 f 可 分 . 

(b)=>(c). 这 可 由 每 个 模 都 是 自由 模 的 满 同 态 象 这 一 事实 (8.1) 得 出 . 

(c) 一 (a)， 每 个 自由 模 都 是 投射 模 . 再 应 用 (16.11) 即 可 . 口 

17.3 推论 左 已 - 模 尸 是 有 限 生 成 的 投射 模 当 且 仅 当 对 于 某 个 模 RP' 和 某 个 
整数 n > 0, 存在 RAY 


PoP 2R”, 
证 明 模 RP 是 有 限 生成 的 当 且 仅 当 对 于 某 个 整数 n, 存在 满 同 态 


RY > P—>0. 
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再 由 (17.2) 得 此 满 同 态 可 分 当 且 仅 当 PP 是 投射 模 . ao 
在 §13 中 我 们 知道 半 单 环 上 模 的 性 质 十 分 类 似 于 除 环 上 模 的 性 质 . 当然 除 环 上 
的 模 是 投射 模 ， 在 下 面 的 推论 中 我 们 将 进一步 看 到 除 环 和 半 单 环 的 相似 性 质 . 
17.4 推论 环 已 是 半 单 的 当 且 仅 当 每 个 左 R - 模 都 是 投射 的 . 
WEBA 由 (13.10) 得 R 是 半 单 的 当 且 仅 当 RM 中 的 每 个 满 同 态 都 可 分 . 由 
(17.2.b) 得 此 条 件 保持 当 且 仅 当 每 个 左 RR 模 是 投射 的 . 口 


生成 子 的 刻画 、 


在 88 中 称 模 RG 是 生成 子 , 如 果 G 生成 RM 中 的 每 个 模 . 即 ，G 是 生成 子 当 
且 仅 当 对 于 每 个 RM, 存在 集合 AA R- 满 同 态 


G4 一 M 一 0. 


生成 子 和 投射 模 之 间 存 在 一 类 对 偶 .投射 模 是 使 得 Homa(P,- ) 将 每 一 个 满 同 态 映 
成 一 个 满 同 态 的 模 已 , 生成 子 是 使 得 Homa(G,- ) 仅仅 将 满 同 态 映 成 满 同 态 的 那些 
模 G. 此 现象 的 其 他 例子 我 们 可 以 通过 比较 (17.1) 和 生成 子 的 下 列 刻画 得 到 . 

17.5 命题 对 于 左 R- 模 G, 下列 条 件 等 价 : 

(a) G 是 生成 子 ; 

(b) 对 于 RM 中 的 每 个 同 态 f, 如 果 Homr(G, f) = 0, W f= 0; 

(c) 对 于 RM 中 的 每 个 :RM 一 RN, 如 果 fe: Homa(G,M) 一 Homa(G,N) 
是 满 同 态 ， 则 / 是 满 同 态 ; 

(d) 如 果 序 列 


Homp(G,M’}—£++ Hom(G, M) —-» Homg(G, M”) 


是 正 合 的 ， 则 序列 
MME m" 
是 正 合 的 . 
证 明 (aje (b). XTT (8.11.1) 立即 得 出 . 
(a)=(d). Bt RG 是 生成 子 . 假设 AM 中 的 序列 
RM ERMA RM 
使 得 序列 
Homp(G,M')—2+ + Homa(G, M) — 9 Homa(G, M”) 


ER, WO = ge fe = Hom(G, gf). 从 而 ,由 (a)e>(b), 我 人 有 gf = 0, Bl Im f < Ker g. 
& ce Ker g, 则 由 于 G AR Ker g, VERZ b: :G— Kerg <M MyEG tE 
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得 n 
z= >> Alv). 
i=1 
于 是 ， 对 于 每 个 i 有 gpi = 0, 故 pi € Ker gs = Imf., 即 对 于 每 个 i, 存在 ai € 
Hom(G, M’) 使 得 8; = f.(ai) = foi. 所 以 ， 
z= DB(y) = Do foili) € Imf. 
i=l i=l 


(d)=(c) 是 显然 的 . 
(9 全 (a)， 假设 (c) 成 立 ， 我 们 只 需 证 明 ( 见 (8.13)) 对 于 每 个 rM, WE Trm(G) 
是 M. 考虑 标准 正 合 列 


0 一 ~ Trx(G) + M—2-+ M/Tru(C)— 0, 
它 产 生 正 合 列 


0 一 一 Homa(G,Trm(G)) 


Homa(G, M) 


Homr(G, M/Trm(G)) 
如 果 8 € Hom(G, M), W In.(B)](G) = n(B(G)) = 0, 这 是 因为 
B(G) C Tr (G) = Ker n. 


从 而 Imi, = Kern, = Homg(G, M), i, 是 满 射 . 因此 由 (c) 可 推出 i 一 定 是 满 射 ， 
Tru(G) = Imi= M. 

由 于 gR 是 生成 子 (8.8), 从 而 一 个 模 生成 RR 当 且 仅 当 它 生成 每 个 模 . 然而 ， 因 
为 oR 是 有 限 生成 的 ， 所 以 生成 oR 的 任意 模 一 定 有 限 生成 RR ( 见 (10.1)). 最 后 ， 
由 于 RR 是 投射 模 ， 随 之 有 RG 是 生成 子 当 且 仅 当 存 在 可 分 满 同 态 CM R= 0. 
也 就 是 说 

17.6 命题 左 R- 模 G 是 生成 子 当 且 仅 当 对 于 某 个 模 R 和 某 个 整数 n > 0, 
存在 R FH 


GO RƏR. a 
生成 子 和 有 限 生成 投射 模 的 对 偶 行 为 已 由 (17.3) 和 (17.6) 看 到 . 下 面 的 两 个 重 
要 提 共 了 进一步 的 证 据 . 


17.7 引 理 设 aQs 是 忠实 平衡 双 模 ， 则 RQ 是 生成 子 当 上 且 仅 当 Qs 是 有 限 生 
成 的 投射 模 . 


证 明 (=). 由 于 右 乘法 p: 5 一 End(RQ) 是 环 同 构 ， 从 而 作为 右 5 - 模 ， 有 


Homr(Q,Qs) S Ss. 
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FHE (17.6), 由 于 RQ 是 生成 子 ， 从 而 对 于 某 个 左 R -8 R, 有 
RQ” = ROR. 
现在 应 用 (16.3) 和 (4.5) 我 们 得 到 右 S- 同 构 


SẸ? = Homr(Q,Qs)® = Home(Q™, Qs) 
= Homr(R@ R',Qs) = Homr(R, Qs) ® Homa(R', Qs) 
=QeQ; 


因此 ， 由 (17.3) 得 Qs 是 有 限 生成 投射 模 . 
(=). 这 可 由 (17.3) 和 (17.6) 得 出 ， 因 为 


RQ™® = Homs(S,ra Q)™ S Homs(S™,r Q) 
= Homs(Q @ Q',nQ) =~ Homs(Q, RQ)B Homs(Q',rQ) 
=ROR. 
从 而 我 们 完成 了 证 明 . o 

17.8 定理 DE R -M G 是 生成 子 当 生 仅 当 

(i) RG 是 忠实 平衡 的 ， 

(ii) Genaro) 是 有 限 生成 投射 模 . 

证 明 (=). 由 于 RG 是 生成 子 ， 从 而 对 于 某 个 R, th (17.6) 得 


RG ~ ROR. 
利用 (14.2), 练习 (4.14) 和 (14.1.1), 我 们 有 环 同 态 的 交换 图 表 
PR 一 -Ra Rl PR 
aj 和 As 


BiEnd(G)— BiEnd(G®™))— BiEnd(R® R')— BiÈnd(rR) , 


其 中 底部 行 上 的 映射 的 合成 是 单 的 ， 并 且 由 (4.11) 知 X 是 双 射 . 从 而 Xi 是 同 构 ， 
即 利用 明显 的 等 同 ， 有 


R < BiEnd(G) = BiEnd(G™) = BiEnd(R@ R') 
< BiEnd(R) = R. 


因此 RG 是 忠实 平衡 的 ， 即 RGEna(nG) 是 忠实 平衡 双 模 ， 再 应 用 (17.7) BIT. 
(©). 此 证 明 可 由 (17.7) 立即 得 出 . 口 
当然 ， 正 则 模 RR 和 自由 左 R- 模 都 既是 投射 模 又 是 生成 子 ， 一 般 地 ， 并 不 是 
一 切 投射 模 都 是 生成 子 . 下 面 的 结果 表明 投射 生成 子 的 重要 类 可 由 生成 一 切 单 模 的 
那些 投射 模 来 刻画 . 
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17.9 命题 设 P 是 投射 左 R- 模 ， 则 下 列 条 件 等 价 : 

(a) 书 是 生成 子 ; 

(b) 对 于 一 切 单 左 RR - HET, Homa(P,T) #0; 

(c) P 生成 每 个 单 左 R - 模 . 

证 明 (a)> (c) 和 (c)> (b) 是 显然 的 . 

(b)=>(a). Bit P WERI (b). 只 需 证 明 PER R, 或 ( 见 (8.21))Trr(P) = R. 
但 如 果 Tra(P) # R, 由 于 它 是 左 理想 ， 则 Tra(P) 包含 在 R 的 某 个 极 大 左 理想 
中 ， 故 RI ERW, KEEFER R-E y: P R/L 由 于 了 是 投射 的 ， 从 而 
存在 交换 图 表 


y 7 
R—_—- R/I— 0. 
因为 fm 了 Tra(P) C I, REE TFA. 口 
投射 模 的 根 


根据 (17.2), 投射 模 的 性 质 重复 了 许多 正则 模 RR 的 性 质 ， 下 面 就 投射 模 的 根 
而 言 我 们 来 观察 这 一 点 . 
17.10 命题 LR EH, RH J(R) = J. 如 果 己 是 投射 左 丸 - 模 ， 则 有 


Rad P = JP. 


证 明 命题 (17.2) 允许 我 们 假设 已 是 自由 模 已 @ P' = R 的 直 和 项 ， 从 而 由 
(9.19) 得 


Rad P® Rad P' = Rad(R) = (RadR)(®) = JA = J. RA = JPO JP. 


这 样 ， 因 为 JP < Rad P, JP < Rad P'( 见 (15.18)), 所 以 我 们 一 定 有 Rad P = JP. 
口 

下 面 我 们 计算 投射 模 的 自 同 态 环 的 根 . 

17.11 命题 i PERHE R- 模 ， 自 同 态 环 为 S = Bnd(RP). Bae sS. W 

ae J(S) 当 且 仅 当 Ima<P. 

证 明 (=) 假设 Ima <r P, 则 由 (15.3) 知 我 们 只 需 证 明 Sa <s S. Bi 
设 T< sS, 又 Sa 十 T= S, 则 对 于 某 个 se SH bel, ip = sa 十 b. 从 而 
P = Pip < Psa + Pb < Im a + Pb, 因此 Pb = P, MiZ A b EWES b: P >o P. 
由 P 是 投射 的 可 知 此 满 同 态 可 分 ， 且 存在 某 个 cs S 使 得 lp = cb e 工 因此 
I=5, Sas. 
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(>). ae J(S),K < P 使 得 Ima+ 天 = 书 则 我 们 立即 可 以 看 到 ， 如 果 
ng :PP 一 P/K 是 自然 满 同 态 ， 则 anx: P 一 P/K 是 满 的 因此， 如 果 选 择 se 5 
使 得 
P 
nK 


P 


aa P/K——~ 0 


可 交换 ， 就 有 (1 — sank = 0. 但 因为 ce J(S) 知 1 一 sa FY ,nk = 0, 所 以 
K=P. a 

17.12 推论 I = J(R). WMR P EBE R -RUNI JP < P (例如 ， 如 果 
RP 是 有 限 生 成 的 ), 则 有 

J(End(pP)) = Homa(P, JP) 和 End(rP)/J(EndrP) = End(rP/JP). 

证 明 由 (17.10) 我 们 有 RadP = JP, 从 而 题 设 JP < PP 确保 了 PP 的 子 模 是 多 
余 的 当 且 仅 当 它 包 含 在 JP 中 ( 见 (9.13)). 特别 地 ， 由 (17.11) 得 忆 的 自 同 态 a 属 
于 J(Bnd(RP)) 当 且 仅 当 Im a < JP. 从 而 有 J(End(pP)) = Homa(P,JP). 

由 于 JP 关 于 了 的 自 同 态 是 稳定 的 ， 从 而 


gs) : (p + JP) = ps+ JP 
定义 了 环 同 态 $: End(RP) 一 End(RP/J(R)). h P 是 投射 的 知 9 是 满 射 


尸 一 "JP 一- P/JP 


s| 9s) 


P 


nyp P/JP， 
显然 我 人 有 Ker o= Homp(P, JP), 因此 
End(pP)/J(End(pP)) End(RP/JP). a 
17.13 推论 H RÆ, HY J, n eN, 并且 ee RR 是 非 零 竺 等 元 , 则 有 
l J(M,(R)) = Mn (J), J(eRe) = eJe. 
证 明 由 (4.11) 和 (13.2) 知 存在 自然 环 同 构 


p:M,(R) 一 End(rR™). 
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此 时 JR® = J™, RBA p(([rij]]) € Honr(R®, JO) 当 且 仅 当 [fry] € Ma(J). 
因此 应 用 (17.12) 即 可 ， 对 于 另 一 个 论断 ， 注 意 到 (4.15): 存在 自然 同 构 
p: eRe -> End(pRe). 

显然 p(ere) € Home(Re, Je) 当 且 仅 当 ere € J, 再 应 用 (17.12) 即 可 Paaa 
(15.11). 

现在 我 们 可 以 证 明 非 零 的 投射 模 不 是 它 自身 的 根 这 个 重要 事实 ， 即 

17.14 命题 每 个 非 零 的 投射 模 都 包含 极 大 子 模 . 

证 明 设 RP 是 投射 模 . 由 (17.3) 我 们 可 以 假设 存在 自由 左 R- 模 下 使 得 
F=POP'. 如果 尸 不 含有 极 大 子 模 ， 则 由 (17.10) 就 有 

P=JPC JF. 


为 了 证 明 命 题 ,我 们 证 明 上 式 可 推出 P=0. 为 此 , 4 xe Pie 是 下 的 使 得 Fe=P 
IFES AIA, H (za)aea 是 下 的 自由 基 . TÆ, MTSE ABR H C 4 和 某 
Ñ Ta E R(ae H), A 

5 


acH 


另外 ， 对 于 每 个 ae H, 存在 有 限 集 Ha CA 和 dap E€ J(B E€ Ha), 使 得 
Tae = > aapTp. 


BeHa 


现在 ， 当 需要 时 ， 我 们 可 以 插入 0, 我 们 不 妨 假设 一 切 这 些 和 都 可 取 遍 共同 的 有 限 
FR KOCA, 从 而 我 们 可 得 到 


一 2 一 ze 一 o> Taa) 一 92 TaTa€) 
=(> Pros Saara) ) -学 tal >> aapz6)) 


ack BEK ack per 
= LCS ra (60s — ace))zp. 
BEK ack 


由 于 zp 是 无 关 的 ， 从 而 此 方程 产生 了 矩阵 方程 
[ra]l(m ~ [faas]]) = [[o]] € Mixn(R), 


其 中 n= card(K), In 是 Mn(RR) 中 的 单位 矩阵 . 但 由 (17.13) 知 [[aag]] € J(Mn(R)), 
故 [oup]] 是 拟 正 则 的 . 从 而 In — [aap] 在 Mn(R) 中 有 道 [[ra]] = [0] € Mixn(R). 
这 说 明 


z= > Tala = 0. 口 
acK 


- 192 - 第 五 章 ”模范 畴 之 问 的 函 子 


投 射 Š 


每 个 自由 模 都 是 投射 模 (17.2) , 每 个 模 都 是 由 RR 生成 的 (8.1). 从 而 有 

17.15 命题 每 个 模 都 是 投射 模 的 满 同 态 象 . 口 

对 于 某 个 模 M, 可 能 有 一 个 比较 强 的 论断 : 存在 投射 模 已 和 满 同 态 1 : P 一 M 
关于 下 面 的 意义 是 “ 极 小 的 ": 不 存在 P 的 真子 模 工 使 得 (f|L) : 工 一 M 是 满 同 
AS. 由 (5.15) 易 见 此 极 小 性 条 件 恰 是 说 Kerf < P. 这 便 产 生 了 一 个 正式 的 定义 . 

称 元 素 对 (P,p) BAL RM 的 投射 盖 , 如 果 P 是 投射 左 - 模 ， 


p—2.. M 一 一 -0 


是 多 余 满 同 态 (Kerp < P). 我 们 有 时 缩写 此 术语 并 对 其 作 自 然 的 变化 ， 例如， 我 
们 可 以 称 P 本 身 是 M 的 投射 盖 . 

17.16 例子 

例 (1) 如 果 e 是 有 中 的 宕 等 元 , 则 由 (17.10) 和 (10.4), 我 们 有 Je = Rad(Re) « 
Re. 因为 Re 是 投射 模 ， 所 以 (Re,n) 是 Re/Je 的 投射 盖 ， 其 中 n: Re 一 Re/Je 是 
自然 映射 . 

例 (2) 元 素 对 (Z,72), 其 中 ra : Z > Zo 是 自然 映射 ， 不 是 投射 盖 ， 因 为 2Z 在 
Z 中 不 是 多 余 的 . 事实 上 ， 利 用 (17.17) 易 证 Zo 没有 投射 盖 ( 见 练习 (17.14)). 

例 (3) 设 R 是 局 部 环 ，RM 是 有 限 生 成 的 , 则 R/J 是 除 环 ，M/JM 是 R/T 
上 的 有 限 维 向 基 空 间 ， 设 M/JM 是 大 维 的 ， 令 已 = RY, 则 显然 存在 R- 满 同 态 
P:P = M/JM 使 得 Ker p= JP. 由 于 RP 是 投射 的 ， 自 然 映射 n: M 一 M/JM 
是 满 同 态 ， 这 样 ， 存 在 同 态 p : P 一 M 使 得 np = p. 由 Nakayama 引 理 (15.13) 得 
JM << M, 因此 是 多 余 满 同 态 . 这 样 ， 由 (5.15) 得 p 是 满 同 态 ， 又 因为 Ker p< 
Ker p= JP < P, (Alt (P,p) 是 M 的 投射 盖 . 

现在 我 们 证 明 投 射 盖 的 基本 引 理 . 它 的 结果 之 一 是 : 如 果 模 有 投射 盖 ， WE 
(本 质 上 ) 只 有 一 个 . 

17.17 引 理 假设 RM 有 投射 盖 p : P 一 M. 如 果 RQ 是 投射 的 ，9: Q 一 M 
是 满 同 态 ， 则 Q 有 分 解 


Q=P'eP" 
使 得 
a) PS pP; 
(2) P” < Ker q; 
(3) (q |P"): P' 一 M 是 M 的 投射 盖 ; 
WEL, WÈ f : Mi 一 M2 是 同 构 m : Pi 一 Mi 和 p: P 一 M2 是 投射 盖 ， 则 存在 
同 构 f: Pi Pa 使 得 pof = fri. 
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证 明 由 @ 的 投射 性 知 存在 交换 图 表 


P—— M— 0 


0 ` 
其 中 行 和 列 都 是 正 合 的 . 由 于 p 是 多 余 满 同 态 ,ph = 4 是 满 同 态 ， 从 而 由 
(5.15) 知 h 也 是 满 同 态 ， 由 于 P 是 投射 的 ， 所 以 h 可 分 ， 即 存在 单 同 态 g:P 一 @ 
使 得 hy = Lp, 因此 Q = Im g9 Ker h. 现在 令 


P!=Img, P" = Ker h, 


我 们 看 到 ， 由 于 9 是 单 同 态 ， 有 0) 成立. 由 于 ph =q, ， 有 (2) 成 立 . 但 由 于 
4(P) = 4(Q) = M, 因此 


pP), yw—_.0 


是 正 合 的 , ME (P',g|P') 是 投射 盖 . 这 是 因为 从 ag = phg = 了 我 们 可 得 Ker(q\P’) = 
9(Ker p) 是 9(P) = P' 的 多 余子 模 ， 从 而 (3) 也 成 立 . 

为 了 证 明 最 后 的 陈述 , 设 p= po, q= fm, f=h, wu pf = fr. f = PANT 
48, Ker f = Ker p È Pi 的 多 余 直 和 项 ,下 是 同 构 . 

17.18 命题 H eM f ER RR 的 短 等 元 ， 则 下 列 条 件 等 价 : 

(a) Re © Rf; 

(b) Re/Je™ Rf/Jf; 

(c) eR/eJ S fR/ fJ; 

(d) eR = fR. 

证 明 (aje (b). (a)=> (b) 是 显然 的 ， 如 果 h: Re/Je 一 Rf/Jf 是 同 构 ， 则 
因为 自然 映射 Re 一 Re/Je 和 Rf 一 RF/Jf 是 投射 盖 ， 所 以 由 (17.17) 知 存在 同 构 
h: Re Rf. 

(c)eo(d). RAG (a)e(b) 的 证 明 对 称 . 

(a)e(d). 如果 Re Rf, W (HL (4.6)) 


eR & Hom(Re, R) © Hom(Rf, R) = fR. o 


在 第 七 章 中 将 广泛 地 涉及 投射 盖 . 我 们 十 分 感 兴趣 的 是 单 模 的 投射 盖 . 现在 可 
以 给 出 
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17.19 命题 RH, 根 为 = J(R), 则 下 列 关 于 一 个 投射 左 R - 模 的 命题 
等 价 : 

(a) PP 是 单 左 R - 模 的 投射 盖 ; 

(b) JP 是 尸 的 多 余 极 大 子 模 ; 

(c) End(RP) 是 局 部 环 . 
而 且 ， 如 果 这 些 条 件 保持 ， 则 对 于 某 个 寡 等 元 ee R, 有 P= Re. 

证 明 (a)> (b). 显然 已 是 单 模 的 投射 盖 当 且 仅 当 P 包含 多 余 极 大 子 模 IP 
包含 在 已 的 每 个 极 大 子 模 中 ， 并 且 JP 包含 已 的 每 个 多 余子 模 ((9.13) 和 (17.10)). 

(b)>(c). 如果 JP Æ P 的 多 余 极 大 子 模 ， 则 由 (17.12) 和 Schur 引 理 (13.1) 
知 

End(rP)/J(End(gP)) = Endr(P/JP) 


是 除 环 ， 从 而 由 (15.15) 知 (b) 意味 着 End(RP) 是 局 部 环 . 
()>(a). 假设 End(RP) 是 局 部 环 ， 则 P #0. 由 (17.14) 知 存在 极 大 子 模 
K < P. 下 证 自然 满 同 态 P > P/K 一 0 是 投射 盖 , 即 K < P 假设 对 于 某 个 工 < P, 
AK+L=P, WA 
P/K = (L+ K)/K &L/(LNK). 


因此 ， 存 在 非 零 同 态 f: P 一 L/(LN K). 这 样 ， 因为 已 是 投射 的 ， 所 以 存在 自 同 
态 s:P 一 工 和 PP 使 得 
P 
下 | 


L&>L/(LAK)—>0 


可 交换 ,由 于 0 关 了 = ns, 从 而 Im s3 K, 由 此 知 Im sE 己 中 不 是 多 余 的 ， 所 以 
sg J(End(RP))(17.11),s 是 已 的 可 逆 自 同 态 (15.15.g), 这 样 我 们 就 证 明 工 = P, 从 
WK <P. 

另外 ， 每 个 单 模 都 是 R 的 满 同 态 象 ， 因此 由 (17.17) 知 ， 单 模 的 投 
射 盖 P 一 定 同 构 二 RR 的 直 和 项 , 即 P = Re A6TD3e = è e 
R. o 

17.20 命题 对 于 环 R HRE e, 下 列 条 件 等 价 : 

(a) Re/Je 是 单 的 ; 

(b) Je 是 Re 的 唯一 极 大 子 模 ; 

(c) eRe 是 局 部 环 ; 

(d) eJ 是 eR 的 唯一 极 大 子 模 ; 

(e) eR/eJ 是 单 的 . 


8 17. 投射 模 和 生成 子 "a 


10. 


11. 


练习 17 


YES: PID. 上 的 每 个 投射 模 都 是 自由 模 . [提示 :练习 (8.16).] 

证 明 ， 如 果 RR 是 局 部 环 ， 则 每 个 有 限 生成 的 投射 模 都 是 自由 模 . [提示 : 见 (12.7).] 

证 明 : Abel 群 Z8 不 是 投射 的 , 因此 投射 模 的 直 积 不 一 定 是 投射 的 . | 提示: BLK = {zx € ZN|2 
的 每 个 短 整 除 一 切 有 限 多 个 rn(z)}. 求证 ， 如 果 ZN 是 自由 的 ， 则 K 是 秩 为 不 可 数 的 自由 
W. 现在 考虑 K/2K 1] 

Bee RMB. 证明， 

(1) Re 是 单 的 ,忠实 的 当 且 仅 当 oR 是 单 的 , 忠实 的 。 | 提示, 由 (17.20) 得 如 果 J(R) = 0, 
则 Re 是 单 的 当 且 仅 当 eR 是 单 的 . 如 果 Re 是 单 的 ， 忠 实 的 ,而且 0 Ar © R, WEE 
s,t € RR 使 得 srte = e.) 

(2) 如 果 Re 是 单 的 ， 忠 实 的 ， 则 Soc(RR) = ReR = Soc(Rr). 

我 们 知道 ， 对 于 环 中 和 z,y e { 左 ， 右 } 性 质 z - 本 原 的 和 y-Artin 的 是 等 价 的 ， 但 一般 
地 本 原 环 不 .- 定 是 右 本 原 的 . 

(1) 证 明 ， 对 于 环 R, 下 列 条 件 等 价 。 (a)RR 是 本 原 环 ， 并 且 有 极 小 左 理想 ，(b)R 是 本 原 
环 ， 并 且 有 单 投射 左 模 ;， (c)R 是 本 原 环 ， 并 且 有 单 投射 右 模 ; (qd) 忌 是 本 原 环 ， 并 且 有 极 
小 右 理想 ， (e)R 右 本 原 环 ， 昌 有 极 小 右 理想 :| 提示， 练习 (13.8) 和 (17.4):] 

(2) 证 明 ， 如 果 RR 是 向 量 空间 的 自 同 态 环 ， 则 R 是 本 原 环 ， 且 有 极 小 左 理想 . 

(3) 证 明 ， 如 果 R 是 单 环 ， 且 有 极 小 左 理想 ， 则 RJE Artin 环 . 

(4) 证 明 ， 练 习 (14.2) 的 本 原 环 有 极 小 左 理想 . 

证 明 :Rr M 是 忠实 的 当 且 仅 当 RM 上 生成 每 个 投射 左 R- 模 ( 见 练习 (8.3)). 

证 明 每 个 有 限 生成 的 非 零 投射 模 都 是 它 的 自 同 态 环 上 的 生成 子 , 也 是 它 的 双 自 同 态 环 上 的 
有 限 生成 投射 异 . 

对 于 每 个 左 R - 模 M, 设 M* 表示 右 R- 模 M° = Homa(M, R). WE: mR M 是 有 限 
生成 投射 模 (生成 子 ), 则 M” 亦 然 . 

TED: BE RM 是 投射 的 生成 子 当 且 仅 当 对 于 某 个 CA ø, MO 是 自由 的 . 

HERT nG 是 极 小 生成 子 , MRE RM 中 每 个 生成 子 的 满 同 态 象 . 

(1) 求证 ， 如 果 或 者 是 半 单 的 ， 局 部 的 ，P.I.D., 或 者 是 无 限 维 向 量 空 间 的 自 同 态 环 ， 则 
RR 有 极 小 生成 子 . (提示 在 后 三 个 情形 中 RR 是 极 小 生成 子 ,] 

(2) 设 R= TT, Mn(Q), 其 中 Q RH. HE: RR 没有 极 小 生成 子 ， [提示 : 对 于 每 个 
n, 设 Gn 是 Mn(Q) HERF, W Gi ®---® Gm 日 各 ,>m Mn(Q) 是 R WERP.) 

wh P BAL R- 称 已 中 的 指标 集 (za)aea 和 Homa(P,R) 中 的 (fa)aea Æ P HIHA 
基 ， 如 果 对 于 所 有 ce 已 有 

(i) 对 于 几乎 … 切 a € A, fale) = 0. 

Gi) z = Z4 Sale) ra. 

VER: (1) 对 偶 基 引 理 : P 是 投射 的 当 且 仅 当 它 有 对 偶 基 . Gem: (17.2)] 

(2) PP 是 有 限 生 成 投射 模 当 且 仅 当 存 在 z1,…,zn € PH fi,- fn € Homa(P, R) 使 得 


+ 196 - 第 五 章 ”模范 畴 之 间 的 函 子 


22: 
13. 


14. 


15. 


17. 


对 于 每 个 zE 已 有 
z= So floes 


BA: 如果 RP 是 投射 的 ， 则 有 Rad P= JP. 对偶 地 证 明 : Soc P = (Soc RR)P. 

设 已 是 非 零 投射 模 ， 证明。 P 是 单 模 的 投射 盖 当 且 仅 当 P 的 每 个 非 零 商 模 都 是 不 可 分 解 
的 . 
(1) WEH: 如 果 RÆ, J(R) = 0, 则 非 投射 R- 模 没有 投射 盖 . 特别 地 ， 有 限 Z - 模 没有 
投射 盖 . 

(2) 设 n 是 自然 数 ，p 是 整除 n 的 素数 ， 设 p” 是 整除 n 的 最 大 p URE. 证 明 ， 如 果 
1< kh <m, 则 满 同 态 Zpm 一 Zoe 是 z.M 中 的 投射 盖 . A 

(1) 证 明 ， 如果 pi : Pi 一 Mi(i = 1,…,n) 是 投射 盖 ， 则 (Dipi) : OPi 一 DM: 是 投射 
M. i 

(2) 证 明 ， 如 果 M 和 M @ N 有 投射 盖 ， 则 N 亦 然 . GRR: mR p: 已 一 M 和 
pi: P + MON RRHH, W 三 (N) 一 N 是 投射 盖 ， 其 中 f: P PON WE 
(p@ In) f =P] 

(1) 证 明 ， 如 果 RU 有 投射 盖 ， 则 PT (U) 关于 直 积 封闭 。 | 提示 练习 (16.13).] 

(2) 证 明 ， 如 果 p: P 一 U 是 投射 盖 ， 则 下 列 等 价 ， (a)U 是 拟 投射 的 ， (b)U 模 其 零 化 子 
之 商 模 是 投射 的 ， (c)Ker p= la(U)P. 

(3) 证 明 ， 如 果 P 是 投射 的 , H K Æ P HE R -Hi Bnd(aP) - 子 模 则 P/K 是 拟 投射 
ZER- 模 . 

设 U 是 拟 投射 模 , 投射 盖 为 p : P 一 U. 证 明 : 如 果 P = P e Po, W U 是 拟 投射 模 U1, Ua 
的 直 和 U = Us @ U2, 使 得 (p |Pi) : Pi 一 Ui 是 投射 盖 (i = 1,2). 特别 地 ， 如 果 U 是 不 可 
分 解 的 ， 则 P 亦 然 a 

Be pi: Pi > Ui(i = 1,2) 是 投射 盖 . 证 明 , 如 果 Pi S Pa, Ui @ Uz 是 拟 投射 的 , 则 Ur & Un. 
证 明 ， 有 限 Abel 群 M 是 拟 投射 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 素数 p, M 的 p 准 素 分 量 有 相同 的 长 
度 .| 提示 : 练习 (17.14.2) 和 (17.18).] 

设 R JEZ Artin 环 ，J = J(R), 则 由 (10.14) 和 (7.2) HR = Rei @ -+ © Ren, 其 中 
e1,.…,en 是 两 两 正 交 的 本 原 短 等 元 的 完全 集 、 由 (12.8) 和 (17.20) 得 每 个 Rei/Jei 是 单 的 
Re: 一 Rei/Jei 是 投射 盖 . 

(1) 证 明 ， 每 个 单 左 尺 - 模 都 有 投射 盖 .。 [提示 ， R/J s Reiy/vel © --- ® Ren/Jen] 

(2) 证 明 : 每 个 半 单 模 都 有 投射 盖 .。 | 提示 ， 如果 M 是 半 单 的 ， 则 存在 {e1,… en} 中 的 指 
HER (fo)aea 使 得 M ~ OARfa/J fa = (@aRfa)/(@aJ fa). 由 练习 (5.18) 得 OAT fa < 
BARJa.] k 

(3) 证 明 ; 对 于 每 个 左 R - BEM, 存在 {e1,… ,en} 中 的 指标 集 (fa)aeA ABH OA Rfa 一 
M HER: 由 于 M/JM 是 半 单 的 ， 从 而 它 有 投射 盖 万 : BaRf 一 M/JM. HFM 一 
M/JM, 从 而 5 可 以 提升 到 p:@aRfs 一 M. 由 于 IM < M( 练 习 (5.18)), 从 而 p 是 投射 
盖 .] 
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(4) 证 明 : 如 果 RP 是 投射 的 , 则 存在 {e1,… ,en} 中 的 指标 集 (fa)aea W P = OaRfa. 


§ 18. 内 射 模 和 上 生成 子 


我 们 称 左 R- E E 内 射 的 , 如 果 巨 关于 每 个 左 R- 模 是 内 射 的 ， 即 ， 马 是 
内 射 的 ， 如 果 已 给 kM 中 下 列 图 表 的 实 部 分 


E 
i 


过 


0—>+K-—>>M, 
其 中 行 是 正 合 的 ， 则 必 存 在 R- 同 态 了 使 得 整个 图 表 可 交换 ， 即 7f = 7. 也 就 是 
说 ， 内 射 模 是 投射 模 的 箭头 理论 的 或 范畴 理 论 的 对 偶 . 
内 射 模 的 刻画 


内 射 模 和 投射 模 在 Hom 函 子 上 有 对 偶 作 用 ， 特 别 地 ， 对 偶 于 (17.1) 有 
18.1 命题 对 于 左 R -M E, 下 列 条 件 等 价 : 

(a) 已 是 内 射 模 ; 

(b) 对 于 每 个 单 同 态 fin K> rM, 映射 


Hom(f, E) : Homa(M,E) — Homa(K, E) 
是 满 同 态 ; 
(c) 对 于 每 个 双 模 RnEs, BF 
Homa(-,Es): RM 一 Ms 


是 正 合 的 ; 
(d) 对 于 RM 中 的 每 个 正 合 列 


ML -NM m", 
序列 
Homp(M", E} Homa(M,E) — >- Homp(M', E) 
是 正 合 的 . 口 


直到 我 们 确定 充分 多 的 内 射 模 的 存在 性 ,我们 才 可 以 证 明 (17.2) 的 真正 对 偶 . 
尽管 如 此 ， 作 为 暂时 的 代替 ， 由 (16.11) 我 们 立即 可 以 得 到 下 面 的 重要 事实 : 
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18.2 命题 内 射 模 的 直 积 和 直 和 项 都 是 内 射 的 . 口 

每 个 模 都 是 某 个 投射 (自由 ) 模 的 满 同 态 象 . 我 们 的 任务 是 证 明 它 的 对 偶 结 论 : 
每 个 模 都 可 以 嵌入 到 内 射 模 中 . 首先 ， 我 们 需要 证 明 一 个 十 分 有 用 的 检验 内 射 性 的 
引 理 .此 检验 (有 时 称 为 “ Baer 准则 ”) 可 陈述 为 : 模 瑟 的 内 射 性 可 由 它 在 下 列 图 
表 中 的 性 质 确定 : 


E 
o——- 1——-R, 
其 中 行 被 限制 为 左 理想 的 包含 映射 . 
18.3 内 射 检验 引 理 Rt PAE R- BE, 下 列 条 件 等 价 : 
(a) E EAH; 


(b) E 是 相对 于 RR 的 内 射 模 ; 
(0) 对 于 每 个 左 理想 T <p R 和 每 个 R- EB h: I E, 存在 re BA h Jè 
由 
h(a) = ar (a€ 1) 


得 到 的 右 乘法 . 

证 明 (a) (b). HF RR 是 生成 子 ， 从 而 由 (16.14) 即 得 . 

(b)=(c). WME Eft RR- ASH, I< RR, B h:I >E, WEE Rh: ROE 
E7% (h |I) = h. Bx = h(1), W h(a) = h(a) = ah(1) = az (对 于 一 切 € 1). 

(c)>(b). MRIS RR, zE E, 而且 对 于 一 切 oe 了 有 hla) = az, 则 由 = 
确定 的 右 乘 法 plz) : R> E 可 以 延 拓 到 h. 从 而 由 (c) 可 推出 已 是 RR- 内 射 模 . 
口 


PK Abel 群 Q 是 可 除 的 ， 如 果 对 于 每 个 非 零 整数 7% 有 nQ = Q ( 见 练习 (3.15). 

18.4 引 理 Abel 群 Q 是 可 除 的 当 且 仅 当 Q 作为 Z - 模 是 投射 的 . 

证 明 (=>).Z 的 每 个 非 零 理想 都 形 如 Zn, n #0. 如 果 Q 是 可 除 Abel BE, h: 
Zn — Q, 则 存在 be Q IETF h(n) = nb, 对 于 一 切 jn € Zn, H h(jn) = jh(n) = (jn)b. 
从 而 应 用 (18.3) 即 可 . 

(=). 如 果 zQ 是 内 射 的 , Hac 8, 0An€Z, MWh: jn ja 定义 了 同 态 
h: Zn 一 ,由 (18.3) 和 一 定 存 在 由 某 个 be Q 确定 的 乘法 使 得 a =h(n)=nb. O 

18.5 引 理 如 果 Q 是 可 除 Abel 群 ， 则 左 R- 模 Homz(Rr, Q) 是 内 射 的 . 

证 明 由 (4.41) 知 Homz(Ra,Q@) 是 左 R- 模 . 设 1< rR, hh: I> Homz(Ra,Q@) 
E R-X, 则 Y:a [h(a)j(1) EXT Abed HAA y: z> zQ. 由 于 zQ 是 内 
射 的 ， 从 而 存在 了 e Homz(R, Q) 使 得 GM) = 7. 对 于 一 切 ae Ir e R, RITA 


(o7)(r) = 7(ra) = q(ra) = [A(ra)](1) = [r - h(@)](1) = [h@|(r); 
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因此 对 于 一 切 a € I, h(a) = ay. 从 而 由 (18.3) 知 Homz(RR,Q@) BARA R- 模 ， 口 
18.6 命题 每 个 左 R- 模 都 可 以 嵌入 到 内 射 左 RB. 
证 明 设 MEER- Wh (8.1) 知 存在 集合 4 AZ - 满 同 态 f : Z(4 > M. 
由 于 
zM = ZA) /Kerf <Q /Kerf, 


并 且 由 于 可 除 Abel 群 的 直 积 和 商 群 都 是 可 除 的 ( 见 练习 (3.15) 和 (6.9), 从 而 我 们 
可 以 假设 zM < zQ, 其 中 Q 是 可 除 的 . 最 后 ， 对 


RM Homa(Rr, M) < Homz(Ra, M) < Homz(Rr,Q) 


应 用 (18.5) BPTJ. 口 

下 面 的 命题 是 (17.2) 的 部 分 对 偶 ， 它 是 (18.2), (18.6) 和 练习 (16.7) 的 一 个 直接 
结果 . 
18.7 命题 左 尽 - 模 已 是 内 射 的 当 且 仅 当 每 个 单 同 态 


0 一 RE— RM 


可 分 . 
由 (13.9) 我 们 有 (17.4) 的 对 偶 
18.8 推论 环 RR 是 半 单 的 当 且 仅 当 每 个 左 RR- 模 都 是 内 射 的 . 


A 射 @ 


从 (18.6) 已 经 知道 ， 每 个 R- 模 M ABET A BIAS R- 模 中 ， 这 将 产生 投 
射 盖 的 一 个 对 侦 概念 ， 即 在 一 个 内 射 模 中 M 的 “ 极 小 ”嵌入 ， 称 元 素 对 (B, i) 是 
M 的 内 射 包 , 如 果 E EKNE RB, 而且 


i 


0 ——- M—— 


是 本 质 单 同 态 ， 我 们 下 面 也 可 以 做 一 点 术语 的 改变 . 

由 于 @ - 作为 Z 模 是 可 除 的 ， 从 而 它 是 Z- 内 射 模 ， 显 然 包含 映射 i: Z 一 @ 
是 本 质 的 ， 从 而 (Q,i) 是 M 的 内 射 包 (也 可 见 练习 (18.2)). 

关于 内 射 包 ， 我 们 有 下 面 的 基本 引 理 ， 即 (17.17) 的 对 偶 . 

18.9 引 理 设 M BER-M, i: M 一 巨 是 M 的 内 射 包 如 果 RQ 是 内 射 
HM, Ha: M 一 @ 是 单 同 态 ， 则 Q 有 分 解 


Q=E'@E" 
使 得 
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(DE = F; 
(2) Im q< E'; 
(3) q: M > E' 是 M HAH. 
WA, WF f:M 一 M ER, i: Mi 一 Fi Ñ iz: M2 一 Bo 是 内 射 包 ， 则 存 
在 同 构 f: By 一 By 使 得 fir = inf. s 
Ene 
4 ig 
M,—L+ M a 
并 不 是 每 个 模 都 有 投射 盖 ( 见 练习 (17.14). 因此 下 面 这 个 十 分 重要 的 结果 是 值 
得 特别 关注 的 . 
18.10 定理 每 个 模 都 有 内 射 包 、 而 且 在 同 构 的 范围 内 它 是 唯一 的 . 
证 明 设 M RA R- 模 则 由 (18.6) 知 存在 内 射 模 RQ 使 得 M <Q 令 
A4={N < Q |M <N}, MWER A 是 归纳 的 .因此 由 极 大 值 原理 知 4 中 有 极 大 元 E. 
现在 选择 E' < Q 使 得 它 关 于 ENE = 0 是 极 大 的 ( 即 设 E 是 E BY Q 补 ), 因此 


(ES E')/E' 9Q/E' 


( 见 (5.21)). 事实 上 LSE =Q. 为 了 证 明 它 ， 设 9 : (Eg@E')/E' > E ERRE 
构 ， 则 运用 Q 的 内 射 性 ， 我 们 有 行 和 列 是 正 合 的 交换 图 表 : 
Q 


g h 
0 — (E@ E')/E’—3 + Q/E' 


| 


M <E = Im g = h((E ® E')/E') 3 h(Q/E'). 


由 (5.13) 知 h 是 单 的 ， 因 此 


所 以 由 (5.16) 得 M SA(QIE’), 这 样 由 吾 的 极 大 性 知 
h((E@E')/E')=h(Q/E'). 


由 于 丸 是 单 的 , 从 而 Q = E@EE'. 现 在 由 (18.2) 我 们 知 刀 是 内 射 的 , 因此 包含 M >E 
是 内 射 包 . 据 (18.9) 知 在 同 构 的 意义 下 它 是 唯一 的 . a 
18.11 推论 对 于 R- 单 同 态 i: M 一 ,下列 陈 述 等 价 : 
(a) f:M > E Æ M 的 内 射 包 ; 
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(b) E ERIR, MERTES R-RAS f: MQ, 其 中 @ 是 内 射 的 ， 存 
在 单 同 态 9 :已 一 @ 使 得 下 列 图 表 可 交换 : 


(0) ;是 本 质 单 同 态 , 而 且 对 于 每 个 本 质 单 同 态 f: M >N, FERAS g: N> 
已 使 得 下 列 图 表 可 交换 ， 


证 明 为 了 证 明 (a) 全 (b) 和 (a)>(c), 我 们 利用 内 射 性 可 得 到 g, 再 利用 (5.13) 
TA 9 是 单 同 态 ， 

另 一 方面 ， 假 设 (b) 成 立 ， 由 定理 (18.10) 知 ， 存 在 M 的 内 射 包 f : M 一 Q. 
条 件 (b) 给 出 了 单 同 态 9 :已 一 @ 使 得 了 = gi. th E EAR g 可 分 (18.7), Q = 
(Im 9) @ B'. 又 因为 了 是 本 质 单 同 态 ， 从 而 Imf IQ, Imf = Im gi < Img. 于 是 有 
E'=0, g 是 同 构 ， 因 此 i: M 一 已 也 是 本 质 的 . 

最 后 为 了 证 明 (c)=> (a), 我 们 利用 (18.10) 可 以 得 到 内 射 包 f : M — N, 再 应 用 
(c) 即 可 . 我 们 忽略 证 明 的 细节 . 口 

为 了 方便 ,我 们 改变 一 些 关 于 内 射 包 的 记 法 . 每 个 模 都 有 内 射 包 ， 但 并 不 是 每 
个 非 零 模 都 有 唯一 的 内 射 包 ， 如 果 ice M 一 RQ 是 M 的 内 射 包 ， 我 们 将 记 作 
Q = (RM), 或 简 记 为 8 = E(M), 并 且说 E(M) 是 M 的 “内 射 包 ”. 而 且 ， 我们 
通常 认为 M MEE EM) 中 的 象 是 一 致 的 ， 从 而 把 M 看 作 EM) HFH EM) 
是 M 的 本 质 内 射 扩 张 . 我 们 可 以 重新 闻 述 (18.11), 把 BE(M) 刻画 为 (在 同 构 的 范围 
内 ) M 的 唯一 极 小 内 射 扩 张 和 唯 一 极 大 本 质 扩张 ， 事 实 上 ， EM) 可 看 作 包 含 M 
的 每 个 内 射 模 的 直 和 项 (不 一 定 唯一 ， 见 练习 (18.6)) , 而 且 E(M) 包含 M 的 每 个 
本 质 扩张 的 同 构象 . 

下 面 我 们 有 内 射 包 的 比较 重要 的 性 质 ， 

18.12 命题 在 环 R EHZ R- 模范 畴 中 ， 

(1) M 是 内 射 的 当 且 仅 当 M = E(M); 

(2) W M <N, N E(M) = E(N); 

(3) 如 果 M <Q, 其 中 Q 是 内 射 的 , 则 Q = E(M) @ E'; 

(4) 如 果 aE (Ma) 是 内 射 的 (例如 ， 如 果 A 是 有 限 的 ), 则 有 


E(@aMq) = SAE(Ma). 
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证 明 (1) 可 由 内 射 包 的 定义 立即 得 出 . 对 于 (2), HF N SEN), 如果 MSN， 
W M 2 E(N), A E(N) 是 内 射 的 ， 因 此 包含 M 一 EIN) 是 M 的 内 射 包 ， 对 于 
(3), 对 包含 映射 f: M 一 Q 应 用 (18.11), 再 利用 (18.2) 即 可 . 最 后 ， 对 于 (4), 假设 
@aE(Ma) 是 内 射 的 . & 
f : DAMa > BAE(Ma) 
是 内 射 包 Ma > E(Ma) 的 直 和 . 由 于 f 是 单 的 (6.25), 从 而 只 需 证 明 / 是 本 质 的 . 这 
由 (6.17.2) 可 得 . 口 


内 射 模 的 直 和 


内 射 模 的 每 个 直 和 都 是 内 射 的 这 种 说 法 是 不 正确 的 实际 上 ， 恰 好 是 Noether 
环 上 内 射 模 的 每 个 直 和 都 是 内 射 的 ， 而 且 在 这 些 环 上 ， 内 射 包 和 直 和 可 交换 . 
18.13 推论 对 于 环 R, 下 列 陈 述 等 价 : 
(a) 内 射 左 R - 模 的 每 个 直 和 都 是 内 射 的 ; 
(b) 如 果 (Ma)aea EE R - 模 的 指标 集 ， 则 
E(®aMa) = ®aE(Ma); 


(c) 下 是 左 Noether 环 . 
证 明 (a)e(b). (a)=(b) 可 由 (18.12.4) 得 , (b) > (a) 可 由 (18.12.1) 得 . 
(a)=>(c). {BEBE (a) 成 立 ， 并 且 


h<h<: 


是 及 中 左 理想 的 逢 链 . 设 了 二 Jk. UR ae 1, FPR i eN, 有 
ae N. 因此 存在 由 

mf(a)=a+h, (ael) 
定义 的 

fi: 1+ @2, E(R/K). 
由 (18.3) 知 存在 ze OF E(R/1), 使 得 对 于 一 切 cl, 有 人 ax. 现在 选择 n 
使 得 rn+k(z) = 0,k =0,1,---. 因此 

T/Intk = mn+k(f(D) = tte (Iz) = TrnHk(z)=0 
或 者 等 价 地 有 ， In = Inte (k= 0,1,2,---). 
(c)=(a). WR RÆ Noether 的 ,IT< RR, 且 f:T 一 @AEa, 则 由 于 了 I 是 有 


限 生成 的 ， 从 而 对 于 某 个 有 限 子 集 已 C 4, Imf 含 于 OrEa 中 . 现在 运用 (18. We 
(18.3) 即 可 . 
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上 生成 子 


称 RM 中 模 C 是 上 生成 子 ( 见 88), MR C 上 生成 每 个 左 R- 即 ， 如 果 每 
个 左 RR- 模 都 可 以 苦 入 到 若干 个 C 的 积 中 


0 一 M 一 CO 


(BN Rejm(C) = 0). 应 用 函 子 五 oma(-,C) 语言 ， 我 们 有 

18.14 命题 对 于 左 已 - 模 C, 下 列 条 件 等 价 ; 

(a) C 是 上 生成 子 ; 

(b) 对 于 RM 中 的 每 个 同 态 f, 如果 Hom(f,C) =0, 则 了 = 0; 

(c) 对 于 RM 中 的 每 个 同 态 f: RM > RN, WR f* : Homa(N,C) > 
Home(M,C) 是 满 同 态 ， 则 f 是 单 同 态 ; 

(a) 如 果 序 列 


Homp(M",C) —2 Homa(M,C) — > Homp(M',C) 
是 正 合 的 ， 则 RM 中 的 序列 
mL. mL. yn 


是 正 合 的 . 
证 明 (a)&(b). 这 可 由 (8.11.2) 得 . 
(a)>(d). 设 C 是 上 生成 子 . 假设 7: M' 一 M 和 9g:M M” 使 得 


Homa(M"”,C) —9 Homa(M,C) f+ Homr(M',0) 


正 合 ， 则 由 于 Homa(gf,C) = Homa(f,C)Homa(g,C) = 0, 从 而 我 人 有 Im f < 
Ker g. & n: M > M/Imf 是 自然 满 同 态 ， 则 对 于 每 个 h: M/Imf 一 C, 有 


[f * (hn)|(M’) = h(n(Imf)) = 0; 


因此 hn € Kerf* = Img*, 于 是 知 存在 某 个 a € Homg(M", C) 使 得 hn = ag. 现在 
我 们 有 
h(Kerg/Imf) = hn(Kerg) = ag(Kerg) = 0. 


从 而 Kerg/Imf < Rejmjims(C) = 0, 因此 
mb. m— m" 
是 正 合 的 . 
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(d)=>(c) 是 显然 的 . 

(c)=>(a). 易 证 如 果 n:M 一 M/Reju(C) 是 自然 映射 , W n* : Home(M/Rejm 
(C),C) 一 Homa(M,C) 是 同 构 . 从 而 由 (c) 得 一 定 是 单 同 态 , BP Rejm(C) = 0 口 

我 们 有 (17.9) 的 对 偶 : 

18.15 命题 RE RAHA R- 模 ， 则 下 列 陈述 等 价 ; 

(a) E 是 上 生成 子 ; 

(b) 对 于 一 切 单 左 R -H T, Homa(T, E) # 0; 

(c) 上 生成 每 个 单 左 R- 模 . 

证 明 (a)>(c) 和 (c)>(b) 是 显然 的 ， 对 于 (b)=>(a), 假设 E EWE (b). 设 M 
是 左 尺 - 模 ,0 关 ze M. 由 于 Rz 是 循环 的 ,从 而 它 包 含 极 大 子 模 ， 因 此 由 (b) 知 存 
ERAS h: Re E. AF EERS, AT h ANKARE h: M 一 已 使 得 
h(x) = h(x) + 0. 因此 Rejm(E) = 0. o 

现在 我 们 知道 在 范畴 RM 中 存在 上 生成 子 . 事实 上 ,nM 包含 上 生成 子 Co, Co 
可 以 嵌入 到 aM 的 每 个 上 生成 子 中 ， 我 们 称 它 为 极 小 生 上 成 子 . 

18.16 推论 设 . 匈 表示 由 RM 中 的 单 模 的 表示 构成 的 无 元 余 集 ， 则 


Co = @renE(T) 


是 RM 中 的 上 生成 子 . 而 且 ， 对 于 左 R- HEC, 下 列 等 价 : 

(a) C 是 上 生成 子 ; 

(b) 对 于 每 个 单 左 R- T, ET) 同 构 于 C 的 直 和 项 ， 

(c) Co 同 构 于 C 的 子 模 . 

证 明 由 (18.15) 可 得 内 射 模 Trey, ET) 是 上 生成 子 ， IIrew ET) 显然 由 
Oren ET) 上 生成 的 ， 从而， 由 (8.6.2) 得 Co 是 上 生成 子 和 (c)>(a). 为 了 证 明 
(a)=> (b), 我 们 观察 到 如 果 T ERN, ET 不 包含 在 f: ET) 一 C 的 核 中 ， 则 
Kerf OT =0. HF TSE), 从 而 了 是 单 同 态 . 为 了 证 明 (b) 僵 (c), 我 们 观察 C 的 
单子 模 , 它 构成 的 无 元 余 集 Ay 一 定 是 无 关 的 ,因此 由 (6.17.1) 得 , 它们 的 本 质 扩张 
构成 的 集合 {E(T)|T e A} 在 C 内 也 是 无 关 的 . 口 

18.17 推论 Æ R- M 是 有 限 上 生成 的 当 且 仅 当 对 于 左 RR- 模 (Uo)aea 的 
每 个 指标 集 和 每 个 单 同 态 

0>M—][U., 
A 


存在 单 同 态 
0 一 M 一 Tv: 
F 


EP FCA 为 某 个 有 限 集 . 
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证 明 ”我 们 只 需 证 明 充 分 性 ( 见 (10.2)). 由 (18.16) 得 M 是 由 单 模 
的 内 射 包 有 限 上 生成 的 ， 从 而 由 题 设 得 存在 单 模 Ti,…,7。 构成 的 有 限 集 使 得 
M 同 构 于 Eh) @ … e ETa) = EN e- © Ta) 的 子 模 . 由 (10.7) 得 此 
模 ( 它 的 基 座 是 T @ … OT.) 是 有 限 上 生成 的 ， 因 此 M 是 有 限 上 生成 的 . 
a 


18.18 命题 模 M 是 有 限 上 生成 的 当 且 仅 当 E(M) © ET) S- 8 ETa), 其 
FET +++ Tn 是 单 模 的 某 个 有 限 集 . 

证 明 BR EM) G- S ET) = ET 9- © Th) 有 有 限 生 成 的 本 质 基 座 . 
从 而 它 的 每 个 子 模 都 是 有 限 上 生成 的 ， 反 之 ， 如 果 Soc M =T 9:8 Tr IM, W 
E(M) S E(T:)®---®E(Tn). [m] 

最 后 , 我 们 知道 内 射 上 生成 子 在 内 射 模 的 类 中 的 重要 地 位 类 似 于 投射 生成 子 在 
投射 模 中 的 重要 地 位 ,内 射 上 生成 子 的 类 关于 直 积 是 封闭 的 ， 并 且 模 是 内 射 的 当 且 
仅 当 它 是 内 射 上 生成 子 的 直 和 项 、 然 而， 存在 一 个 明显 的 不 同 . 每 个 环 忆 都 有 唯一 
的 (在 同 构 的 范围 内 ) 极 小 内 射 上 生成 子 ， 即 (Co), 但 一 般 地 ， 环 不 一 定 有 极 小 投 
射 生成 子 ( 见 练习 (17.10)). 

18.19 推论 设 .% 表示 RM 中 单 模 表示 构成 的 无 元 余 集 ， 则 


Q = E(@rexT) 


是 kM 中 的 内 射 上 生成 子 ， 而 且 ， 
(1) Q = B(Co). 
(2) 如 果 Q 是 eM 中 的 内 射 上 生成 子 ， 则 存在 (可 分 ) 单 同 态 > Q. 
证 明 WAR Co SQ, 因此 (1) 成 立 ,Q 是 内 射 上 生成 子 .最 后 由 (18.16) 可 得 (2) O 


内 射 模 的 自 同 态 环 


我 们 用 (17.11) 和 (17.12) 的 对 偶 来 结束 本 节 . 
18.20 命题 i EASA R-M, HEBY S= End(rE). 设 ae s, Wl 
ac J(S) 当 且 仅 当 Kerade. 
证 明 如 果 Ker a E, 则 只 需 证 明 a5S < Ss( 见 (15.3)). 余下 的 证 明 是 (17.11) 
的 对 偶 , 我 们 省 略 它 . 口 
18.21 推论 Ü E EKHE R - 模 使 得 Soc ESE (例如 ， 如果 RE 是 有 限 上 
生成 的 ). 设 S = End(nE), 则 


J(S) = rs(Soc E), S/J(S) End(rSoc E). 


证 明 这 是 (17.12) 的 证 明 的 对 偶 . 口 
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练习 18 


1. 称 环 RÆ EB 一 内 射 的 , 如 果 RR(Rr) 是 内 射 的 . 证 明 : 如果 RE PID, AI 40 
是 已 的 理想 则 R/T 是 自 - 内 射 的 . 

2， 设 只 是 交换 整 域 . 证明， 
(1) 如 果 Q Æ R HHR, W RQ = E(eR). 提示 : MR RT < RR, f: rT 一 RQ, W F: 
E gai Y qif(ai) EXT QA] 
(2) 如 果 RE 是 内 射 的 ， 则 已 是 可 除 的 ， ( 见 练习 (3.15)). 
(3) MR R Æ PID., W RE 是 内 射 的 当 且 仅 当 RE 是 可 除 的 . 

3， 设 DD 是 除 环 ， Q@ = Mn(D), R 是 上 三 角 和 矩阵 子 环 . 证 明 :Rn Q@ 是 RR MAN. HER: 
设 S 除了 第 一 行 其 余 都 为 0, 则 S 是 RR 的 理想 ， 由 Sq = 0 可 推出 g =0, SQ < R. 特别 
Mh, RRS RQ. KIER WARM 6:15 QU R-S. MRD gai = 0,as € 1, 
则 对 于 每 个 se 5，s qola) = 0. 因此 存在 Q - FIZ ô: QI > Q 使 得 (5 |) = 由 由 
(18.8) 得 qQ 是 内 射 的 ， 因 此 6 可 扩张 到 QQ 的 自 同 态 .] 

4， 设 Mp 是 除 环 D 上 的 非 零 的 向 量 空间 ， R= End(Mp). 证 明 ， 
(1) Soc RR = {f € R | rankf < 00} = Soc Rr, (Soc RR)? = Soc RR. (提示 : 练习 (14.13) 
和 (17.4):] 
(2) 如 果 @ : Soc(RR) > Rr 是 右 R- 同 态 ， 则 存在 9 的 唯一 扩张 8 : RR 一 RR .所 
FR 设 (wa)aca 是 Mp HIE, ea €R H ea(zp) = 5apza HEX, WWD HH 


BAE) = D lelea) eaf (2))] 
A 


定义 .] 
(3) 如 果 工 是 R 的 右 理想 ， 则 Soc(RR) < T@ 了 ,其 中 了 为 RR 的 菜 个 右 理想 ， | 提示 见 
(5.21).] 
(4) 环 尽 是 右 自 一 内 射 . 
(5) 如 果 Mp 是 无 限 维 的 ， 则 已 不 是 左 自 一 内 射 的 ， 事 实 上 , R 有 本 原 宪 等 元 e 使 得 Re 不 
是 内 射 的 。 [提示 : 存在 R - BE ó: Soc (RR) 一 RR 使 得 对 于 每 个 a € A, 有 $(Rea) = 
Re) 

5， 设 M 是 非 零 模 ， 证 明 ， E(M'®) = E(M)4 当 上 且 仅 当 4 是 有 限 的 . 

6. BE ARAM Za - W Za 四 Za ( 见 练习 (18.1)), M = {(0,0), (2,2)} < E. 证 明 ， 
(1) M 不 是 内 射 的 . 
(2) M 是 E 的 内 射 子 模 的 交 . 
(3) E 包含 多 于 一 个 的 E(M) 的 同 构象. 

7. 如果 M 是 左 R- BL, WEBAK E P (I (18.6)). 在 通常 的 意义 下 ， 形 成 内 射 包 不 
是 “封闭 ”运算 , 这 E(M) 不 一 定 是 E 中 包含 M 的 内 射 子 模 的 交 ( 见 练习 (18.6)). 
证 明 
(D 如 果 已 是 内 射 的 ， 则 E 的 每 个 子 模 在 E 中 都 有 唯一 的 内 射 包 当 且 仅 当 巨 的 每 对 内 射 
子 模 的 交 都 是 内 射 的 . 
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(2) WR H,K 和 HNK 是 模 M MASP, U H +K 亦 然 . 
(3) (2) 的 逆 命 题 是 不 正确 的 ， 存 在 Z- 模 的 内 射 子 模 O00, 它 的 和 是 内 射 的 ， 它 的 交 不 是 
内 射 的 . 


设 已 和 已 是 左 忌 - 模 . 假设 忆 有 是 巨 -投射 的 ,EE 是 PP- 内 射 的 . 证 明 PP 的 每 个 子 模 都 
F E- 投射 的 当 且 仅 当 EE 的 每 个 商 模 都 是 P - 内 射 的 。 提示 考虑 


0—L 


P 


0 


E/K -—E ] 

设 0 一 天 一 已 一 M 一 0 和 0 一 天 一 已 一 M 一 0 是 正 合 的 其 中 已 和 P 都 是 投射 
的 ， 证 明 : 

(1) Schanuel 引 理 =P @ K’= P'@K. 

[提示 ， 考虑 


0 > K 


-0 


k 
Soe Bs aoe 


o 
t 
x = 
t 

a 


”0 


+ 

oro +— ha so 
h, 
t 


HP Q = {(p,p') € P x P' | g(p) = g'(p')}] 
(2) #0 = K — E = M => 0 A 0 > K — E' — M' 一 0 是 正 合 的 IH EA E 都 是 
内 射 的 . 证明， 

E@M'=E'@M. 
称 环 RR 是 ( 左 ) 遗 传 的 , 如 果 它 的 每 个 左 理 想 都 是 投射 的 . 例如 , 每 个 P.D. 都 是 左 遗 传 的 . 
证 明 ， 
(1) 对 于 环 R, 下 列 等 价 。 (a) R 是 左 遗 传 的 ， (b) 内 射 左 R - 模 的 每 个 商 模 都 是 内 射 的 ， 
(c) 投射 左 R - 模 的 每 个 子 模 都 是 投射 的 . [提示 : 见 练习 (18.8).] 
(2) 设 RZ Artin F, J = J(R)，e1,…,en 是 两 两 正 交 的 本 原 竺 等 元 完全 集 ( 见 练习 
(17.20). 证 明 : 下 列 等 价 ，(a)R 是 左 遗 传 的 ，(b) 每 个 极 大 左 理想 都 是 投射 的 ，(c) Je; 是 
投射 的 (i = 1,…,n);(d) RJ ARH. HER: (c)>(a). ReR=I>h>-->h=0 
是 合成 列 . 考虑 正 合 列 0 Irti 一 天 一 下 /有 一 0 和 0 一 Je 一 Re 一 天 /Ts > 0. 
然后 利用 Schanuel 引 理 (练习 (18.9)) 和 归纳 法 . ] 
(3) RK EH nxn 上 三 角 矩 阵 环 RR 既是 左 遗 传 的 又 是 右 遗 传 的 . 
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1l. 


12. 


设 尺 是 交换 整 域 ， 商 域 为 Q. 对 于 每 个 理想 了 < R, EXI = {q € Qlql C R}. HI BT 
逆 的 , 如 果 IO = R ( 邑 如 果 存 在 qh,… ,qn © IT? 和 a1,…,an E 了 使 得 gial 十 … 十 qnan 
= 1). 我 们 说 R 是 Dedekind 整 域 , 如 果 R 的 每 个 非 零 理想 都 是 可 逆 的 .证 明 : 

(1) 对 于 每 个 非 党 理想 了 乘法 和 :gq Ala) 定义 了 同 构 A: 17? 一 Homa(I, R). 

(2) 的 非 零 理想 了 是 可 逆 的 当 且 仅 当 它 是 (有 限 生成 的 ) 投射 模 ， 提示 ， 利 用 (1) 和 对 侦 
基 引 理 (练习 (17.11))-] 

(3) 下 列 等 价 ， (a) RR 是 Dedekind #3; (b) R 是 遗传 的 ， (c) 每 个 可 除 的 R - 模 都 是 内 
射 的 . 

(4) 每 个 Dedekind 整 环 都 是 Noether 的 . 

证 明 ， 环 尺 是 左 遗 传 的 (而且 是 Noether 的 ) 当 且 仅 当 左 R- 模 中 的 每 对 内 射 子 模 ( 集 ) 的 
和 都 是 内 射 的 ， 因 此 ， 遗 传 Noether 环 上 的 每 个 模 都 包含 (作为 真 和 项 ) 唯 -的 极 大 内 射 子 
模 [提示 ， 对 于 充分 性 ， 在 练习 (5.10) 中 , B E= Mi = M2] 

WOR FE PID., HICK a,b © R 是 等 价 的 , 如 果 存在 串 逆 元 素 ve RR a = ub. R 中 的 
素 元 是 那些 整除 等 价 于 自身 且 可 逆 的 元 素 的 不 可 逆 元 素 . 设 P= {z | cre AAW R PK 
元 的 每 个 等 价 类 }. WA: 如 果 Q Æ R WAR, W Q/R = Op Rpw (其 中 Rpw = {(a/p")-+ 
R | a € Ryne Z}) 是 RM 中 的 极 小 上 生成 子 . 特别 地 ,Q/Z = BeZrm 是 zM 中 的 极 小 
FERF. 


- R= LTM,(K), K keh, = Mn(K), J = J(R). WE: E/J 是 极 小 左 R- 上 生成 子 . 


设 已 和 Q 是 内 射 模 . 证 明 ， WRR f: E> QA q: Q E, W ES Q. | 提示 ， 
WR B= Q0Q',H = EEren SQ), W H SHER] 


. 设 RR 是 环 ， 使 得 对 于 每 个 三 元 组 RE, RU, RV, 如 果 E 是 内 射 的 ， 并 且 U 上 生成 则 


Tre(V) < Tre(U). 证 明 ，R/J(R) 是 半 单 的 ， 一 般 地 , 没有 有 限 性 要 求 时 ， 练 习 (16.5.1) 
的 结论 是 不 正确 的 . 

设 U 和 M 是 左 R- 模 . 证 明 ，U 是 M - 内 射 模 当 且 仅 当 对 于 每 个 7 : M 一 E(U), 
Aimy < U. 特别 地 ,U 是 氢 内 射 的 当 二 仅 当 它 关于 End(rE(U)) 封闭 ， 提示， 练习 
(16.13).] 

设 U 是 拟 内 射 模 . WEAN IR E(U) = E1@E2, 则 U = Ui@U2, 其 中 E: = E(U;) (i= 1,2).U 
是 不 可 分 解 的 当 且 仅 当 E(U) 是 不 可 分 解 的 . 

BU, 和 Uz 是 拟 内 射 模 使 得 (Ui ) = E(U2). HERA: Ui OU: 是 拟 内 射 的 当 且 仪 当 U1 & U2. 
求证 ， 有限 Abel 群 是 拟 内 射 的 当 且 仅 当 它 是 拟 投射 的 . [提示 : 练习 (17.19) 和 (18.19).] 


证 明 ， 左 Artin 环 上 的 每 个 拟 内 射 左 R- 模 模 它 的 零 化 子 之 商 模 是 内 射 的 ， 
， 证明， 对 于 左 R- 模 U, 下 列 条 件 等 价 。 (a) 对 于 每 个 集合 4A,U4 是 拟 内 射 的 ， (b) U 模 


它 的 零 化 子 之 商 模 是 内 射 的 ， (c) U =re@(la(U)). 


。 称 模 是 上 半 单 的 ， 如 果 它 的 每 个 子 模 都 是 极 大 子 模 的 交 . 称 环 是 左上 半 单 的 ， 如 果 它 有 半 单 


左上 生成 子 ( 见 练习 (9.14) 和 (13.10)). 证 明 : 

(1) 对 于 左 已 - BEM, 下 列 等 价 。 (a) M 是 上 半 单 的 ; (b)M 的 每 个 有 限 上 生成 的 商 模 都 
是 半 单 的 ， (c) 每 个 单 左 R - 模 都 是 M - 内 射 模 . 

(2) 上 半 单 模 的 子 模 ， 商 模 和 直 和 都 是 上 半 单 的 . 


§ 18. RY BEAL LERF - 209 - 


24. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


(3) 对 于 环 R, 下列 等 价 。 (a) RR 上 半 单 的 ， (b) RR 是 左上 半 单 的 (c) 每 个 左 R - 模 都 
是 上 半 单 的 ， (d) 每 个 单 左 已 - 模 都 是 内 射 的 ， (e) 每 个 短 正 合 列 0 一 RK 一 RM 一 
RN 一 0 都 可 分 ， 其 中 K 是 有 限 上 生成 的 〈(a)e*(d) 是 Villamayor 的 对 侦 )- 

(4) 如 果 RR 是 上 半 单 的 ， 则 对 于 左 理想 RAP = 工 (提示 ， 只 需 证 明 对 于 每 个 re 
Rw € (Re)? WẸ z ¢ (Rr), 则 对 于 已 的 某 个 极 大 左 理想 M, 有 zg M, (Rr)? < MO 
(1). 从 而 R= Rz + M.] 

(5) 对 于 交换 环 R, 下 列 等 价 ，(a) R 是 上 半 单 的 ，(b) 对 于 REBAR I, A I? = I; (c) 
Rfé Von Neumann EWS (这 是 Kaplansky 的 对 偶 )， [EA (c) > (a) BI < R,z ¢ I. 
由 (c) 得 对 于 某 个 ye R, Ae = yx? RM 关于 T< M 和 zgM 是 极 大 的 , 则 MER 
的 极 大 理想 ， 因 此 RR 是 上 半 单 的 ， 见 练习 (15.13),] 

(6) 如 果 R 是 无 限 维 向 量 空间 Mo 的 自 同 态 环 , 则 RxR” 是 von Neumann 正则 的 ， 但 
它 既 不 是 左上 半 单 的 也 不 是 右上 半 单 的 ， 提示: 练习 (18.4).] (注意 ， Cozzens [70] 表明 上 
半 单 环 不 一 定 是 von Neumann 正则 的 ). 

称 环 是 左上 Artin( 上 Noether) 环 , 如 果 每 个 有 限 上 生成 左 模 的 每 个 子 模 ( 商 模 ) 都 是 有 限 
生成 的 (有限 上 生成 的 ). 

(1) 证 明 : RR 是 左上 Artin( 上 Noether) 环 当 且 仅 当 对 于 每 个 单 左 忆 - 模 TB(T) 是 Noether 
的 (Artin 的 ). 

(2) Z 是 上 Noether 的 ， 但 不 是 上 Artin 的 . 


e 模 是 忠实 的 当 且 仅 当 它 上 生成 每 个 投射 模 ( 见 练习 (17.6)). 称 模 是 上 忠实 的 , 如 果 它 生成 每 


个 内 射 横 ， 证明 : 

(1) M 是 忠实 的 当 且 仅 当 M 有 限 上 生成 正则 模 aR. BER: 对 于 (=>) 考虑 1 e Trg(R)M1] 
(2) 每 个 忠实 左 R- 模 是 上 忠实 的 当 且 仅 当 RR 是 有 限 上 生成 的 . 

(3) 证 明 ， 每 个 上 忠实 的 拟 内 射 模 都 是 内 射 的 . 

模 是 忠实 的 当 且 仅 当 它 上 生成 一 个 生成 子 ( 见 练习 (8.3)). 称 模 是 ”忠实 的 , 如 果 它 生成 一 
个 上 生成 子 . WEN: 

(1) oM 是 ”忠实 的 当 且 仅 当 M 生成 RM 中 的 极 小 上 生成 子 . 

(2) 上 忠实 的 一 ”忠实 的 => 忠实 的 . 

(3) 如 果 R E Artin 的 ， 则 (2) 中 的 3 个 都 等 价 . 

(1) 定理 MR RE 是 非 零 内 射 的 ,5S = End(RE), W S/J(S)AJGvon Neumann 正则 的 . 
HER: 练习 (15.13). MR a € S, W E= E(Ker a) @ E' = E" @ Ea,(alB'’):E' > E'a 
是 同 构 . 设 z = 0 @ (aE), 求证 Ker(ara — a) < E.) 

(2) 推论 ”如果 及 是 左 或 右 自 内 射 的 ， 则 RR/J(R) 是 von Neumann 正则 的 . 

设 RU 是 拟 内 射 的 . 证 明 : End(rU) 同 构 于 End(RE(U)) 的 商 环 , End(RU)/J(End(rU)) 
是 von Neumann 正则 的 . 

称 布尔 环 及 是 完全 的 , 如 果 对 于 每 个 A C R, 存在 元 素 u € RE (A) = U(u). 证 明 : 

(1) 布尔 环 R 是 完全 的 当 且 仅 当 REA AES. 

(2) 证 明 ， 从 Q 到 Zo 的 一 切 连 续 瑞 数 环 是 von Neumann 正则 的 但 不 是 自 内 射 的 . 

设 RR 是 本 原 环 ，Soc R A 0( 见 练习 (17.5)), 则 存在 寡 等 元 ee RR 使 得 Re 和 eR 是 忠实 
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的 ， 单 的 . 令 
B = BiEnd(Re) = End(Reere), 
R = A(R) 等 同 于 B 的 稠密 子 环 .对 于 每 个 左 ( 右 )eRe - 模 U, 设 U* 是 右 ( 左 )eRe - 模 
Homere(U, eRe). WE: 
(1) eB = Re*. 
(2) 作为 右 R-B,eRIeB. {提示 考虑 Be = Re.) 
(3) MUR Re 和 eR 是 R- 内 射 的 ， 则 eRe - RZ) Re 是 自 反 的 ， 即 赋值 映射 o: Re 一 
((Re)*)* 定义 为 
[cz)l() = 7(7), 

则 o JER. MER: 设 B' = BiEnd(eRp). W ((Re)*)" = (eB) = (eR)* = B'e = Re] 
(4) 无 限 维 向 量 空间 不 是 自 反 的 ， | 提示 : BL Mp 有 基 (za)aea. 定义 jp(za) = bag € D. wW 
FRA 是 无 限 的 , 存在 0 关 g : M ”一 呈 使 得 对 于 一 切 ae A, g( fa) = 0. 则 对 于 ve Mig # 
o(v),] 
(5) 定理 如果 RR 是 单 的 ， 忠 实 的 ， 内 射 的 ， 投 射 的 左 和 右 模 ， 则 RR 是 单 Artin 环 . 
(6) 利用 (5) WEA: WR Mp 是 无 限 维 向 最 空间 , 则 End(Mp) 既 不 是 左 自 内 射 的 也 不 是 右 
自 内 射 的 (也 可 见 练习 (18.4.5). 

31. 设 REZ Artin Sf. 证 明 ， 
(1) WR Soc RM = OaTo, 其 中 每 个 Ta 都 是 单 的 ， 则 E(M) X Oa (Ta). 
(2) 每 个 内 射 左 R - 模 都 有 可 补 直 和 项 的 直 和 分 解 ( 它 的 项 是 单 模 的 内 射 包 ). 
(3) 单 左 R - 模 的 同 构 类 的 个 数 ， 不 可 分 解 投射 左 R - 模 的 同 构 类 的 个 数 以 及 不 可 分 解 内 射 
É R - 模 的 同 构 类 的 个 数 都 相等 (并 且 是 有 限 的 )( 见 练习 (17.20)). 

32. GEAR: Æ Artin 环 上 的 每 个 左上 生成 子 都 是 平衡 的 。 (提示: 设 RB 是 内 射 上 生成 子 . 对 已 
(zh En) < E™ 应 用 (14.2) 和 练习 (8.5), 我 们 可 得 RR 在 已 上 的 作用 是 稠密 的 ， 再 应 
用 练习 (16.19) 可 得 E 是 平衡 的 ， 最 后 应 用 (14.1) 即 可 .] 


8 19. 张 量 函 子 和 平坦 模 


除了 Hom RF, 还 存在 加 法 函 子 的 另外 一 个 重要 的 类 ， 这 就 是 从 多 重 线性 代 
ROHR PEN GK” PR. 在 某 种 意义 下 张 甚 函 子 有 助 于 使 多 重 线性 函 子 
线性 化 . 


模 的 张 量 积 
给 出 了 环 R ERAR MR 和 左 模 RN 以 及 Abel HE A, 称 函数 
B:MxN>A 


是 RPE, 如 果 对 于 一 切 m, mi € M,n,niEN 和 re R, 4# 
(1) Blmi + m,n) = Blmi,n) + 8(m2,n); 
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(2) B(m, nı +n2) = B(m, nı) + B(m, n2); 

(3) B(mr,n) = B(m, rn). 

上 述 映射 最 熟悉 的 例子 是 初等 线性 代数 的 内 积 和 环 乘法 Rx R> R. 

我 们 不 研究 上 述 例 子 的 R- 平衡 映射 . 这 是 因为 存在 一 个 自然 的 方法 ， 它 通过 
利用 张 基 积 的 概念 ， 使 得 每 个 R- 平衡 映射 都 可 得 到 一 个 线性 映射 . 设 MR 和 RN 
是 模 由 Abel TA R- PRH r: M x N 一 工 组 成 的 元 素 对 (T,r) 是 Mr 和 
RN 的 张 量 积 , 如 果 对 于 每 个 Abel 群 4 和 每 个 R PERA p: M x N 一 A, 存在 
唯一 的 也 - 同 态 f :7T > A 使 得 图 表 


MxN 
a, 


可 交换 ,如 果 (T, 7) 是 Mr 和 RN 的 张 量 积 ， 则 显然 对 于 每 个 同 态 1:T 一 A, fo7 
是 R- 平衡 的 ， 从 而 (T,r) 是 MR 和 RN 的 张 基 积 当量 仅 当 对 于 每 个 Abel 群 A, 


fofor 


定义 了 Homz(T,4) 和 B={616:M xN 一 A 是 玉 平 衡 的 } 之 间 的 忠实 对 应 . 
我 们 第 一 任务 是 表明 张 基 积 不 仅 存在 ， 而 且 本 质 上 是 唯一 的 唯一 性 是 易 证 的 . 

19.1 命题 WR (T,7) 和 (7T',7) 是 (Mr, RN) 的 两 个 张 基 积 ， 则 存在 马 - 同 
H fiT > T 使 得 7 = fr. 


证 明 由 题 设 可 推出 存在 同 态 f 和 g 使 得 


MxN， EN 
Ge ge 


T 
可 交换 ， 从 而 由 图 表 的 交换 性 - 


Mx WN MxN 
LN ON 


T 
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可 推出 gf = lz 类似 地 ,有 fg = lov, 因此 f 为 同 构 . a 
下 面 我 们 构造 环 R E (Mr, RN) 的 张 量 积 . iF =Z 是 M xN 上 的 自 
由 群 , 则 F AHHH (za)aexwxw-. 为 了 记 法 的 方便 ,我 们 仅 用 (m,n) 来 表示 ztmm 
从 而 ， 
F=@mxnZ(m,n). 
现在 设 K 是 由 形 如 
(mı + ma,n) 一 (m,n) — (ma,n), 
(m,n + m2) ~ (m, nı) — (m, n2), 
(mr,n) — (m,rn) 
的 一 切 元 素 生成 的 FHT, $T = F/K. 由 
Tmn)= (m,n) + K 
定义 r: MxN OT. 
19.2 命题 如 果 了 和 的 定义 如 上 ， 则 (7,7) JÈ RE (Mr, RN) 的 张 量 积 . 
证 明 假设 8: MxN AJER- PHRA. 由 于 下 在 MxN 上 是 自由 的 ， 
从 而 存在 2 - FLAS h: F > A 使 得 


/MxN. 
mee. 


F A 
可 交换 . 由 于 6 是 已 -平衡 的 ,从 而 K < Ker h. 因此 存在 孔 - 同 态 了 :人 一 4 使 得 
MxN 
Mees: 
pE | 
可 交换 . 最 后 , 由 于 r(Mx N) 显然 生成 了 , 从 而 f 由 图 表 唯 一 确定 . 口 


给 了 (Mr, RN), 设 (T,7) 是 由 上 面 方法 构造 的 张 量 积 ， 由 命题 19.1 知 它 在 同 
构 的 范围 内 是 唯一 的 ， 我 们 记 作 


T=M ®aN, 


并 且 对 于 每 个 (m,n)e M x N, 有 


Tm,n)=m@n. 
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我 们 倾向 于 对 术语 的 使 用 略 作 宽容 ， 而 称 M Sr N 为 M AN 的 张 量 积 是 不 
够 准确 的 我 们 看 到 ， 记 法 men 是 模糊 的 ， 即 如 果 m e M’ < M,ne N' <N, ii 
mEn 在 M'@aRN' 中 的 意思 和 在 M Ər N 的 意思 是 十 分 不 同 的 . 然而 ,通常 地 上 
下 文 将 消除 这 种 歧义 性 ， 现 在 结合 (19.1) 和 (19.2) 我 们 有 M Oe N 是 包含 生成 集 
{m@n|meM,neN} 的 唯一 (在 同 构 的 范围 内 ) Abel 群 ， 它 满足 

19.3 命题 对 于 每 个 R -平衡 映射 6: M xN 一 4, 存在 唯一 的 Abel 群 同 态 


f:M@aN—+A 


,使 得 对 于 一 切 m e Mine N, 有 
f(m@n) = B(m,n). 和 口 
我 们 立即 有 M rN 的 下 列 算术 性 质 ， 
19.4 命题 M SRN 的 每 个 元 素 都 可 表示 为 有 限 和 


Liman) (meM, neN), 


而 且 ， 对 于 一 切 m, m; € M, n,nmneN 和 rEeRR. 

(1) (mı + mz) @n = (mı @n) + (m2 8n), 

(2) m@ (nı + na) = (m8 nı) + (m Q n2), 

(3) mr@n = m@rn. 口 

虽然 

T(M x N)={m@n|me M,ne N} 

ER M 8r N, 但 -- 般 地 ,r(M x N) # M rN. ME , M Sr N 的 元 素 的 表示 作为 
有 限 和 》 (my @ ni) 不 一 定 是 唯一 的 . 


一 般 地 ，Abel 群 M@RN 不 是 R- 模 . 然而 ，M 或 N 上 的 双 模 结构 诱导 了 
M @R N 上 的 模 结构 ， 例 如 ， 假 设 我 们 有 (sMr, RN), 则 对 于 每 个 se 5, 由 


os(m,n) = (sm) @n 
定义 的 映射 os: M x N 一 Me@RN 是 已 -平衡 的 因此 存在 唯一 的 忆 - 同 态 


z(s) :MBRN 一 MonpN 


使 得 


M oa N 一 MORN 
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可 交换 ， 易 证 " : si v(s) 定义 了 恒 等 环 同 态 S 一 End'(M 8r N), AT M 8r N 
是 左 5 - 模 ， 其 中 
s(m @n) = (sm) @n. 
WRN = Nr 是 双 模 ， 则 类 似 的 论证 表明 M ga N 是 右 工 - 模 . 事实 上 ， 现 在 易 
证 
19.5 命题 如 果 sMr 和 RNz 是 双 模 , W MB@anN 是 左 3- 右 工 - 双 模 , 其 中 
s(m@n) =(sm)@n, (mM@n)t = me (nt). 口 


由 于 RRR 是 双 模 , 从 而 由 (19.5) 得 M 8r RH R-M,RORN EE R- 模 . 
19.6 命题 对 于 每 个 右 模 Mr, 存在 R FH 1: M@RR- M 使 得 
nm@r)=mr, Tm)=m®1, 
且 对 于 每 个 左 模 RN, 存在 R - W u: RORN > N 使 得 
prg@n)=rn，HpI(m=1@m. 
而 且 ， 如 果 sMRP(RNs) 是 双 模 ， 则 n(u) 是 双 模 同 构 . 
证 明 我 们 只 证 明 第 一 个 论断 . 由 于 (mr) 一 mr ENT R- 平衡 映射 Mx R > 
M, 从 而 存在 7: M 8rR 一 M 使 得 (mg@r) = mr. B n Æ R- 同 态 . 由 (19.4) 


知 : M > M®RR, n(m) = me@1 也 是 R- AS. BR non =1m. 由 于 
M 8r R={m91 |m E M}, AMERA 


n'on = lM@nR: o 


同 态 的 张 量 积 


沿 着 讨论 张 基 函 子 的 路 线 , 我 们 下 面 建立 两 个 R- 同 态 的 张 量 积 f &@g 的 理论 . 
设 M,M' 是 右 R- Hi, N,N’ 是 左 R- 模 . 进一步 假设 7] : M 一 M' 和 
g: NN’ 是 R- AS. 由 


(f,.9)(m,n) = f(m) 8 g(n) 


定义 映射 (f,9) : M x N 一 M' r N'. 很 明显 (f,g) Æ R- 平衡 的 ， 因 此 存在 唯一 
HY Z- 同 态 f@g:M @RN 一 M'@nN' 使 得 下 列 图 表 可 交换 ， 


MxN 


7 7 
M@rN To M’ 8r N' 
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特别 地 ， fF @g 可 由 
(f @ 9)\(m@n) = f(m) 8 g(n) 
刻画 . 
19.7 引 理 考虑 Mr, Mp, RN, rN’, 对 于 一 切 fi, fo. f E€ Homa(M,M') 和 一 
PI g1,92,9 € Homa(N,N'), 有 
(1) (i + f2) 8g = (f1 89) + (f2 89); 
(2) f8 (g1 +92) = (f D 91) + (F 8 92); 
(3) f®0=0@g=0; 
(4) Im @ In = 1wenN- 
证 明 这 些 等 式 在 MORN WERF man 上 显然 是 成 立 的 . 口 
19.8 引 理 T R- TAS f:M > M',f':M' > M",g:N >N Ag: N’ > 
N”, 则 有 
(f @g9)(f @9) = (S'S) @ (99). 
证 明 对 于 一 切 m@n, 等 式 显然 是 成 立 的 . 口 
19.9 引 理 {BBE (Mr, (ia)aca) 是 (Ma)aca 的 直 和 , (RN, (Ja) sen) 是 (Np)peB 
的 直 和 ， 则 (M @a N, (ia @ jo) peaxe) 是 (Ma BR Ne)twpjeaxs 的 直 和 . 
证 明 设 (pa)cea 和 (gg)ses Se R- 同 态 使 得 


Ma —it+ M Pee Ma 和 Ns I- N -9 Ng 
满足 


Pata’ =Saa'lu, 和 qajo = 6pp'1Ne, 
而 且 对 于 一 切 me M 和 me N, 有 


> iapa(m) =m, Y jpga(n) = n. 
A B 
则 nee 
Ma BR Ne ŽL ie, MenN PaL, Ma r Ne 
满足 


Ca@gp)(ia @ jø) = doo)(8.0) 1Ma@aNg; 
(Pa D 9g)(m Q n) = 0 (对 于 几乎 所 有 (a, 8) € A x B), 


DY la ® js) (Pa @ a3)(M Bn) = m Qn. 
AxB 


然后 应 用 命题 6.21 即 可 . 口 
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张 量 函 子 
WU = sUr 是 双 模 . 由 (19.7) 和 (19.8) 知 存在 由 
(U@pr -) :MUGRAM， 


Ugr -):frluef 
定义 的 加 法 共 变 函 子 
(U@r -): RM > zM. 
再 由 (19.5) 知 每 个 U@r M 都 是 左 S- 模 . 下 证 如 果 f:M 一 M R- AS, J 
U@rf: sUB@RM 一 SUBRAM 


是 5 - 同 态 . 为 此 只 需 证 明 这 在 U rM WERF uom 上 是 成 立 的 . 对 于 每 个 
seS,ueu.meM, 有 


(U r f)(su@m) = (1y @ f)(su@m) 
= su® f(m) = s(u@ f(m)) 
= s((U 8r f)@(u@m)). 


从 而 我 们 可 以 把 (sU Sr -) 看 作 从 RM 到 sM 的 加 法 函 子 ， 并 且 记 作 
(sU 8r -) :RM >s M. 
类 似 地 ， 存 在 由 
(- @3 Ur): N= N 8s Ur 
(- sUr): g> Il 


定义 的 加 法 共 变 函 子 
(- sUr): Ms > Mr. 


最 后 ， 应 用 (19.9) 我 们 有 
19.10 定理 KR Al 3 是 环 rUs 是 双 模 ， 则 
(sU@r -): RM 一 sM 
和 
(- @s Ur): Ms 一 MR 
都 是 保持 (任意 ) 直 和 的 加 法 共 变 函 子 . 
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存在 张 量 函 子 的 其 他 情形 .例如 ， 双 模 UR-s 产生 了 池子 


(Ur-s 8R -): RM > Ms. 

这 些 函 子 中 任意 一 个 的 性 质 都 可 由 通过 反 环 所 做 的 简单 变换 从 其 他 函 子 的 性 质 演 
绎 得 到 ， 事 实 上 ， 有 MOrN=N nop M. 

通常 我 们 可 用 函 子 (59U@R -) :rR M 一 sM 来 陈述 我 们 的 结果 , 但 这 样 ,运用 
其 它 函 子 的 相关 形式 将 令 更 方便 . 

现在 设 RM' < RM, W 是 左 R-R, i: MOM 是 包含 映射 , 形式 上 ， 我 们 
通常 把 Homa(W, M’) 看 作 Homr(W, M) 的 子 模 . 尽管 严格 地 说 此 这 种 等 同 不 正确 
的 ， 但 由 事实 


Homa(W,i) : Homa(W, M’) > Homg(W, M) 
是 单 同 态 ， 或 更 一 般 地 ， 函 子 
Homp(W,-): RM > zM 


是 左 正 合 的 ， 我 们 知道 此 等 同 是 合理 的 ， 类似 地 ， 由 Homa(-,W) 的 左 正 合 性 ， 
我 们 可 以 把 Homr(M/M', W) 看 作 Homr(M, W) H TAR. 

设 RM' < RM, 但 U ÈH R-i, WA U Sr M' ASAT U ORM 的 
FR. 例如 ， 作 为 Z- 模 Z< @, 但 对 于 每 个 mn > 1 有 


Zn&zZ% Zn , Zn @zQ=0. 
为 了 证 明 Zn Oz Q = 0, 注意 到 如 果 ze Zn, MIZE Zn gz Q 中 ， 
7zQ@dq=zQ@nnr-lg)=nrz@n-lg=0@n-19g=0. 


此 现象 是 函 子 (U@R-) 一 般 不 是 左 正 合 这 一 事实 的 结果 . 然而 ， 我 们 将 看 到 这 
些 张 基 函 子 的 每 一 个 都 是 右 正 合 的 . 


19.11 引 理 给 了 模 sUr 和 sN, MR f: RM' 一 MÆR- AS, WFE Z 
- 同 构 $ 和 使 得 下 图 可 换 : 


Homa(M, Homs(U, M)) — Homa(f Homs (UN) Homa(M', Homs(U, N)) 
9 CA 


Homs(U 8r M), N) —Homs(W@rf.N) , Homs((U 8r M’), N) 
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证 明 ik ye Homa(M, Homs(U,N)), 则 易 证 (wm) 一 y(m)(u) È R - 平衡 
B. 因此 存在 S - 同 态 


g): SURM ON, $l): u8 m= y(m)(u). 


直接 验证 可 知 映射 %: Y oly) 是 Abel 群 之 间 的 同 构 ， 它 的 逆 为 1(5)(m) su 
5(u@m). 从 而 平行 地 定义 t, 我 们 有 
# (Homr( f, Homs (U, N))(7))(u@ m’) 
= b'(7f)(u@m’) = y(F(m’))(u) 
= o(7)(u® f(m’)) = G0) © (U Br f)(u@m’) 
= Homs((U Ən f), N)($(7))(u 8 m’), 
因此 图 表 可 交换 . 口 
注意 ， 最 后 的 结果 说 明 ， 在 某 些 情形 下 ， 张 量 函 子 可 与 Hom 函 子 交换 .此 引 
理 在 形式 上 是 “伴随 ”关系 的 一 个 陈述 ( 见 821). 
现在 设 C 是 Abel 群 范畴 2M 中 的 内 射 上 生成 子 ( 见 (18.19)). 令 


( Y = Homa(_,C). 


FUER, WR U EH R- 模 ， 则 U* EER- HARER RITE A a TF 
的 “ 正 合 性 检验 ” 引 理 ， 它 的 证 明 涉及 了 在 上 个 引 理 中 可 能 做 的 函 子 交换 . 
19.12 引 理 i f:M'’>M filg:M—>M" 是 kM Pi R-AAS, URE 
R- 模 ， 则 
UenM' af, UenM-DSRI yogm" 


是 正 合 的 当 且 仅 当 
Homa(M",u*) Hon 0), Homa(M,U*) FeR), Homa(M',U') 
是 正 合 的 . 


证 明 由 (19.11) 我 们 有 交换 图 
Homa(M",U")— oma ) Homem, y) FRU) Homp( M'u) 
Ed 由 $ 


Ugormy ——U2rd) - (yenM) UBaf) . Wem’ 
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其 中 6.9 Ald 是 同 构 ， 上 行 是 正 合 的 当 且 仅 当 底 行 是 正 合 的 . 由 于 C 是 2M 中 
的 内 射 上 生成 子 ， 从 而 由 (18.1) 和 (18.14) 得 底 行 是 正 合 的 当 且 仅 当 


UenM' -CC@Rf UB@BRM- URI, VorRM’" 


是 正 合 的 . 口 
19.13 命题 张 量 函 子 是 右 正 合 的 .特别 地 ， 如 果 RM 中 的 


o— M' -M9 M"— 0 
是 正 合 的 ， 则 对 于 每 个 双 模 sUR， 
UenM' U8el. UenM-IBng U 8r M" 


在 sM 中 是 正 合 的 . 
证 明 由 (19.2) 得 序列 


-> Homr(M",U*) _Hompgr(g,U*), Homr(M,U*) _Homn(f,U*) , Homp 
(M',U*) 是 正 合 的 ,再 应 用 (19.12) 即 可 . 口 
平坦 模 


我 们 说 模 Ua 相对 于 模 rM 是 平坦 的 (或 U 是 M -平坦 的 ), 如 果 函 子 (Cean -) 
保持 中 间 项 为 M 的 一 切 短 正 合 列 的 正 合 性 ， 从 而 U 是 M - 平坦 的 当 且 仅 当 对 于 
每 个 子 模 K <M, 序列 


0 U QR ik 


U8rK 


U&rM 


是 正 合 的 ， 如 果 Vr 相对 于 每 个 右 R- 模 都 是 平坦 的 ， 则 称 Vr 是 平坦 右 RR - 模 . 平 
坦 左 模 的 理论 是 平坦 右 模 理论 的 左 - 右 对 称 内 容 . 

我 们 继续 用 ( )* 表示 函 子 Homz(-,C), 其 中 C 是 zM 中 固定 的 内 射 上 生成 
子 . 

19.14 引 理 设 M 是 左 R- 模 , A R- BV 是 M -平坦 的 当 且 仅 当 每 个 V* 
是 M - 内 射 的 . 特别 地 ，V 是 平坦 的 当 上 且 仅 当 V* 是 内 射 的 . 

证 明 对 单 同 态 0 一 K 一 M 应 用 (19.12). 口 

19.15 命题 设 (Va)aea EH R - 模 的 指标 集 ， 则 GAV 是 平坦 的 当 上 且 仅 当 每 
个 Va 都 是 平坦 的 . 

证 明 由 (16.4) 得 (@aVa)* 空 1a(Va)*. 由 (16-11) 得 IA Vo)" 是 内 射 的 当 且 
仅 当 (Va)* 是 内 射 的 .从 而 应 用 (19.14) 即 可 . oO 

19.16 命题 每 个 投射 模 都 是 平坦 的 . 


全 
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证 明 由 于 投射 模 同 构 于 自由 模 的 直 和 项 (17.2), 从 而 我 们 只 需 证 明正 则 模 Re 
是 平坦 的 . 如 果 RM 中 的 了 : M' 一 M 是 单 同 态 ， 则 由 (19.6) AER w A u 
使 得 图 表 
omt M 


: : 
Ror M'ELRÍ. poraM 


可 交换 , 从 而 ROrf 是 单 的 . 因此 Re 是 平坦 的 . u 

19.17 平坦 检验 引 理 ”对 于 右 R- BEV, 下 列 条 件 等 价 ， 

(a) Y 是 平坦 的 ; 

(b) V 相对 于 RR 是 平坦 的 ; 

(c) 对 于 每 个 (有限 生成 的 ) EHHI < RR, Z- WAS ws: V@rI > VI, uvg 
a) = va 是 单 的 . 

证 明 (a)<>(b). 可 由 引 理 (18.3) 和 (19.14) 得 . 

(b)e(c). HX 


Vopr —V2ri 


VORR 


VI ‘VL Vv 
可 交换 ,其 中 /是 (19.6) PRH. 由 于 包含 映射 tvr 是 Z - 单 同 态 ,从 而 Verir 
是 单 同 态 当 且 仅 当 Ar 是 单 同 态 . 

最 后 , 由 (c) 的 括号 中 的 情形 可 推出 去 掉 括号 的 情形 . 这 是 因为 , 设 we V, ai € 
R(i=1,--+,n), RD, va € Ker ur, W D; via; = 0, WW, viQai € Ker ux, 
其 中 K = Z; Ra. 由 假设 知 DO, viS ai = 0 可 看 作 V 8r K 中 的 元 素 :ik :KK 一 了 
是 包含 映射 ， 因 此 


0=(VYe@nik)(> (ai) = P (vi Gai) EV Eel. a 


由 引 理 (19.17) 我 们 可 得 下 列 两 个 另外 的 平坦 性 检验 命题 . 
19.18 引 理 设 V 是 平坦 右 R- 模 ,MR 中 的 序列 


o— Kt vy 
EESK, WV 是 平坦 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 (有 限 生成 的 ) 左 理想 了 < RR, 有 


KI= KNVI. 
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证 明 Z- 同 态 的 下 列 图 表 
0 


KenI- 达 BayvenT-LenaT -VonT 一 -0 


pr A 


o Kavi-—S—- vi AYD., vr 
| 
可 交换 ， 其 中 行 和 列 都 是 正 合 的 . 因此 由 (3.14.3) 和 (3.14.4) 得 u, 是 单 的 当 
且 仅 当 u 是 满 的 . 由 于 Im y = KI C KAVI, 因此 u, 是 单 的 当 且 仅 当 
KI=KOVI. 再 应 用 (19.17) 即 可 . 口 
19.19 引 理 模 Vr 是 平坦 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 关系 


n 
> vja; =0 (v; €V,a; €R), 
j=1 


存在 元 素 uum EV Ml cij € R (i=1,…,m,j =1, n) 使 得 


i 
Seva =0 (i=1,m), 


j=1 


证 明 (=>)， 假 设 Vi 是 平坦 的 NL, yay = 0, BI = D; Ray. 考虑 自由 左 
R- BEF =O, Re, 和 短 正 合 列 


o—+ KK. pS. — 0, 


其 中 f(z;) = aj(j = 1,…,n)， 由 平坦 检验 引 理 (19.17.c) 知 作为 V Or 了 的 元 素 
Xl ® f(z;)) = Lj (vj 8 aj) = 0. 因此 在 正 合 列 


V Six 


0—+V@k- -verY8l -verT 一 -0 


+, # E0 8 z) € Ker(V @ f) = Im(V @ix). 从 而 存在 ww eV 和 如 eK 使 
#8 Dj (vj @ r) = Dui @ ki). 由 于 每 个 上 ae F, 从 而 对 于 每 个 ;= 1,…,m 和 某 些 
cij € R, AK =D, cit. 这 样 我 们 有 


dias = Yes f(ej) = fi) =0 (=1,..,n). 
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WH, 还 有 
Dw 8) = Wei ek) =E G co) 
了 


了 7 
=D ((Xi Wici) ® 25). 
但 由 (19.9) XI V @ F = OF Im(V @ irz), 因此 对 于 每 个 j, 有 = Dy wicij. 
(€). BI < RR. 假设 有 a; € 了 和 wj eV 使 得 DO, woi = 0, 则 由 题 设 知 存在 
uj E€ V, cij € RRB VOI, A 


Lw aj) = > (> Uicij) Q aj) 
j j i 


= Zlu BY, cizaj) = 0. 
再 应 用 检验 引 理 (19.17) 即 可 . 


平坦 模 的 积 


称 有 限 生成 模 RM 是 有 限 表 现 的 , 如 果 在 每 个 正 合 列 
0 一 于 一 下 一 M 一 0 


中 ,五 是 有 限 生成 自由 模 ， 核 K 是 有 限 生 成 的 .R 是 Noether 的 当 且 仅 当 每 个 有 限 
生成 的 R- 模 都 是 有 限 表现 的 ( 见 命题 (10.19)). 更 一 般 地 ， 称 环 RR 是 左 凝聚 环 , 如 
果 它 的 每 个 有 限 生成 左 理想 都 是 有 限 表现 的 . 而且, 左 凝 聚 环 上 的 平坦 右 模 的 直 积 
是 平坦 的 . 

19.20 定理 [S.U.Chase] 对 于 环 R, 下列 条 件 等 价 : 

(a) FHE R- 模 的 每 个 直 积 都 是 平坦 的 ; 

(b) 对 于 每 个 集合 A, RA 是 平坦 的 ; 

(c) 已 是 左 凝 聚 的 . 

证 明 (a)>(b). M (19.16) 得 Ra 是 平坦 的 . 

(b) 人 (ec)， 假 设 I< RR, 已 是 自由 模 ， 它 的 自由 基 为 z1,…,zn. 考虑 到 RT 上 


的 映射 
r-i- ro. 


对 于 每 个 j= 1,---,n, B aj = f(z;), K = Kerf. 为 了 证 明 K 是 有 限 生成 的 ， 在 
card(K) 个 R WER RK 中 ， 由 方程 


k=m(vi)ay +++: +7(tn)tn (keK) 


定义 元 素 vj © RE, 则 有 0= f(k) = Z; ma (vj)0;, 或 者 等 价 地 有 


n 
J vjaj=0E R“. 


ja 
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由 题 设 得 R* 是 平坦 的 ， 因 此 由 (19.19) 知 存在 1,… ,um < RÉ, cij € RR 使 得 对 于 
一 切 i 和 j, 有 


n m 
> cijai = 0, J UiCij = Vj. 
j=l izi 


现在 设 
k= esas EF, 


j=l 


W f (ki) = Zy cijaj = 0, 因此 和,…,kn E€ K. 但 对 于 一 切 ke K, 有 
k= Dy mk(v)zj = Dy mej) = Dy me(ui)(D, cizi) = Dy te(ua) kis 


因此 K 是 由 kiskn 生成 的 . 
(c) >(a). 设 中 是 左 凝聚 环 ， 首先 ， 我 们 证 明 ， 对 于 一 切 集合 4 和 B, H R- 
模 (R) 是 平坦 的 .假设 
vj €(R®)4 和 a;ER 


满足 

vja; =0. 

j=l 
设 书 是 自由 左 忆 - 模 ， 自 由 基 为 z1,…, zn. 设 天 是 满 同 态 

PL Rao (fe)=aj= ln) 

的 核 ， 由 于 及 是 左上 凝聚 的 ， 从 而 我 们 可 以 记 为 

K = $` Rk, 

i=l 

其 中 


ki = ek, 


j=) 


co = fk) =0 (= 1,---,m). 


j=l 


为 得 到 wi, 注意 到 有 下 式 成 立 ， 对 于 一 切 a e A,B BA 


DB)z; € K. 


j=1 
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从 而 当 [vw;(a)](8) = 0 G = 1,…,n) Bt, 我们 可 以 选择 diag € R (i = 1,…,m) 使 得 
bias = 0, 而 且 由 


bei (Ol (Aa; = 》 biaski 
j=l i=1 
可 得 到 由 
[ui(al(8) = bias (a € A,B E Byi=1,---,m) 
定义 的 ur- Um C (R®))A, 因此 


Dilvi(o)(B)r; = Dilui(o)](B)k 
= Lilu(@) (A(X; cizi) 
= ;Pilui(o)(B)ei)z; 


或 等 价 地 有 
= P wes (j =1,-++,n). 
izi 
从 而 由 (19.19) 我 们 可 得 (ROP) 4 总 是 平坦 的 . 


现在 为 完成 证 明 ， 我 们 假设 (Va)aea 是 平坦 右 R- 模 族 ,B 是 使 得 白 由 右 模 
Fa = RO) 能 够 满 射 到 Va 的 自由 右 模 的 集合 ， 即 对 于 一 切 we A, 


0 一 Ka 一 Fo 一 V 一 0 


是 正 合 的 .从 而 我 们 有 正 合 列 
0> |] Ka ~T] Fr ~T[ Va 0 
A A A 


( 见 (6.25)), 其 中 TIA Fa S (R®))4 是 平坦 的 . SUE I Je RR 中 的 有 限 生 成 左 理想 . 
则 对 于 任意 右 R- 模 的 直 积 II4 Ma, 我们 有 (T14 Ma)7 = TIa(Ma 了 )( 见 练习 (15.3)). 
因此 应 用 (19.18) 我 们 有 


(a Ko)T = Ia(KaD = JIA (Ka N Fol) = (a Ka) N (TIA (FaT)) 
= (Ma Ka) 9 (Ta Fa)T. 


这 就 完成 了 证 明 . 口 


练习 19 
1. REEL < rR, I< Ra. 证 明 : 
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a 


10. 


(1) 对 于 每 个 nM, 存在 Z- 同 构 f: RATBRA 一 M/IM E} f : (r+ 了 8mm rm+IM. 
可 推断 作为 Abel 群 

R/I 8r R/L& R/(1 + L). 
(2) 如 果 m,n € N,d = (m,n) 是 m A n 的 最 大 公 因数 , W Zm Oz Zn = Za. 
设 R 是 交换 环 ,FP 和 G 是 自由 R- 模 ， 它 们 的 基 分 别 为 (za)ae4 和 (yg)seB， 证明; 
FORG 是 自由 R- 模 ， 它 的 基 为 (za Dya) peax- 
设 工 是 K 的 扩 域 ,V 是 KK. 向 二 空间， 其 中 基 为 (za)aea. 证 明 : (1@za)aea 是 工 向 其 
空间 L@x V 的 基 . 
BRA S 是 环 ce Rf € S 是非 零 敌 等 元 .证明 : 
(1) 对 于 每 个 RMs, 存在 同 构 nw 和 uar 


nm:eRBrM 一 erceMs, pu :MBsS1 一 RMfsss 


使 得 nm(e@m) =em,， pm(m®f)=mf. 
(2) nu FESNGK ERB eR 8r (-) 到 Te( 见 (0.13) 和 练习 (4.17)) 的 自然 变换 . 
设 R 和 5 是 变换 环 K 上 的 代数 ,证 明 : 
(1) ROKS 是 K - 代数 ， 其 中 乘法 为 
(r @s)(r' @s') = rr' @ ss 
k(r ® s) = (kr) 9 s = r @ (ks). 
(2) asrmrg@l 和 有 B:sr1@s EXTRA a: Ro ROSH B:S+ROKS 
使 得 对 于 -VJ r E R,s € S, 有 ar)6(s) = A(s)a(r). 
BRA SER, ZEA (Z - 代数 ) T = R@z 5, U = ROzS” MV = R? @z S( 见 练习 
(19.5)). 证 明 ， 
(1) 每 个 双 模 RMs 都 诱导 了 模 U M (HEH (r@s)jm = rms) 和 模 My (其 中 m(r@s) = rms). 
(2) 练习 (19.5.2) 中 的 喘 射 a 和 有 在 每 个 模 TM 上 都 诱导 了 RMso 结构 . 
对 于 每 个 左 R - 模 M, 设 M* 是 右 尽 - BE Homr(rM, rRr), 则 由 练习 (19.6) 可 得 
M Bz M* 是 左 尺 @z R? - 模 . 证 明 ， 
(1) 如 果 RP 是 有 限 生成 投射 模 ， 则 已 @z 已" 是 RSR” 上 的 有 限 生成 投射 模 . 
(2) MR RG 是 生成 子 ， 则 G Bz G" 是 R@z R? 生成 子 . 
Bt K 是 域 ， 证 明 ， 作 为 K - 代数 Mm(K) @« Mn(K) & Mmn(K)- 
称 模 RU 在 交换 整 环 R 上 是 无 扭 的 ， 如 果 对 于 一 切 0 关 ue U, In(u) = 0. 证 明 : 
(1) WR PP 是 PID., RU 是 平坦 的 当 且 仅 当 RU BH. HER: aR@rU ={a@ul| 
au EU}. 应 用 引 理 (19.17).] 
(2) 如 果 K 是 域 ， 则 RX F RY 是 无 扭 的 R= K[X,Y] 的 理想 ， 但 不 是 R- 平坦 的 . 
Bo: RR-，S ERAB, W sSa 和 RSs 是 由 o FAHI. 考虑 从 nM 到 sM 的 函 子 
Ts =(sS@r -) Ml Hy = Homa(Ss,-). 由 (19.11) 可 推断 
(1) 如 果 P 在 RM 中 是 投射 的 ， 则 Ts(P) 在 sM 中 也 是 投射 的 . 
(2) WER E 在 nM 中 是 内 射 的 ， 则 Hs(E) 在 sM 中 也 是 内 射 的 . 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


称 子 模 RU < RV 是 Y 的 纯 子 模 , 如 果 对 于 每 个 右 理想 T< rR, A IU = UNIV. 从 而 
如 果 V 是 平坦 的 ， 则 V/U 是 平坦 的 当 上 且 仅 当 U 为 Y 的 纯 子 模 ( 见 (19.18)) 
(1) E: 如果 (Ua)aea 是 V 的 纯 子 模 的 链 ， 则 UaUa 为 Y 的 纯 子 模 . 
(2) 证 明 : 如 果 K <V, 则 存在 子 模 U <V 使 得 它 关 于 U < KAU 为 V 的 纯 子 模 这 两 
个 条 件 是 极 大 的 . 
证 明 ， 由 平坦 模 得 到 的 平坦 模 的 扩张 是 平地 的 ， 即 如 果 0 一 Y 一 V 一 V” 一 0 RER 
É, VOA V” 是 平坦 的 ， 则 V 是 平坦 的 。 | 提示 : (19.17) 和 (3.14.1):] 
证 明 ， 如 果 对 于 一 切 集合 A, VA 是 平坦 的 ， 则 对 于 一 切 集合 A 和 B, (V) 是 平坦 的 . 
设 sVr EDUR, sQ 是 sM 中 的 内 射 上 生成 子 . 证 明 ， 下 列 等 价 ， (a)V 是 平坦 的 ， (b) 
Homs(Vr,Q) 是 内 射 左 R- 模 ，(c) FEE S 上 生成 子 C 使 得 Homs(Vr, C) Je RAY 
内 射 模 ， (d) 对 于 每 个 内 射 模 s 已 , 再 omas(VR, E) 在 R 上 是 内 射 的 . 
给 了 模 Mr 和 RU, 设 F(M) 表示 M PHE R - 模 的 类 , F(U) 表示 使 得 U 是 NN - 平 
HWE 尼 - BEN 的 类 .证明 : 
(1) F(M) 关于 直 和 和 直 和 项 封闭 . 
(2) F- (M) 关于 子 模 ， 商 模 和 直 和 封闭 - 
(3) 如 果 Va 是 平坦 的 ， 则 多 (V) 关于 扩张 封闭 ， 即 如 果 0 一 UV" 一 U U" 一 0 是 正 合 
的 ,5 MU" € F(V), WU € FV). 
证 明 : 环 是 von Neumann 正则 的 当 且 仅 当 它 的 每 个 左 模 都 是 平坦 的 . (Bas: 对 于 (<=) 在 
0 — Ra —> R — R/Ra— 0.) 
WEA: 如 果 0 一 K > P+ M 一 0 ERK KA PARA, H 已 是 投射 的 ， 则 
M 是 有 限 表现 的 。 [提示 Schanuel 3j, #3 (18.9).] 
设 Ur 和 RM 是 模 UBM PBF 定义 为 

Anna (U) = {m € M|u®m=0,u@me Ur MN 于 — 切 ue U}. 
说 UR 是 RM - 忠实 的 ， 如 果 Annm(U) = 0. 证 明 : 
(1) Annm(U) 是 M 的 唯一 最 小 子 模 K, 使 得 U 是 M/K 忠实 的 . 
(2) 如 果 fin M 一 RN, W (Anna (U)) C Anny (U). 特别 地 ,Annm(U) 关于 M 的 自 
HAA. 
(3) 如 果 f: M 一 N 是 满 同 态 , Kerf < Annm(U), W 


f(Anna(U)) = Anny (U). 
(4) 如 果 (Ua)aea 是 右 R- 模 , M 是 左 R-i, 则 

Ann (®aUa) = Na Annu (Ua). 
(5) WR (Ma)aca 是 左 R- BE ,U 是 右 R- 模 ， 则 

Anne 4Ma(U) = DaAnnm, (U). 


(6) 如 果 Ur 生成 Vr, 则 Anna (U) < Annm(V). 
(7) Un 是 RM - 忠实 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 同 态 了 : N 一 M, HU @ f = 0 可 推出 了 = 0. 
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19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


(8) Annge(U) = rr(U). 

(9) MR I< RR, 则 Anna (R/D = IM. BEI: 练习 (19.1.1).] 

PAR We 是 完全 忠实 的 , 如 果 对 于 每 个 左 R- BM, Ann (W) = 0. 证 明 : 

(1) Re 是 完全 忠实 的 . 

(2) Mr 中 的 每 个 生成 子 都 是 完全 忠实 的 . 

(3) 对 于 模 Wr, 下 列 等 价 : 

(a) Wr 是 完全 忠实 的 ; 

(b) 对 于 每 个 单 同 态 fE RM, MR W @ f =0, W f= 0; 

(c) 对 于 每 个 单 同 态 fE RM, 如果 W @ f 是 单 同 态 ， 则 f 是 单 同 态 ; 

(d) 如 果 诱 导 的 序列 W @ M' 一 W @ M 一 W gM” 是 正 合 的 WEI M' 一 M > M" 
HESH. 

给 了 模 sWr, RM 和 sC, ġt W* = Homs(W,C) € RM. 利用 (19.11) 中 的 同 构 $ 证 明 : 
(1) Annm(W) < Rejm (W°). 

(2) 如 果 sC 是 上 生成 子 ， 则 Annm(W) = Reju(W*). 

(3) WR sC 是 上 生成 子 ， 则 Wr 是 完全 忠实 的 当 且 仅 当 W 是 RM 中 的 上 生成 子 ， 

证 明 ， 对 于 平坦 右 RR- 模 V, 下 列 条 件 等 价 : 

(a) V 是 完全 忠实 的 ; 

(b) %4 rM #0 时 ,V ®M 40; 

(c) 对 于 每 个 单 左 R- BET, V @RT 40; 

(d) 对 于 R 的 每 个 极 大 左 理想 I, VIA V. 

HER: 练习 (19.20) 和 (19.1.1).] 

设 5 是 环 R 上 的 单 右 R - 模 的 表示 集 的 直 和 .对 于 每 个 左 R - 模 M EX Trad M = 
Anna (S). 证 明 ， 

(1) Trad RR = J(R). [提示 ， 练习 (19.18.8).] 

(2) 如 果 R 是 交换 环 ， 则 Trad M = Rad M. | 提示， 练习 (19.18.9) 和 (15.5).] 

(3) 如 果 R/J(R) 是 半 单 的 ， 则 Trad M = Rad M. 

证 明 ， 对 于 交换 环 R, 下 列 条 件 等 价 ， (a)RR 有 完全 忠实 半 单 模 ， (b) R SE von Neumann 
正则 的 ， (c) R 是 上 半 单 的 。 | 提示: 见 练习 (18.23). 对 于 (b) 一 (a), 设 S= OaTa, Ta 是 
单 的 ， 则 5 @ To £0. 现在 运用 练习 (19.16) 和 (19.21).} 

假设 R 有 忠实 的 ， 单 的 投射 模 Re 和 eR( 见 练习 (17.5). WEH : eR 是 内 射 的 当 且 仅 当 
eR = Homere(Re,eRe). 提示， 练习 (19.14) 和 (18.30).] ş 
设 Mk 是 域 K 上 的 无 限 维 向 量 空间 , R 是 由 基 座 S 和 标量 变换 Klu C End( Mx) 生成 的 
End(Mx) HFE. [注意 S 恰 是 由 有 限 秩 的 Bnd(Mx) 中 的 元 素 构成 的 集合 , 因此 oc € R 
当 且 仅 当 对 于 某 个 a e K, o - alm 有 有 限 秩 .] 证 明 : 

(1) RR 是 von Neumann 正则 的 . 

(2) 在 同 构 的 范围 内 R 恰 有 两 个 左 单 模 和 两 个 右 单 模 ， 而 且 它 们 中 的 三 个 恰 是 内 射 的 . 

(3) R 是 右上 半 单 的 但 不 是 左上 半 单 的 ( 见 练习 (18.23)). 

(4) RR 有 完全 忠实 的 半 单 左 模 和 完全 忠实 的 半 单 右 模 . 

证 明 : RR 是 左 凝聚 的 当 且 仅 当 card R 个 Ra 的 直 积 是 平坦 的 。 | 提示 ， 见 (19.20) 中 (b) 


- 228 - 第 五 章 ”模范 畴 之 间 的 函 子 


=> (c) 的 证 明 .] 


§ 20. 自然 变换 
最 后 我 们 来 学 习 范畴 代数 的 中 心 概 念 : 自然 变换 .我 们 直观 的 感觉 它 就 是 “ 自 
然 的 ” 同 态 . 在 ( 0.13 ) 中 已 经 介绍 ， 如 果 C = (%,morc,o) A D = (9,morp,o) 
是 范畴 , F M G 是 从 C 到 DD HIERT, WA 下 到 G 的 自然 变换 就 是 从 多 到 
morp 的 映射 n: M nu ， 使 得 对 于 每 个 M e 多 ,mx : F(M) > G(M) 和 C 中 的 
每 个 1:M 一 N, 


FM— FD F(N) 
1M n; 
cn) 一 GO ~ G(N) 


可 交换 (如 果 FA G 是 反 变 函 子 ， 只 需 和 颠倒 上 述 图 表 中 的 箭头 F(f) 和 G(s). 我 
们 通常 把 自然 变换 简 记 为 n: FG. 如 果 每 个 nm 都 是 同 构 ， 则 我 们 称 自然 变换 
1: 下 一 G 为 自然 同 构 . 

设 AG 是 两 个 范畴 C 和 D 之 间 的 函 子 . 我们 说 已 和 G 是 同 构 的 , 且 记 为 


FSG, 


如 果 存 在 自然 同 构 n: F 一 G. 易 证 此 概念 诱导 了 从 C 到 D 的 函 子 类 上 的 一 个 等 
价 关系 . 


两 个 简单 的 例子 
在 前 面 的 章节 中 介绍 的 ， 几 个 重要 的 同 构 都 是 函 子 的 自然 同 构 ， 其 中 最 基本 的 


两 个 其 在 (4.5) 和 (19.6) 中 给 出 的 ， (4.5) 和 (19.6) EBT T FETA R- 模 M, 存 
在 同 构 


Homp(R,M)=M 和 R@aM EM. 
从 而 RM 上 的 孙子 Home(R, -) 和 的 单位 函 子 之 间 有 自然 同 构 ， 函 子 (R@R_) 和 
单位 函 子 之 间 有 自然 同 构 ， 特别 地 ， 有 
20.1 命题 设 忆 是 环 , 则 存在 自然 同 构 : 


(1) p: iem 一 HomR(RRR,-), 其 中 对 于 每 个 RM, 每 个 me M, 每 个 "eR 以 
及 每 个 Ye Homa(R,M), 有 


pu(m) :ro rm, pi (7) =40). 
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(2) u: (RRB -) 一 lem, 其 中 对 于 每 个 RM, Ht me M 以 及 每 个 re R, 有 
ub Bn Zon qin) 16m. 
证 明 在 (4.5) 和 (19.6) 中 我 们 已 经 知道 pm 和 um 是 RR 同 构 ,从 而 我 们 只 需 
验证 它们 的 自然 性 ， 对 于 (2), 图 表 
RapM-ESnaf .RorM’ 
n uw 
M — m 
可 交换 .这 是 因为 


bm ° (R8r f)(r @m) = um (r ® f(m)) 
=rf(m) = f(rm) = f o pm(r Q m). 


同 理 可 证 p 的 自然 性 . 口 
直 和 和 直 积 


假设 C 和 D 是 模范 畴 ,D 中 元 素 的 直 和 和 直 积 仍 属于 D. 如 果 (fs)aea 是 加 
法 函 子 Fa : C D(A HRR H) 的 指标 类 ， 则 它们 的 直 和 和 直 积 是 加 法 函 子 
@aFa:C>D Ml []4 Fa: C> D, 


| 


它们 分 别 按 坐 标定 义 为 
(BAFe) 人 7) = @a(Fa(f)) 和 (TT, Faf) = Ma(Fa(f))- 
例如 ， 如 果 Fa 是 共 变 的 , Je C 中 的 态 射 ， 则 有 


F(M)~2D FAM') (ae A) 


和 ( 见 附注 (6.25)) 
TIa Fa (mla Eal T7, ca) . 

这 些 是 加 法 函 子 ， 它 的 直接 证 明 留 作 练习 (20.4). 

下 个 命题 的 前 两 个 论断 恰 是 (16.5) 的 重新 表述 , 它 被 用 来 证 明 投射 模 的 直 和 是 
投射 的 ， 内 射 模 的 直 积 是 内 射 的 ， 最 后 的 论断 容易 由 (19.9) 得 出 . 

20.2 命题 i (Ua)aca 是 左 R- 模 的 指标 集 ， 则 作为 从 nM 到 zM HEF, 

(1) Homr(®aUa,— ) = Ila Home(Ua.~ ); 

(2) Homa(_, Ta Ua) = Ta Homal-,Ua); 

(8) (- @n(@aUa)) = Oa(- @aVa). o 
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自 同 态 环 和 双 模 


Hom 函 子 和 张 甚 函 子 保持 某 些 模 结构 . 例如 ， 给 了 模 RMs，RN，Ka, W 
Homa(Ms,N) fl K Ər Ms 分 别 为 左 5 - 模 和 右 S - 模 ( 见 (4.4) 和 {19.5)). 这 是 加 
法 函 子 的 特殊 性 质 ， 也 是 下 述 引 理 的 一 个 推论 . 

20.3 引 理 设 RC, sD 和 Ds 分 别 为 RM, sM 和 Ms 的 完全 子 范畴 . 假设 
F: RC 一 sD 和 及: RC 一 Ds 是 加 法 函 子 ， 其 中 下 EIEH, H 是 反 变 的 . 
则 对 于 每 个 非 零 的 RME RC, AF FA H 限制 在 环 同 态 

F : End(gM) > End(sF(M)) 和 H : End(RM) > End(H(M)s) 
E 
证 明 f © End(rM), Wi 
nM RM 
属于 RM. 因此 
srm) FW. sp(M) 和 HMs U nms 


分 别 为 F(M) 和 五 (M) 的 自 同 态 .我 们 用 。 表 示范 畴 中 的 合成 ， 用 毗连 表示 自 同 
态 环 中 的 乘法 ， 对 于 /,g € End(rM), 我 们 有 


F(f9) = F(g0 f) = F(g) 0 F(f) = F(f)F(9) 


和 
H(f9) = H(g0 f) = H(f) o H(g) = H(f)H(g). 
Pat, HP PAL RR, TELLS, MAT ERAEN BER 
同 态 上 . 口 
假设 现在 我 们 有 引 理 中 的 Pie C 一 sD 和 五 :Rn C > Ds, 并 且 RMr 是 双 模 
使 得 RM E RC, NS p 表示 Mr 中 的 标量 乘法 ， 


RM 一 2 RM (teT), 


由 引 理 (20.3) 和 (4.10) 我 们 有 由 
t F(plt)) 和 t H(p(t)) (te T) 
定义 的 环 同 态 
T > EndsF(M)) 和 了 一 End(H(M)s) . 
从 而 ( 见 (4.10)) 我 们 可 得 双 模 
sF(M)r 和 rH(M)s, 
其 中 对 于 z EF(M), ye H(M) 和 teT, 
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xt = F(p(t))(z) Al ty = H(p(t))(y). 
sF(M)r fil rH(M)s 称 为 由 RMr 诱导 的 (典范 ) 双 模 . 
早期 由 Hom 函 子 和 张 量 函 子 构造 的 双 模 结构 恰 是 这 些 函 子 的 典范 双 模 . 例如 ， 
HERT 
Homp(M,_): RM > zM. 


设 nUr. 在 84 中 我 们 得 到 右 工 - 模 
Homr(rM,r Ur) = Homa(M,—)(U), 


其 定义 为 
Om) = (y(m))t = (p(t) o 7)(m), 
即 
yt = Homr(M, p(t))(7), 


AHA T -BEH nUr 诱导 的 标准 (Z,T) - 双 模 . 类 似 地 ，(sV@R -) : RM > sM 
和 双 模 
sV @rUr=(V@pr -)(U) 


是 由 RUr 诱导 的 (S,T) - 双 模 . 

设 RC 和 sD 分 别 为 RM 和 sM 的 完全 子 范畴 . METER, WE R- ATT 
- BUR RUr 使 得 RU 在 RC 中 ， 双 模 nUr ZEH (R,T) - 同 态 形成 了 Mr 的 完 
全 子 范畴 ACT. 存在 类 似 的 sMy 的 子 范畴 sDr. HF: RC 一 sD 是 加 法 共 变 函 
子 ， 如 果 把 每 个 F(RM7) 都 附 上 黄 范 双 模 结构 ， 则 FF 把 RCr 的 对 象 映 成 sDz 的 
对 象 ， 由 下 个 结果 可 推出 限制 在 xCr 上 的 下 是 到 sDr 的 函 子 ， 而 且 每 对 这 样 函 
子 之 间 的 自然 变换 都 限制 到 它们 的 自然 变换 上 . 

20.4 引 理 设 RC,sD 和 Ds 是 及 - 模 和 45- 模 的 完全 子 范畴 , BL, F: PC 
> sD 是 共 变 加 法 函 子 ， HH,，H' : RC 一 Ds 是 反 变 加 法 函 子 . Bn: F > F M 
v: H> H' 是 自然 变换 ， 再 设 RUT 和 RVT 是 双 模 ， RU, RVE RC, A 


f: RUT 一 RVr 


是 双 模 同 态 ， 则 附 上 典范 双 模 结构 ， 
(1) F(f): sF(U)r > sF(V)r 和 H(f): rH(V)s > TH(U)s; 
(2) nu : sF(U)r 一 sF'(U)r 和 vu: rH(U)s > rH'(U)s. 
是 双 模 同 态 . 
证 明 对 于 (1) 只 需 验证 FO) A HU) 是 工 - 同 态 . 用 p 表示 Ur 中 和 Vr 中 
的 标 基 乘法 如果 te T, 则 由 于 SEH T- 同 态 ， 从 而 fo p(t) = p(t) o f. 因此 对 
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于 一 切 ze FU), te T, 有 


F(f)(at) = F(f)o FŒ) E) = F(f ° p(t))(z) 
= F(p(t) 0 P2} Flo) (FA) @)) 
= (F(f)(2)}t- 

类 似 地 ， 互 (1) 是 左 工 - 同 态 . 
对 于 (2), 易 见 下 列 交换 图 表 可 交换 : 


ru) FeO). Fu) nu) HO). gu) 
n i "| g 
Puy EO). Pu) mue. nv) a 


例如 ， 应 用 (20.2.1), 此 引 理 可 推出 限制 在 RMs 上 的 函 子 HomR(@aUa,-) 和 
Tl, Homar(Ua,_), 在 Ms 上 仍 吓 同 构 函 子 . 作为 另 一 个 应 用 我 们 有 

20.5 命题 设 0: RUs 一 RVs 是 双 模 同 态 ， 则 下 列 是 自然 变换 ， 

(1) 7: Homa(Vs,- ) 一 Homr(Us,— ) mw = Homp(9, M); 

(2) v : Homr(-, Us) + Homr(_, Vs), vm = Homr(M, 8); 

(3) $ : (-@RUs) = (-@rVs), on = N r9. 

而 且 ， 如 果 9 是 同 构 ， 则 (1),(2),(3) 都 是 自然 同 构 . 

证 明 我 们 只 证 明 (1). 由 于 Homn(-,M) : RM 一 zM 是 反 变 加 法 函 子 ， 从 
而 由 (20.4.1) 可 推出 mw = HomR(0, M) 是 左 S - 同 态 ， 对 于 每 个 aM- eM’, 


Homa(v,M) ——HomeV.) ,Homatv,M) 


nM nM’ 
Homa(U, M) ——HomeW.) ___. Homa(U,M’) 
可 交换 . 这 是 因为 Home(0, M')o Homr(V, f) = HomrlU, f) 0 Homa(0, M).0 
— Hom 一 张 量 关系 
给 了 模 的 三 元 组 (aM，sWa,sN), 由 命题 (19.11) 知 存在 同 构 
$= ġpmwn : Homa(M, Homs(W, N)) + Homs((W ®R M), N), 


其 定义 为 
Blw @ m) = Dm)(w). 


§ 20. 自然 变换 + 233 - 


这 个 同 构 在 我 们 研究 张 量 函 及 时 的 重要 义 义 在 于 ， 
如 果 W 和 NN 是 固定 的 ， 则 由 左 R- 模 M 加 标的 指标 类 (Bmww) 是 反 变 函 子 


Homa(-, Homs(W, N)) = Homs((W@r-), N) 


的 自然 同 构 ， 大 体 上 ， 我 们 可 以 把 

Homa(-, Homs(_,- )) 和 Homs((-@r-),—) 
看 作 具 有 混合 变量 的 “三 变量 ” (Mr, sWr, sN) 的 函 子 ， 由 于 (19-11) 我 们 可 以 
WEH warww 在 M 中 是 自然 的 . 现在 我 们 应 该 清楚 怎样 建立 几 个 变量 的 函 子 理论 
以 及 在 几 个 变 基 中 这 些 函 子 是 自然 的 同 态 理论 ， 我 们 将 通过 证 明 同 构 rw 在 三 
个 变量 的 每 一 个 中 都 是 自然 的 来 表明 此 理论 ， 首 先 假设 sN -2 sN'， 则 Z- 同 态 
的 图 表 


Homa(M, Homs(W, N)) — Homa(M, Homs(W.9)) Homn(M, Homs(W,N')) 


PMWN PMWN’ 
Homs((W @r M),N)  — Homs((W®RM),g) .Homs((W @r M),N’) 


可 交换 ， 因 此 同 构 $= pmwn 在 N 中 是 自然 的 . 最 后 ,假设 h: sWR 一 sWh 是 
双 模 同 态 ， 则 由 (20.4.1) 得 Homs(h, N) 是 左 R- TA, h@pM EE S- 同 态 . 
因此 我 们 可 以 形成 Homgr(M, Homs(h, N)) 和 Homs((h r M), N). 易 证 


Homa(M, Homs(W', N))— Hema(M, Homs(h N),  Homp(M, Homs(W,N)) 


bmw’ BMWN 
Homs((W'@r M),N) — Hems((h®a M,N) jroms((W @r M),N) 
也 可 换 ， 因 此 同 构 ó= puwn EW 中 也 是 自然 的 . 我们 正式 地 陈述 为 : 
20.6 命题 对 于 模 的 每 个 三 元 组 (rM, sWr, sN), 存在 由 
$(7)(w 8 m) = [y(m)](w) 
定义 的 同 构 


9: Homa(M, Homs(W,U)) — Homs((W r M), N). 
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并 且 4 在 三 个 变量 M, N 和 W 的 每 一 个 中 都 是 自然 的 . 口 
对 于 Hom 函 子 我 们 有 
20.7 命题 对 于 模 的 每 个 三 元 组 (rM, Ns,R Us), 存在 由 


pl : m= [y(m)](n) 
定义 的 同 构 
n: Homr(M, Homs(N,U)) > Homs(N, Homa(M,U)), 

并 且 7 在 三 个 变节 M,N 和 的 每 一 个 中 都 是 自然 的 . 

证 明 由 

[Ir (om) : n> [a(n)|(m) 

Sil n AYRE. 证 明 的 细节 留 作 练习 . 口 

因为 下 述 命题 ， 所 以 我 们 经 常 说 张 量 积 满足 结合 律 . 

20.8 命题 对 于 模 的 每 个 三 元 组 (MR，RWs，sN), 存在 由 

v:m@r(w@sn)+ (mBRY) sn 
定义 的 同 构 
v : M @r(W 8s N) (M BRW)®sN, 

FH v EZTEN M, W 和 N 的 每 一 个 中 都 是 自然 的 . 

证 明 对 于 每 个 me M, 映射 Bm : W xN > (M 8rW) 8s N,Bm(w,n) = 
(M@rw) Bsn 是 5 -平衡 的 . 从 而 对 于 每 个 ne M, 存在 唯一 的 同 态 


Vm : W 8s N > (M 8R W) 8s N 


使 得 
OD wi Qs ni) = Lm BR wi) Bs ni). 


1 (mJ wi @s ni) = Um(D wi 8s ni) 


定义 的 映射 7: M x (W 8s N) > (M 8R W) gs N 显然 是 R- 平衡 的 . 因此 存在 同 
5 


v: M 8r (W 8s N) > (M @&R W) 8s N 
使 得 


v(m 8r (w 8s n)) = Um(w 8s n) = (m BR w) s n. 
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类 似 地 ， 存 在 同 态 
LMUwN = H: (M Br W) 8s N > M Ba (W Qs N) 
使 得 
A((m ®R w) Bs n) = mR (w @g n). 


现在 易 证 是 v 的 逆 ， 因 此 wv 是 同 构 . 假设 了: Mr > Mh, 则 图 表 
(M@nW)@s3N——-G@W)@N _, (M' @nW)@5N 


HMWN, HM'WN 

Men (W@sN)N——L2W®N) Men(yesN) 
可 交换 ， 因 此 a 在 M 中 是 自然 的 ,为 了 完成 证 明 只 需 验 证 4 在 W 和 N 中 的 自然 
tE. o 

如 果 RUr 和 sWr 是 双 模 ， 则 存在 两 个 函 子 
Homa(U, Homs(W,..)): sM— rM 
和 
Homs((W 8r U),-): sM > rM. 


如 果 部 把 它们 看 作 到 范畴 zM 的 函 子 ， 则 它们 是 自然 同 构 的 (20.6). 事实 上 ， 作 为 
到 rM 的 函 子 它们 是 同 构 的 ， 为 了 证 明 这 一 点 只 需 证 明 对 于 每 个 N es M, 


$= duwn : Homa(U, Homs(W, N)) + Homs((W Sp U), N) 


是 一 个 了 - 同 态 . ÈT- 同 态 实际 上 是 这 些 模 上 的 7- 作用 定义 的 一 个 平凡 扒 
论 ， 而 且 它 也 是 (20.4.2) 和 下 面 事实 的 一 个 推论 :4 在 函 子 


Homp(_,Homs(W,N)): RM > Mz 
Homs((W@r_),N): RM > Mz. 
定义 了 一 个 自然 同 构 ， 当 然 ， 类 似 的 讨论 可 应 用 到 其 它 变 量 以 及 (20.7), (20.8) 中 的 
自然 变换 上 去 . 
给 了 自然 变换 n: F >C, 我 们 通常 涉及 使 得 n 是 同 构 (或 仅 是 单 的 或 满 的 ) 


的 那些 模 M. 下 个 引 理 告诉 我 们 满足 上 述 条 件 的 模 类 关于 有 限 直 和 和 直 和 项 是 封 
闭 的 . 
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20.9 引 理 设 C 和 D 是 环 玉 和 35 上 左 或 右 模范 畴 的 完全 子 范畴 ， 下 和 G 是 
从 CC 到 DD 的 加 法 函 子 . Rn: F -G 是 自然 变换 .如果 


0> M'-~®>~M-@—>M"=0 


在 C 中 是 可 分 正 合 的 ， 则 nx 是 单 同 态 ( 满 同 态 ) SENA mw, 和 nner 都 是 单 同 态 
S). 


证 明 由 
0>M'-@®>M-@>M"=0 
和 
0+ M"-S8>M-@®>M'30 
可 得 交换 图 表 
0— F(M') - @—+ F(M) - @— F(M")— 0 
7M 7M} nmi 
m 0— G(M')- @— G(M)-@— G(M")}— 0 
0— F(M")}-@— F(M) - @—~ F(M')— 0 
nm} nm nM 
0— G(M")- @-+ G(M)-@— G(M’) —+ 0 
由 (16.2) 可 得 , 它们 的 行 是 可 分 正 合 的 . 口 


现在 由 (20.9) 可 推出 如 果 nm，,… ,nm 是 同 构 ， 则 noom, 亦 然 ， 因 此 如 
果 na 是 同 构 ， 则 对 于 每 个 有 限 生成 的 投射 ROBE P, np 亦 然 .利用 这 个 事实 我 们 有 
下 面 两 个 自然 同 构 : 

20.10 命题 ATH sP, sUr A rN, 存在 由 


n(Y Sr n) : p> (p) @rn 
定义 的 同 态 
n: Homs(P,U) BrN + Homs(P,(U ®r N)), 


EHE P, U AlN 中 都 是 自然 的 ， 如果 sP 是 有 限 生成 投射 模 ， 则 n 是 同 构 . 
证 明 易 证 ?是 Zr- AS, 并 且 7 在 PU 和 N 中 都 是 自然 的 . 现在 对 于 每 个 
sUr 和 TN, 由 (20.1.1) 和 (20.5.3) 我 们 有 


Homs(S,U) ®r N =U @r N = Homs(S,(U &r N)), 


7Srn (1) Orne p(y(1) 8r n). 
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对 于 一 切 se 3S, 有 
nly 8r n)(s) = 7(s) @r n = s(7(1) Br n) 
= [p(¥(1) 8r 1)](s). 


从 而 
n : Homs(S,U) Br N > Homs(S,(U &r N)) 


是 同 构 的 合成 ， 因 此 它 本 身 是 同 构 .从 而 由 (20.9) 和 (17.3) 得 ， 对 于 每 个 有 限 生成 
投射 模 sP, 


n: Homs(P,U) &r N — Homs(P,(U 8r N)) 


是 同 构 . 口 
20.11 命题 给 了 模 Pr, TUR M rN, 存在 由 


v(p 8r 7) : ô = y(5(p)) 


定义 的 同 态 
v : P 8r Homr(U,N)— Homr(Homa(P,U), N), 
并 且 它 在 PU ALN 中 都 是 自然 的 .如 果 Pr 是 有 限 生成 投射 的 ， 则 ”是 同 构 ， 口 
U - 对 偶 函 子 


设 aUs 是 双 模 ， 则 每 对 反 变 加 法 函 子 
Homa(-, RUs): RM 一 Ms 和 Homs(-, RUs): Ms 一 RM 
称 为 7 - 对 偶 的 .为 了 简便 我 们 用 


O° = Hom(-, rUs) 
表示 这 些 函 子 中 的 任 一 个 ， 因 此 如 果 Mi -L M2 在 rM 中 ， 则 
m- mi 
在 Ms 中 , 并 且 
met my 


在 RM 中 . BEM" 称 为 M 的 U -对 偶 , 映射 广 称 为 的 U -对 偶 .M* 和 f** 也 分 别 
称 为 M 和 f 的 WIHA. 对 于 RM 中 或 Ms 中 的 每 个 M， 


lom(m)](7) = Ym) (me M,y€ M*) 


定义 了 赋值 映射 
om: M >M". 
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易 见 ， 如 果 M < RM, 赋值 映射 cr 是 R- ALAS; 如 果 M EMs, om 是 3 - 同 态 . 
而 且 如 果 Mi -万 M , 则 对 于 一 切 me Mi, YEM3, 有 


[(one(m)o) = (own)o 产 )) 
= [om (m)\(v0 f) = F (m) 


= [om (F(m))\)- 
因此 图 表 f 
Mı M2 
OM] | 
Mf up 


可 交换 ， 从 而 赋值 映射 产生 了 自然 变换 
o:lam > (()*)* 
和 
a: Ims > (0. 
称 模 M 是 U - 自 反 的 , 如 果 om ER. 如果 om 是 单 同 态 ， 则 M 是 U -无 扭 的 . 
模 M 是 U -EHRAM U 上 生成 M. 事实 上 由 om 的 定义 我 们 有 m e 


ker om 当 且 仅 当 对 于 一 切 y: M >U, me Ker y. 也 就 是 说 
20.12 命题 设 rUs 是 双 模 ,M EZ R- RE S-A, W 


Ker om = Rejm(U). 口 


对 于 自 反 性 ， 我 们 没有 使 用 方便 的 检验 方法 ， 然 而 ， 由 引 理 (20.9) IU - H 
模 类 关于 直 和 项 和 有 限 直 和 封闭 . 
20.13 命题 设 M 汪 Mi@.…@ Mn, 则 M 是 U- 自 反 的 (无 扭 的 ) sia 
个 Mi,…, Mn 都 是 U - 自 反 的 (无 扭 的 ). 
20.14 命题 设 rUs 是 双 模 ， M 是 RM 中 的 模 或 是 Ms 中 的 模 ， 则 
(1) of oom: = Ime. 
(2) M* J& U -无 扭 的 . 
(3) WMR M ÆU - 自 反 的 ， 则 M* 是 U- 自 反 的 . 
证 明 首先 观察 ox- : M* > M*** Ail oj, : M*** 一 M SR y © M*, WUT 
一 切 me M, 有 
oi (om Nm) = (com) oom)(m) 
= [om(m)\(y) 
=7(m). 
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这 便 证 明了 (1). 由 (1) 可 得 om- 是 (可 分 ) 单 同 态 .因此 (2) 也 成 立 .对 于 (3), 假设 om 
是 同 构 . 因此 of, 亦 然 . 由 (1) 可 推出 om- 是 同 构 . 口 
对 于 正则 模 RR Al Ss 的 自 反 性 ， 存 在 一 个 有 用 的 检验 方法 . 
20.15 命题 BL rUs 是 双 模 ， 


à : R > End(Us) 


是 左 乘法 ， 则 orr Fe BMS H ANWR. 
证 明 由 (20.1) HFE R - 同 构 


py :U > Homp(R,U) = (RR). 
由 自然 性 (20.4.2) 得 pr 也 是 5 - 同 构 . 因此 由 于 ( )* 是 函 子 ， 从 而 


Pù : (aR)™ > (Us)* 


是 同 构 ， 又 由 
Py (or(r))(u) = or(r)(pu (u)) = pu(u)(r) = A(r)(u), 
得 
py oor =». 口 
20.16 推论 H RUs 是 双 模 , W RR 和 Ss JEU - 自 反 的 当 上 且 仅 当 RUs 是 忠实 
平衡 双 模 . 口 


RRa 对 偶 是 最 重要 的 对 偶 之 一 .我 们 将 用 
() = Homa(-,R) 


RERE. ME 是 域 ，( )® RTT ABA, 它 来 自 线性 代数 的 向 量 空 间 对 偶 . 
如 果 e 是 R 中 的 等 等 元 ， 正 如 在 命题 (4.6) 中 所 见 ， 


Re® ~eR, Re®® ~ Re. 


更 一 般 地 ， 应 用 前 面 的 结果 我 们 有 

20.17 命题 设 尸 是 有 限 生成 投射 R- 模 ， 则 

(1) P dé R- AA, 

(2) PS 是 R 上 有 限 生成 投射 模 . 

证 明 假设 已 是 有 限 生 成 投射 左 R- BE. 则 由 (17.3) 知 存在 已 和 n 使 得 
P@P'= RR, th (4.11) HA: R > End(Rr) 是 同 构 .因此 由 (20.15) 和 (20.9) 
可 推断 PJER- 自 反 的 ， 而且， 


0 p PP =(PS P'e = (R™)® = (REM & RO 
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因此 Pe 是 有 限 生 成 投射 右 尺 - BR. 口 


练习 20 


1. KRC,DAE Si, F,F',F”:C— DA G, G:DE RAT. iE: 
Q) WR n: FF Ap: F > FY 是 自然 变换 ( 同 构 ), 则 它们 的 “合成 ”jon: 下 一 
F", (won) = pm onm 亦 然 . 
(2) MR n: FF F RURE, WER S n: F (an = (nw) 是 自然 
同 构 . 
(3) F&F; FSF's F&F; FEF 有 EF 
(4) F&F, HGG >GoF2G' oF. 

2， 设 中 是 交换 环 , 证明， 对 于 每 个 M E RM, 从 RM 到 RM 的 函 子 (MG@R_) 和 (-@RM) 
是 同 构 . 

3. He: R 一 5 是 环 同 态 ， 因 此 由 9 我 人 有 双 模 RSs 和 sSR. 设 Fy: sM 一 RM 是 由 内 
诱导 的 环 函 子 的 变换 (练习 (4.15) 中 的 ). 考虑 从 RM 到 sM 的 孙子 


Pl > P= FP". 


Te =(sS@r_), He = Homr(eSs,-). 


证 明 : 
(1) Homs(sSr,-) = Fs (rRS®s_). 
(2) 如 果 o 是 满 射 ， 则 To o Fy = 1sm S He o Fy. 
4. 设 C 和 D 是 模范 畴 ， 其 中 D 关于 直 和 和 直 积 封闭 . 设 (Fa)aea 是 从 C 到 D 的 相同 变量 
的 函 子 的 指标 集 ， 由 


BaFa : M+ BaFa(M) ®a Fa: f > BAFa(f) 
e:m- jjam = J[ mse Trin 
4 A A A 


定义 了 从 C BD 的 @aFa 和 Ta Fa- WEH: CAFa MT], Fo 是 加 法 函 子 , An: 
@a Fa > JIa Fs 是 自然 变换 ， 其 中 nw : @aFa(M) 一 [4 Fa(M) 是 包含 映射 

5， 设 C 是 RM 的 完全 子 范畴 ， 焉 : C 一 C 经 n:lc> F RW FAULT FX 1c. WEH: 
对 于 一 切 M,N €C, F 的 限制 F: Homa(M,N) 一 Home(F(M), F(N)) 是 同 构 ， 对 于 
每 个 ge omn(P(M),FCN)), 它 的 逆 由 g 一 ny ogonm 给 出 . 

6， 设 C 是 RM 的 完全 子 范畴 ， rUs 和 RVs 是 双 模 ， RU 和 RV 都 在 C 中 . 考虑 从 CC 到 
sM WRT Homa(Us,- ) 和 Homa(Vs,- ) 以 及 从 C 到 Ms ARF Homr(-, Us) 和 
五 oma(-,YSs). 证 明 : 
(1) HER 6 : Homa(Us,- ) 一 Homa(Vs,- ) 是 自然 同 构 , 则 pu(1v):V 一 U 和 $y!(1v): 
U > V SHG (R, S) - 同 构 . 
(2) 如 果 9: Homa(-,Us) 一 Homa(-,Vs) 是 自然 同 构 ， 则 rUs% RVs. 

7 KCAD 分 别 为 aM 和 sM 的 完全 子 范畴 ，T:C 一 D 和 五 :C >D 是 加 法 共 变 函 
F. PTE H 的 左 伴随 ,H 是 了 的 右 伴随 , 或 称 (T, H) 是 伴随 对 , 如 果 对 于 每 个 M e C 
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10. 


11. 


ALN €D, FE Z- 同 构 
$= ġmn : Homr(M, H(N)) — Homs(T(M), N), 


它 在 M ALN 中 是 自然 的 .证明 : Kan 定理 的 下 个 内 容 : 

(1) WÈ T A T 都 是 H 的 左 伴随 ， 则 了 ST’. | 提示 : 练习 (20.6).] 

(2) C= RM,D = sM, (T, H) 是 伴随 元 素 对 ， 设 sUr 是 标准 双 模 sUr = T(RRR). 
SW H = Homs(Ur,-), T S (sU @R -). 特别 地 ， 如果 H' 是 了 的 右 伴随 W HS H'. 
PRIMER T: RM 一 sM 是 忠实 的 , 如 果 由 TA) = 0 可 推出 f = 0. 因此 例如 ， 如 果 
RC 是 上 生成 子 ， 则 Homa(_,C) 是 忠实 函 子 . H H: sM 一 RM 是 了 : RM 一 sM 
的 右 伴随 ( 见 练习 (20.7))). 证 明 : 

(1) 如 果 sN 是 内 射 的 ,T 是 正 合 的 , 则 RH(N) 是 内 射 的 。 [提示 : 函 子 Homa(-, H(N)) 
是 正 合 的 :] 

(2) 如 果 sN 是 上 生成 子 n H(N) 是 内 射 的 ， 则 TESH. 提示: (18.14).] 

(3) 如 果 sN 是 上 生成 子 ,T 是 忠实 的 ， 则 RH (N) 是 上 生成 子 . 

(4) 如 果 RH(N) 是 某 个 sN 的 上 生成 子 ， 则 是 忠实 的 . 

(5) 如 果 RM 是 投射 的 , 妃 是 正 合 的 ， 则 sT(M) 是 投射 的 . 

(6) 如 果 RM 是 生成 子 ,s T(M) 是 投射 的 ， 则 H 是 正 合 的 . 

(7) 如 果 RM 是 生成 子 ,H 是 忠实 的 ， 则 sT(M) 是 生成 子 . 

(8) 如 果 sT(M) 是 某 个 RM 的 生成 子 ， 则 H 是 忠实 的 . 

给 了 模 Ns 和 rUs, 利用 命题 (20.7) 的 同 构 


Homa(-, Homs(N, rUs)) ¥ Homs(N, Homa(-, rUs)) 


证 明 : 

(1) 如 果 Ns 是 投射 的 ,RU 是 内 射 的 ， 则 Homs(NN,r Us) 是 内 射 的 . 

(2) MR Ns 是 生成 子 ， Homs(N，RUs) 是 内 射 的 ， 则 RU 是 内 射 的 . 

(3) MR Ns 是 生成 子 ,RU 是 上 生成 子 ， 则 Homs(N, rUs) 是 上 生成 子 . 
(4) 如 果 Homs(N, rUs) 是 上 生成 子 ， 则 RU 是 上 生成 子 . 

给 了 模 sN 和 RWs, 利用 命题 (20.8) 中 的 同 构 


(- 8r (W 8s N)) = ((- Br W)®s N) 


证 明 ， 

(1) 如 果 sN 是 平坦 的 ， aW 是 平坦 的 ， 则 RW @s N 是 平坦 的 . 

(2) 如 果 SN 是 完全 忠实 的 ， RW @s N 是 平坦 的 ， 则 RW 是 平 志 的 - 

(3) 如 果 SN 和 RW 都 是 完全 忠实 的 ， 则 RW @s N 是 完全 忠实 的 . 

(4) 如 果 RW Ss N 是 完全 忠实 的 ， 则 RW 是 完全 忠实 的 . 

Beran € Pr, fit, fn € P* = Home(P,R). 证 明 ，(z1,…,zn), (fares fa) 是 
Pr BIUREM HI (fi, fn), (o(z1),…,o(zn)) 是 RP” 的 对 偶 基 (练习 (17.11). 
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12. 


13. 


17. 


18. 


BE ()° 表示 RRa 对 偶 ， 因 此 Me = Homa(M, R). 对 于 每 对 右 R— Npr, Mr, 存在 映 
射 
0: N @r MÊ? — Homr(M, N) 
使 得 O(n 2 y) : m 一 ny(m). 证 明 : 
(1) 62 Z- 同 态 并 且 在 M 和 N 中 是 自然 的 . 
(2) 下 列 等 价 ， 
(a) PR 是 有 限 生 成 投射 模 ; 
(b) 6: (P @r(_)®) 一 Homa(-,P) 是 自然 同 构 ; 
(c) 0:(-@RPS) 一 Homa(P,- ) 是 自然 同 构 ; 
(d) 0: P@R P? 一 Homa(P, P) Jz Z - 同 构 . 
HER: (a) > (b). 设 (zi), (fi) 是 Pr 的 基 ，g € Home(M, P), W g = 0(D, (zi @ fag). 
MR OE; yy @ ry) = 0, 则 根据 对 偶 基 可 推断 


Ly ey = Vere YS fo)=> (cieo0=0. 


(d)=>(a). 考虑 0- (1p) 和 对 偶 基 引 理 (练习 (17.11)).] 

证 明 ， 每 个 有 限 表现 平坦 模 都 是 投射 的 ， 特 别 地 ， Noether 环 上 的 每 个 有 限 生 成 平坦 模 都 
是 投射 的 ， { 提 示 : 设 Pe > Pi 一 Ve 一 0 是 正 合 的 ， 其 中 PAPER WAR 
FV @r(~)* 和 Homr(-, V) 以 及 练习 (16.4) 和 (20.12).] 

WER]: 环 RE von Neumann 正则 的 当 且 仅 当 每 个 有 限 表现 左 R- 模 都 是 投射 的 ， [提示 : 
练习 (19.16).] 

(1) 证 明 ， 如 果 RE 是 内 射 的 ,了 是 RR 的 理想 ， 则 Homa(Ir, E) EE/rs(1). 

(2) 证 明 : 如 果 RR 是 右 Artin 环 ， 且 是 左 遗 传 的 ， 则 它 是 右 遗 传 的 。 ”提示 : 练习 (20.13), 
(19.14) 和 (18.10)]. 


， 设 RUs 是 双 模 ， RR(U) 表示 U HEZ R- 模 的 类 . 则 RAV) 关于 有 限 直 和 和 直 和 项 


(20.13) 封闭 . 设 

0 一 R 天 一 AM 一 RN 一 0 
是 正 合 的 ， 证 明 ， 
(1) 如 果 aU 和 Us 是 内 射 的 ， N 是 U - 无 扭 的 ， 则 M 是 自 反 的 当 且 仅 当 KORN 都 是 
自 反 的 . 
(2) 如 果 RU 和 Us AUN, RU 是 上 生成 子 , W RAU) 关于 子 模 , 满 同 态 象 和 扩张 (由 
RAV) 中 的 模 得 到 的 模 扩 张 ) 封闭 . 
B CA D Æ RM 和 sM 的 完全 子 范畴 . 设 FA G 是 从 CED 的 加 法 函 子 ， 而 且 它们 
保持 直 和 . Bn: F > G 都 是 自然 变换 ， (Ma)aca 是 C 中 的 指标 类 ， 直 和 (M, (ta)aca) 
在 C 中 . 证 明 :nm 是 同 构 当 上 且 仅 当 每 个 nm, (a € A) 都 是 同 构 . 
设 RP 是 有 限 生成 投射 的 ,S = End(xP), 设 C(P) 表示 RM 的 完全 子 范畴 ， 它 的 对 象 是 
模 M 使 得 存在 集合 X 和 YY 以 及 正 合 列 


P) 一 PCO 一 M 一 0. 
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WEA: WR H = Home(P, -),T=(P@s -), 则 
H : C(P)— sM, T: sM—C(P). 


并 且 这 些 函 子 定义 了 范畴 的 等 价 性 ， 即 HoT% 1sm, To H X cp) [提示 ， 函 子 的 第 一 
个 同 构 可 有 (20.10) 得 到 ， 第 二 个 可 由 练习 (6.3) 和 五 项 引 理 得 出 .} 


六 章 模范 畴 的 等 价 和 对 偶 


到 目前 为 止 ,我 们 的 重点 一 直 在 用 环 所 具有 的 模范 畴 来 研究 环 ， 即 根据 环 可 以 
用 Abel 群 的 自 同 态 环 进行 表示 来 研究 它 ， 我 们 将 看 到 ， 单 Artin 环 的 Wedderburn 
定理 可 以 陈述 为 , 环 RJE Artin 的 当 且 仅 当 对 于 某 个 除 环 D, 范畴 RM “等 同 于 ” 
范畴 DM. 另 一 方面 ， 如 果 D 是 除 环 ， 则 初等 线性 代数 的 对 偶 理论 断定 ， 有 限 生成 
E D- 向 其 空间 的 范畴 DFM 和 有 限 生 成 右 D- 向 量 空间 的 范畴 FMD 彼此 “对 
偶 ”. 

DFM 和 了 MP 是 两 个 相关 的 一 般 理论 的 例子 ， 它 们 对 于 环 和 模 的 研究 十 分 重 
BE. 虽然 我 们 没有 在 有 关 范 畴 和 函 子 的 内 容 中 研究 它们 ,但 是 它们 的 重要 性 和 简明 
性 是 显然 的 ,范畴 DFM 和 FM 的 主要 工作 是 由 Moritaj58a] 完成 的 ， 本 章 我 们 
将 涉及 包括 有 时 称 为 “Morita 定理 ”的 基本 理论 . 


821. 等 tf 环 
设 C 和 D 是 任意 范畴 ， 称 共 变 函 子 
FESD 
是 范畴 等 价 , 如 果 存 在 函 子 (一 定 是 共 变 的 ) 
G:D-C 


和 自然 同 构 
GFslc , FG= 1p. 


有 此 性 质 的 函 子 G( 也 是 范畴 等 价 ) 称 为 FY 递 等 价 . 称 两 个 范畴 是 等 价 的 , 如 果 
存在 从 一 个 到 另 一 个 的 范畴 等 价 ， 如果 C 和 D 是 等 价 的 ， 我 们 记 为 


C=D. 


易 证 这 定义 了 一 切 范畴 类 上 的 等 价 关系 ( 见 练习 (21.2))- 

对 于 本 节 的 剩余 内 容 (不 包括 练习 ), 我 们 感 兴趣 的 是 限制 在 模范 时 上 的 内 容 . 
从 而 ， 我 们 将 采用 早期 的 约定 ， 假 设 这 些 范畴 之 间 的 一 切 函 子 都 是 加 法 的 ， 从 而 对 
于 两 个 这 样 的 等 价 范畴 ， 一 定 存在 从 一 个 到 另 一 个 的 加 法 等 价 . 


$21. 等 tt 环 +245 . 


定义 和 记 法 
称 两 个 环 RA S 是 (Morito) 等 价 的 , 并 且 简 记 为 
R&S, 
如 果 
RM% sM, 


即 如 果 有 这 两 个 模范 畴 之 间 的 加 法 等 价 ， 正 如 我 们 将 在 822 中 所 见 ， 范 畴 RM 和 
SM 是 等 价 的 当 且 仅 当 Ma 和 Ms 是 等 价 的 . 

由 于 成 对 环 的 等 价 性 质 的 讨论 需要 许多 概念 ， 从 而 避免 在 一 个 地 方 聚合 太 多 
的 术语 是 明智 的 . 

21.1 BER ALS 是 一 对 等 价 环 ， 特 别 地 ， 假 设 

(1) F:rM— sM 和 G: sM—> pM 
是 互 逆 (加 法 ) 等 价 ， 尤 其 有 ， 


GF =1,m, FG 1M. 


即 存在 自然 同 构 

(2) nN:GFo1leM Al ¢: FG > lsm. 
就 7 而 言 ,这 是 指 (820) 对 于 每 个 rM, 存在 RM 中 的 同 构 nm : GF(M) 一 M 使 得 
对 于 RM 中 的 每 对 M, M' 和 每 个 了: M 一 M', 图 表 


m———£—__- 
(3) nM| nM! 
GF(M) —GFO_. cF’) 


可 交换 (当然 ， 对 于 有 平行 的 理论 ). 现在 对 于 RM 中 的 每 个 RM 和 sM 中 的 每 
个 sN, 存在 忆 - 同 态 


w $= oun : Homs(N, F(M)) + Homa(G(N), M) 
0 = Oun : Homs(F(M), N) > Homp(M,G(N)), 
它们 分 别 被 定义 为 
ġmn : y> m ° GY) 


Oun : ô= G(6) o nir- 
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自然 同 构 ¢ 确定 了 类 似 于 o 和 9 的 一 对 同 态 . 然而 , 我们 不 需要 引入 特殊 的 记 法 . 
实际 上 ， 关 于 nm ,by ,gwN 和 On 的 定义 域 ， 几 乎 不 存在 任何 真正 的 歧义 .从 
而 ， 多 数 时 候 我 们 都 略 去 下 标 . 

WR Ra S, 则 RM 和 sM 的 性 质 “ 在 同 构 的 范围 内 ”是 相同 的 ; 由 上 面 的 (3) 
知 这 是 有 道理 的 . 为 了 扩展 它 我 们 首先 证 明 : 

21.2 命题 WF: RM — sM 是 范畴 等 价 , 则 对 于 RM 中 的 每 对 M 和 M’, F 
在 Homr(M,M') 上 的 限制 是 Abel 群 同 构 


F :Homa(M,M') > Homs(F(M), F(M’)) 


使 得 F(f) 在 sM 中 是 满 同 态 ( 单 同 态 ) 当 且 仅 当 f 在 kM 中 是 满 同 态 (AAS). 
而 且 ， 如 果 M #0, 则 限制 


F : End(gM) > End(sF(M)), 
是 环 同 构 . 

证 明 由 于 下 是 加 法 函 子 ， 从 而 这 些 限制 是 Abel 群 同 态 . 由 (20.3) IF: 
End(RM) 一 End(sF(M)) ERAS. 为 了 完成 证 明 ， 我 们 将 采用 (21.1) 中 的 记 
法 ， 显 然 对 于 RN 中 的 每 对 M A M’, 由 

H : g > nMG(gna 
定义 的 
H : Homs(F(M), F(M’)) > Homa(M, M’) 
2Z-MAS. 而 且 ， 它 是 单 同 态 ， 这 是 因为 如 果 五 (g) = 0, W G(g) = 0, 因此 


g= Crim G9) ela) =0. 
现在 ， 对 于 一 切 f © Home(M, M’), 有 
HF(f) =nwGF(f)mg = f- 


这 便 得 出 H 是 满 同 态 . 从 而 瓦 是 同 构 , 它 的 道 为 F. 所 以 下 为 同 构 . 显然 由 (21.1.3) 
可 得 f 是 单 同 态 ( 满 同 态 ) 当 且 仅 当 GF(f) 是 单 同 态 ( 满 同 态 ). 因此 假设 / 是 单 同 
态 ， 对 于 sM PHRA h, 有 


F(f)h = 0. 


由 于 G 是 加 法 函 子 ，GF(f) 是 单 同 态 ， 从 而 GF(f)G(h) = 0, 因此 G(h) = 0. 于 是 
有 FG(h) = 0. 这 样 对 于 4, 由 (21.1.3) 的 情形 可 得 h = 0, 从 而 FF(f) 是 单 的 (3.4.4). 
余下 的 证 明 是 完全 类 似 的 ,我 们 省 略 它 . Oo 


52.48 价 环 .247 ， 


基本 引 理 


关于 等 价 环 ， 一 个 十 分 重要 的 事实 是 : (21.1) 中 的 同 态 M 0 是 自然 同 构 ， 即 
(21.1) 中 的 元 素 对 (G, F) 和 (已 G) ERTH 伴随 对 ( 见 练习 (20.7)). H F A G 
的 伴随 关系 给 出 了 很 好 的 性 质 ， 我 们 可 以 从 下 面 的 引 理 看 出 这 一 点 . 

21.3 引 理 RAS 是 等 价 环 ， 则 在 (21.1) 的 记 法 中 ， 同 态 


$ : Homs(N, F(M)) + Homa(G(N), M) 


0 : Homs(F(M), N) 一 Homp(M, G(N)) 
是 同 构 ， 并 且 在 每 个 变量 中 它们 是 自然 的 ， 特 别 地 ， 对 于 每 个 
y€ Homs(Ni, F(Mi)), 6 € Homs(F(Mz), N2) 


4 € Homp(G(Ni), Mı), be Homr(M2, G(N2)) 
和 每 个 
h: Mi 一 Ma, k: Na 一 Ni 

我 们 有 

(1) O(F (A)yk) = hb(y)G(k), 

(2) 0(k5F(h)) = G(k)O(6)h, 

(3) 97 (RIG(k)) = F(h)O~? (F)k, 

(4) 9- (G(k)h) = kO-1 (6) F(h). 
最 后 ， o0) 是 单 同 态 ( 满 同 态 ) 当 且 仅 当 7 是 单 同 态 ( 满 同 态 )，0(6) 是 单 同 态 ( 满 
同 态 ) 当 且 仅 当 6 是 单 同 态 ( 满 同 态 ). 

证 明 由 (21.2) 知 ,G ASA Z- 同 态 


G : Homs(N, F(M)) — Homr(G(N),GF(M)) 


是 同 构 ， 由 于 nm : GF(M) 一 M 是 同 构 ， 从 而 
Homa(G(N), nm) : Homr(G(N), GF(M)) > Homa(G(N), M) 
亦 然 ( 见 (16.2)). 这 样 ， 由 于 少 是 两 个 映射 的 合成 ， 从 而 
$: Homs(N, F(M)) 一 Hompr(G(N), M) 
2 Z- 同 构 BRE h ky 是 题 设 已 给 的 ， 


O(F(h)yk) = nm GF(h)G(Y7)G(k) 
= nm GF (hn nm G(Y)G(k) 
= ho(y)G(k). 
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这 样 知 6 是 同 构 . 类 似 可 证 等 式 (2),(3) 和 (4) 成 立 . 等 式 (1) 和 (2) BAK o AO EM 
入 中 都 是 自然 的 例如, Wek = lw, 由 (1) 可 得 对 于 RM 中 的 每 个 Mi Mz, 图 
# 


Homs(N, F(M;)) —Homs\N.FQ) jroms(N, F(Ma)) 


Pun Oman 


Homa(G(N), Mz) —Homa(GW).h) Homa(G(N), Ma) 

可 交换 . 

关于 最 后 的 推断 ， 设 ye Homs(N, F(M)), 则 6() = nm 0 GO). 因为 mr 是 同 
构 ， 从 而 GO) 是 单 同 态 ( 满 同 态 ) 当 且 仅 当 6(7) 是 单 同 态 ( 满 同 态 ) 由 (21.2) 得 
Gy) 是 单 同 态 ( 满 同 态 ) 当 且 仅 当 7 是 单 同 态 ( 满 同 态 ). 

Oo 

附注 ”应 该 看 到 ， 我 们 可 以 利用 4 和 9 把 aM(sM) 中 的 某 个 图 表 “ 变 成 * 

sM(aM) 中 相应 的 图 表 ， 例 如 ， (21.3.1) 表明 合成 


N,——1_--. F(m)) 


i F(h) 
MENR ey) 


可 以 由 尹 变 成 
am) 一 $0 — yy, 


Gtk) h 
G(N2) PEM) ny, . 
等 价 所 保持 的 性 质 


现在 我 们 证 明 范 畴 等 价 的 基本 性 质 、 首 先是 范畴 等 价 “ 保 持 正 合 性 ”. 
21.4 命题 KP: RM 一 sM 是 范畴 等 价 ， 则 序列 


o— mL. M-L- M" 0 
在 RM 中 是 (可 分 ) 正 合 的 当 且 仅 当 序列 


o— rm FO. rm. ray — 0 
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在 sM 中 是 (可 分 ) 正 合 的 . 
证 明 ”我 们 将 运用 (21.1) 中 的 记 法 . 由 于 7 是 自然 同 构 ， 从 而 图 表 


o—— M' f -M g >M" -0 
ni 
o— crm) SEUL. arm) LED. crn —+ 0 


可 交换 ， 其 中 一 个 行 是 (可 分 ) 正 合 的 当 且 仅 当 另 一 行 是 (可 分 ) 正 合 的 ， 因 此 ， 为 
了 完成 证 明 只 需 证 明 F 保持 (可 分 ) 短 正 合 列 . 由 于 F 是 加 法 函 子 ， 从 而 “可 分 ” 
部 分 可 由 (16.2) 得 到 ， BE 


0— ML M-L- M0 


在 RM 中 是 正 合 的 ， 则 由 (21.2) 得 FU) 是 单 同 态 ，F(g) EMAS, H F(g)F(f) = 
F(gf) = 0. 因此 只 剩 下 Ker F(g) C Im F(f) 的 证 明 . 设 K = Ker F(g), ix : 
K 一 F(M) 是 包含 映射 ， 则 对 于 9(ik) : G(K) > M, 由 (21.3.1) 得 gp(ik) = 
gF(9g)ik) = 0. 从 而 有 Im o(ix) C Ker g = Im f. 由 因子 定理 (3.6.2) MFE 
F € Homr(G(K), M’) 使 得 fy = plik). 现在 应 用 (21.3.3) 我 们 有 

ix =o (f7) = F(/)O"*@), 
因此 Ker F(g) = Imig C Im F(f). 口 

21.5 命题 ULF: aM sM 是 范畴 等 价 ， 则 

(1) 元 素 对 (M, (pa)aca) 是 (Ma)aea 的 直 积 当 且 仅 当 (F(M), (pa)aea) 是 
(F(Ma))aca 的 直 积 . 

(2) 元 素 对 (M, (ia)aea) 是 (Ma)aea 的 直 和 当 且 仅 当 (FUM), Flia)aca) 是 
(F(Ma))aca 的 直 和 . 

证 明 ”我 们 只 证 明 (1), (2) 的 证 明 是 它 的 对 偶 . 假设 (M, (pa)ae4) 是 (Moa)aea 
WAR, ME sM 中 存在 同 态 Ja: N 一 F(Ma), WIE RM 中 ， ga 诱导 了 bla): 
G(N) > Ma, 因此 存在 唯一 的 了 : G(N) 一 M 使 得 对 于 每 个 ae A, 9(ga) = paf. 
此 由 (21.3) 得 o> (f) 关于 性 质 : 


ga =$ (Paf) = F(pa)o"(f) (a € A) 


是 唯一 的 . 反之 , 假设 (F(M),(F(pa))aea) 是 (F(Ma))aea 的 直 积 , ME RM 中 存 
在 同 态 ga : K 一 Ma, WE sM 中 ga 诱导 了 了 (go) : F(K) 一 F(Ma). 因此 存在 唯 
一 的 同 态 9: F(K) 一 F(M) 使 得 


F(a) = F(pa)g (ae A). 
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最 后 ， 由 (21.2) 得 存在 唯一 的 ge Homa(K,M) 使 得 F(g') = g, 这 便 完成 了 证 明 . 
口 

21.6 命题 RAS BSH FP: RM 一 sM 是 等 价 环 . BOM, M'A U 是 左 
R- 模 ， 则 

(1) U 是 M - 投射 的 (M - 内 射 的 ) 当 且 仅 当 FU) 是 FF(M) - 投射 的 (FM) - 
内 射 的 ). 

(2) U 是 投射 的 (内 射 的 ) 当 且 仅 当 FU) 是 投射 的 (内 射 的 ). 

(3) U 生成 (上 生成 )M 当 且 仅 当 F(U) 生成 (上 生成 )F(M). 

(4) 是 生成 子 (上 生成 子 )( 忠 实 的 ) 当 且 仅 当 F(U) 是 生成 子 (上 生成 子 )( 忠 实 


Hf). 
(5) 单 同 态 WAS) : M 一 M' 是 本 质 的 (多 余 的 ) 当 且 仅 当 F(f) : F(M) 一 
F(M') 是 本 质 的 (多 余 的 ). 
(6) f: M 一 M' 是 内 射 包 (投射 盖 ) 当 且 仅 当 F(f): F(M) 一 F(M') 是 内 射 包 
(投射 盖 ). 
证 明 ”我 们 仍旧 采用 (21.1) 中 的 记 法 . 对 于 (1), 假设 U 是 M - 投射 的 ， 且 在 
sM 中 存在 图 表 


F(U) 
9 
F(M) + N—~0, 
其 中 f 是 满 同 态 ， 则 o) 在 RM 中 是 满 同 态 ， 因 此 存在 h 使 得 
U 


> Jo 


A 
M -zg CM0 
可 交换 ， 现 在 由 (21.3.4) 得 g = 671(8(g)) = 0- (0(f)h) = FF(h), 从 而 F(U) 是 
F(M) - 投射 的 ， 我 们 路 去 剩 下 的 证 明 . 
(2) 可 由 (1) 得 . 
(3) 是 (21.4) 和 (21.5) 的 一 个 简单 结果 . 
(4) 可 由 (3) 得 (注意 U 是 忠实 的 当 生 仅 当 U 上 生成 一 个 生成 子 (练习 (8.3)). 
(5) 假设 9 : F(M') 一 N 在 sM 中 是 同 态 使 得 gF(f) 是 单 同 态 ， 则 由 (21.3) 知 


GgF(f)) = o(9)f 


是 单 同 态 ， 因 此 如 果 f 是 本 质 单 同 态 ， 则 6(g) 是 单 同 态 (5.13). 从 而 由 (21.3) 知 g 
是 单 同 态 ， 应 用 (5.19) 我 人 有 F(f) 为 本 质 的 、 我 们 略 去 剩 下 的 证 明 
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(6) 可 由 (1) 和 (5) 得. 口 
在 目前 的 讨论 中 一 个 十 分 重要 的 事实 是 等 价 “ 保 持 ” 子 模 格 . 为 了 正式 地 陈述 
这 个 事实 ， 我们 增加 记 法 .如 果 K <M, 我 们 令 


ixem: KM 


表示 包含 单 同 态 . 
21.7 命题 GRA SEREI F: RM > sM 得 到 的 等 价 环 ， 则 对 于 每 个 左 
R- 模 M, 由 


Am: K++ Im Flikgm) 
定义 的 映射 是 从 M 的 子 模 格 到 F(M) 的 子 模 格 的 格 同 构 、 

证 明 因为 己 是 函 子 , 易 见 人 是 保 序 的 ( 见 练习 (16.2)). 另 一 方面 , 采用 (21.1) 
中 的 记 法 ， 对 于 每 个 N < F(M), 定义 

Tm(N) = Im $(ine rm): 
则 Tw 是 从 F(M) 的 子 模 到 M 的 子 模 的 函数 . (21.3.1) 知 Tw 也 是 保 序 的 ， 现 
在 对 于 天 < M, 令 
N =Am(K). 


则 由 于 ER(ik<wr) 是 单 同 态 (21.2), 从 而 存在 同 构 h: F(K) 一 N 使 得 


F(M) 
in<F(M 


N, F(ik<m) 


N 
F(K) 


$lin<rim))G(h) = blingF(mh) = O(F (ixem)) 
=ixcm@( rR); 


可 交换 、 但 由 (21.3) 得 


这 样 ， 由 于 GA) 和 oru) 是 同 构 ((21.2) 和 (21.3)), 就 有 
Tm Am (K) = Im Olingr(my) = Imixem = K. 


下 面 设 N < F(M), B 
K =Tu(N). 
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则 存在 同 构 7 使 得 
GN). Ylingrem)) 
a 
yy 
ikgM 


可 交换 . 应 用 从: 和 (21.3) 得 
incrm) = 9 ‘(ikem = Flixem)o (y). 
因此 ， 由 oo (7) 是 同 构 (21.3), 我 们 有 
AMTM(N) = Im Flixem) = Im ingr(m) =N, 
这 便 完成 了 证 明 . a 

21.8 推论 RA SESI, Fs RM 一 sM 是 范畴 等 价 . 设 M AM! 
是 左 忌 - 模 ， 则 

(1) M 是 单 的 ( 半 单 的 ) 当 且 仅 当 FR(M) 是 单 的 ( 半 单 的 ); 

(2) M 是 有 限 生 成 的 (有 限 上 生成 的 ) 当 且 仅 当 F(M) 是 有 限 生成 的 (有限 上 生 
成 的 ); 

(3) M 是 Artin 的 (Noether 的 ) 当 且 仅 当 F(M) 是 Artin 的 (Noether 的 ); 

(4) e(M) = e(F(M)), Bil M Al F(M) 有 相同 的 合成 长 度 ; 

(5) M 是 不 可 分 解 模 当 且 仅 当 FM) 是 不 可 分 解 模 . 

证 明 它们 中 的 每 个 恰 是 关于 M AFM) 的 子 模 格 的 论断 . 口 

21.9 命题 HRA SEAR, W RR 分 别 是 半 单 的 ， 左 Artin 的 ， 左 Noether 
的 ， 本 原 的 ， 或 根 为 零 的 环 当 上 且 仅 当 5 亦 然 . 

证 明 半 单 的 情形 可 由 (21.8) 和 (13.9) 得 出 。 Artin 和 Noether 的 情形 可 由 
(21.8) 得 出 ， 这 是 因为 由 (10.19) 和 (10.20) 知 环 是 左 Artin 的 (Noether 的 ) 当 且 仅 
当 它 的 每 个 有 限 生成 左 模 是 Artin 的 (Noether H). 对 于 其 余 的 情形 , 由 R 是 本 原 的 
(J(R)=0) 当 且 仅 当 请 有 忠实 单 ( 半 单 ) 模 便 知 . 口 

现在 我 们 应 该 清楚 等 价 环 上 左 模范 畴 本 质 上 有 相同 的 结构 , 而 且 易 见 环 中 的 许 
多 “双边 ”结构 都 是 相同 的 . 

21.10 命题 H RA SERF, W CenR = Cens. 

证 明 采用 (21.2) 中 的 记 法 ， 由 (21.2) 得 RS End(nR) ¥ End(sF(R)). 由 于 
RR 是 生成 子 ， 从 而 sF(R) 是 生成 子 (21.6). 因此 由 (17.9) 得 S 关 BiEnd(sF(R)). 
现在 应 用 练习 (4.6) 可 得 

CenR % Cen(End(sF(R))) 
= Cen(BiEnd(sF(R))) © Cens. 
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21.11 QE HRA SEZI F : RM 一 sM 得 到 的 等 价 环 ， 对 于 已 的 每 
个 (双边 ) A I, & 
®(1) = ls(F(R/1)). 


则 由 
®: I> OI) 


定义 的 映射 是 从 已 的 理想 格 到 S 的 理想 格 的 同 构 . TAL, 对 于 RR 的 每 个 理想 7, 存 
在 等 价 
R/I ~ S$/®(1). 


证 明 ”我 们 仍旧 采用 (21.1) 中 的 记 法 . 如果 了 是 RRE, W F(R/T) 是 左 
5 一 模 ， 因 此 它 的 左 零 化 子 PU) 是 5 的 理想 . 类似 地 ， 如 果 K 是 S 的 理想 ， 则 


T(K) = LR(G(S/K)) 


是 及 的 理想 .下 证 和 工 定义 了 理想 格 的 逆 映 射 .首先 F(R/T) 可 看 作 忠 实 的 S/ 亚 (站 
W, 显然 作为 S- R, F(R/T) EER S/S) (8.22)), S/O(1) 生成 F(R/T). 从 而 
由 (21.6) 知 作为 RR- 模 R/IT 上 生成 G(S/@( 了 )), G(S/®(1)) 生成 R/T. 特别 地 ，R 模 
R/T 和 G(S/(1)) 一 定 有 相同 的 零 化 子 (练习 (8.2)), 即 POD) = 工 类 似 地 ， 对 于 S 
的 每 个 理想 K, 有 OK) = K. TER, WRIA T Je RBA, TC, 则 存在 自 
然 R 满 同 态 R/T > R/T — 0, 从 而 存在 S - 满 同 态 (21.2)F (R/T) > F(R/T') > 0, 
因此 BU) EDU), D 是 保 序 的 ， 类 似 可 证 ， 工 亦 然 ， 从 而 © 是 格 同 构 . 

关于 最 后 的 论断 , Be RA, v: R> RAT 是 自然 环 同 态 ， 则 环 函 子 的 
变换 

To: RM— RM 

是 从 n/M 到 RM 的 完全 子 范畴 Gr(R/T) 的 等 价 ,Gr(R/T) 的 对 象 由 R/T 生成 . 
th (21.6.3) 知 限制 在 Ga(R/T) 上 的 函 子 F 定义 了 等 价 ， 其 中 sM 的 完全 子 范畴 
Gs(F(R/1)) 的 对 象 由 F(R/T) 生成 . 但 我 们 已 经 看 到 , S/(1) 生成 F(R/T), R/T Œ 
R G(S/®(1)), 因此 F(R/T) ER S/S). 从 而 Gs(F(R/1)) = Gs(8/8(1)), a 
们 有 rM =S syou)M. 

21.12 推论 ME Ra 5,R 是 单 的 ， 则 5 是 单 的 . 

21.13 推论 WR F : aM 一 sM Jeff, 则 R/J(R) ~ S/J(S) , J(S) = 
Is(F(R/J(R))). 

证 明 根据 (21.9) 和 (21.11), 我 们 有 RAR PP 是 本 原 的 当 且 仅 当 对 应 的 理 
想 O(P) 是 S 的 本 原理 想 .从 而 由 (21.11) 得 

J(S) = nN{®(P) | PE R 的 本 原理 想 } 
= ®(J(R)) = Is(F(R/J(R))). 
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练习 21 


设 C 和 了 BWM, F, F':C— DAG, G:D—CBLERT, F2 F'G 2G. 
证 明 : 如 果 FAG 是 互 道 等 价 ， 则 F 和 G 是 互 逆 等 价 。 [提示 ， 首 先 求证 FM G 是 互 
WAG. HG: G 一 G An: FG 一 lp 以 及 v :GF 一 1c 都 是 同 构 ， 考 虑 由 ny = nwo 
F(gw) 和 zw =v o brim) EX 1: FG' lp Mv :G'F > 1c] 

VER: 范畴 等 价 这 一 关系 是 一 切 范 栈 类 上 的 等 价 关 系 . HER: 设 C,D,E 是 范畴 ， 
F:C+D,G:D+E, H:D+C, K:E>D 是 共 变 函 子 . thy: HF > le 和 
v: KG 一 1p 是 自然 同 构 ， 求 证 ;mum oH(vF(m)) : HKGF(M) 一 M 定义 了 自然 同 构 .] 
设 C 和 D 是 范畴 . 证 明 : ERF FP: C 一 D 是 等 价 当 且 仅 当 它 是 忠实 的 , 满 的 , 而 且 对 
于 每 个 De D, 存在 C € C 使 得 F(C) & D. [注意 ， 称 下 是 满 的 , MUR F(morc(C,C’)) 
= morp(F(C), F(C')).] 

KEERT F: C 一 D 是 同 构 , 如 果 存 在 共 变 函 子 G : D 一 C 使 得 FG = 1p,GF = Ic. 
如 果 这 样 的 函 子 存 在 , 则 C 和 DEK. 显然 同 构 范畴 是 等 价 的 , 但 反之 不 成 立 . 例如 , 设 RT 
是 单 模 ,C 是 kM 的 完全 子 范畴 ,C 的 对 象 类 是 {T}. HO = {rN | RN ST}, 2 #0. 
BD 是 RM 的 完全 子 范畴 ， 它 的 对 象 类 是 2. 证 明 : C= D, 而 且 C 和 D RAWAM A 
仅 当 多 是 单元 集 . 

BE Ci Al Co 是 范畴 .它们 的 积 是 范畴 C1 x Ca, 它 的 对 象 是 锅 x Ce, AMEE more, xmore,, 
合成 是 积 的 合成 . 证 明 ， 如 果 R 和 Ra 是 环 ， 则 有 


RM x RMA mxRpaM. 


此 练习 是 环 R 与 它 的 每 个 矩阵 环 Mn(R) (n= 1,2,…) 等 价 这 一 重要 事实 的 直接 证 明 ， 这 
一 事实 也 是 下 节 中 等 价 的 一 般 刻 划 的 一 个 直接 推论 ( 见 (22.6)). 设 R 是 环 ,ee R 是 非 零 
MBIT. 令 5 = eRe. 证 明 ， 

(1) 存在 自然 同 态 7 : (Re @s ROR -) 一 lam 使 得 对 于 每 个 RM, 有 


nm : ae ® eb ® m aebm. 


(2) n 是 自然 同 构 当 且 仅 当 ReR = R. 提示 ， (=). 假设 D sjetymj = 0, 1= E; aeb, 
则 
D (sje 8 et; 8 m;) = F laie 8 ebi 8 DY sjetim;)=0, 
了 7 


因此 nm 是 单 同 态 .] 

(3) 如 果 ReR = R, 则 R ~ S = eRe. | 提示 ， 考 虑 函 子 F = (eR@r _):RM > sM 和 
G = (Re®s -):sM 一 AM. 应 用 (和 (2)] 

(4) HFEA n €N, 有 Ra~ M,(R). 

BP: RM sM 是 加 法 共 变 函 子 . 称 F 是 投射 子 (内 射 子 ), 如 果 对 于 每 个 投射 模 RP( 内 
射 模 RQ), CHIR s FCP) 是 投射 的 (sF(@) 是 内 射 的 ). 例如 , 见 练习 (19.10). HG: sM 一 
RM 是 F 的 左 伴随 . 证 明 : F 是 内 射 子 (G 是 投射 子 ) 当 是 仅 当 G 是 正 合 的 (F BES 
的 )[ 担 示 ， 见 练习 (20.8).] 
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8. 


T: 


设 sP 是 双 模 n Qs = Homr(sPr, RRR). 考虑 三 个 函 子 
Fp =(sP@r ):aM— sM, 


Gp =(RQ@s ):sM— RM, 
Hp = Homs(sPr, ):sM— RM. 

(1) 由 (20.6) 得 (Fe, Hp) 是 伴随 元 素 对 . 证 明 Fp 是 投射 子 当 且 仅 当 sP RRNA. [HE 
MR: 练习 (21.7).] 

(2) 证 明 : 如 果 PR 是 有 限 生成 投射 的 ， 则 (Gp, Fe) 是 伴随 元 素 对 ， | 提示: 练习 (20.7(2)) 
和 命题 (21.11).] 

(3) VER: 如果 Pr 是 有 限 生成 投射 的 ， 则 Fp 是 内 射 子 当 且 仅 当 Qs 是 平坦 的 . 

(4) 设 PR 和 sP 是 有 限 生成 投射 的 ， 称 s PR 是 Frobenius 模 ， 如 果 作 为 (R,S) - BU, 有 


Homa(sPr, RRR) = Homs(sPr, sSs). 


WE]: s Pr 是 Frobenius 模 当 且 仅 当 Gp © Wp. 提示: (20.10).) 

(5)s Pr 是 Frobenius 模 . WEH: 如 果 RR 是 内 射 的 (sS 是 内 射 的 ), 则 s PCPR) 是 内 射 的 . 
设 RRS 上 的 有 限 维 代数 ， 称 R 是 Frobenius 代数 ， 如 果 s RR 是 Frobenius SUB. 证 
明 : (1) 如 果 已 是 3S 上 的 Frobenius 代数 ， 则 RR 既是 左 自 内 射 的 又 是 右 自 内 射 的 

(2) 下 列 等 价 ，(a) R dé Frobenius 模 ，(b) kRs = Homs(sRr,S); (c) 存在 R - 平衡 映射 
$: RR x RR 一 5 使 得 如 果 0 关 ZE RR, 则 9g(z,R) 关 0,，9(R,z) 关 0. [HRA (c) = (a). 
定义 9 : Homa(sRa, R) 一 Homs(sRr,S), O(f)(x) = 9(z,f(1)). 通过 对 维 数论 证 可 推 
出 9 是 满 同 态 ] 

(3) 如 果 RR 是 单 的 ， 则 R 是 Frobenius 代数 . [提示 ， (2.b) 和 练习 (20.17).] 

(4) 如 果 G 是 有 限 群 ， 则 群 代数 R= SG 是 Frobenius (UK. [提示 设 ee G 是 单位 元 ， 
EX A: R— S, Mf) = f(e) MO: Rx R-S,O(F, f’) =A(ff"). 再 利用 (2.c).] 

BO: S 一 忆 是 环 同 态 , 则 经 9, R 有 模 结 构 sRr 和 RRs % Homa(sRa,RRr),， Re 和 RR 
是 投射 模 ， 因 此 环 函 子 的 变换 FP = (sR @R -) : RM— sM 有 左 伴随 G = (RR 8s -) : 
sM — RM 和 右 伴随 H = Homs(sRpr,-) : sM —> RM( 见 练习 (21.9)). 如 果 RM 是 
模 ， 则 我 们 用 sM 代替 F(RM). 证 明 ， 

(1) 如 果 sR 是 (ARER) 投射 的 nM 是 (有 限 生成 ) 投射 的 ， 则 sM 是 (有 限 生成 ) 投射 
的 ， [提示 : 练习 (20.8). 也 可 见 练习 (19.16).] 

(2) WER Rs 是 平坦 的 ,a M 是 内 射 的 ， 则 sM 是 内 射 的 . 

(3) 如 果 sR 是 生成 子 ,a M 是 生成 子 ， 则 sM 是 生成 子 ( 见 练习 (20.8)). 

(IF M G 是 互 逆 等 价 当 且 仅 当 5 是 间 构 . 

KRM S BBB Fs RM 一 sM 得 到 的 等 价 环 ,FF HE G : sM 一 RM. iE: 下 列 
等 价 : 

(1) RM 是 有 限 表现 当 且 仅 当 sF(M) 是 有 限 表现 . 

(2) RM 有 可 补 ( 极 大 ) 直 和 项 的 直 和 分 解 当 且 仅 当 F(M) 亦 然 . 


12. RRA S 是 环 ,R ~ S. 证 明 : 
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(1) RÈ von Neumann 正则 的 当 且 仅 当 S 是 von Neumann 正则 的 .| 提示 , 练习 (20.14)] 
(2) RR 是 左 自 内 射 的 当 且 仅 当 S 是 左 自 内 射 的 . 

(3)R 是 左 遗 传 的 当 且 仅 当 S 是 左 遗 传 的 . 

(4)R 是 上 半 单 的 当 旦 仅 当 S 是 上 半 单 的 . 


§ 22. 等 价 的 Morita 刻画 


I RAM REA nx n EER Mn(R) 给 出 了 (Morita) 等 价 的 原型 ， 实 际 上 单 
Artin 环 的 Wedderburn 刻画 (13.3) 可 以 看 作 是 最 早 的 环 的 等 价 理论 研究 ， 本 节 我 
们 将 推广 Wedderburn-Artin 理论 , 给 出 等 价 的 完整 刻画 , 这 些 工作 是 由 Morita[58a] 
完成 的 .我 们 以 今后 证 明 所 需要 的 条 件 开始 本 节 的 讨论 . 

称 左 R - 模 RP 是 投射 生成 子 (或 左 R- 投 射 生成 子 ), 如 果 它 是 有 限 生成 的 投 
射 生成 子 ， 特别 地 ,rR R 是 投射 生成 子 .RP 是 投射 生成 子 当 且 仅 当 存在 整数 m A n 
AR P' A R 使 得 

R™® PEP , POSROR’. 


22.1 定理 H RA SERS F : rM > sM 和 G : sM 一 RM 得 到 的 等 价 
Fre 


P=F(R), Q=G(8), 


NI PA Q 是 自然 双 模 sPr 和 RQs, 使 得 

(1) sPr 和 RQs 是 忠实 平衡 的 ; 

(2) Pr, sP, RQ 和 Qs 都 是 投射 生成 子 ; 

(3) sPR & Homs(Q, S) = Homr(Q, R) , rQs ¥ Homa(P, R) ~ Homs(P, S); 

(4) F ¥ Homr(Q,-) , G = Homs(P,_ ); 

(5) F | (P8r -) , G = (QBs -). 

证 明 ”我 们 采用 (21.1) 中 的 记 法 . 由 (20.3) 知 双 模 结构 PRa 和 函 子 F 的 可 
加 性 诱导 了 标准 的 双 模 结构 sPr = F(R), 其 中 右 R- 标 基 乘法 由 及 到 End(sP) = 
Bnd(sF(P)) 的 环 同 态 r= F(o(r)) 给 出 通过 观察 可 得 这 恰 是 (4.11) 和 (21.2) 中 
两 个 同 构 

RS End(rR) 和 End(rR) & End(sF(R)) 
的 合成 . 

由 于 RR 是 投射 生成 子 ， 而 且 FF 是 等 价 ， 从 而 sP = F(RR) 是 投射 生成 子 
((21.6) 和 (21.8)). 特别 地 ， 由 于 sP 是 生成 子 ， 从 而 它 是 平衡 的 (17.8.1)， 由 于 
RS End(sP), 从 而 sPa 是 忠实 平衡 双 模 . 因此 由 (17.7) 得 Pe 也 是 投射 生成 子 . 
类 似 地 ， RQ = G(s5) 也 有 由 sSs 诱导 的 自然 的 忠实 平衡 双 模 结 构 RQs, ME RQ 
和 Qs 都 是 投射 生成 子 ， 这 便 完成 了 (1) 和 (2) 的 证 明 . 
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下 面 设 RM 是 左 R-E, WAF (21.1) 中 的 Z - 同 构 o 在 第 一 个 变量 中 是 自 
然 的 ， 从 而 


$: Homs(S, F(M)) > Homa(G(S), M) = Homa(Q, M) 
是 左 5 - 同 构 (20.4). 因此 5 - 同 构 
F(M) = Homs(S, F(M)) 兰 Homr(Q,M) 


在 M 中 是 自然 的 ， 从 而 F= Homa(Q,—). 类 似 地 ， AG = Homs(P,_). 在 BR 
和 sSs 上 这 些 自然 同 构 是 ( 见 (20.4)) 双 模 同 构 


sPr = sF(R)r Homa(Q,R) 
和 

RQs = RG(S)s ~ Homs(P,S). 
应 用 (1) 和 (20.7) 得 


sPr = Homa(Q, R) ~ Homa(Q, Homs(Q,Q)) 

= Homs(Q, Homr(Q, Q)) = Homs(Q. S) 
和 

RQs S Homs(P,S) = Homs(P, Homp(P, P)) 

= Homa(P, Homs(P, P)) ¥ Homa(P, R) 

从 而 我 们 有 (3) 和 (4). 
最 后 ， (5) 可 由 (4) 和 (3) 得 出 .这 是 因为 由 (20.5), (20.11) 和 (20.1) 知 存在 自 
然 同 构 
Homa(Q,-) = Homp(Homp(P, R),- ) 
= P 8r HomR(P,_) 


= (P8r -)， 
类 似 地 ， 有 
Hompg(P,- ) = (Q8s -). a 
现在 我 们 易 证 等 价 环 的 基本 刻画 . 


22.2 定理 [Morita] ik RAI S ÈS, 
F:rM—s5M 和 G:sM~— RM 
是 加 法 函 子 ， 则 FA G 是 互 逆 等 价 当 且 仅 当 存在 双 模 s PR 使 得 
(1) sP 和 Pr 是 投射 生成 子 ; 
(2) sPr 是 平衡 模 ; 
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(3) F = (P@r -), GE Homs(P,_). 
而 且 ， 如 果 存 在 双 模 sPR 满足 上 述 条 件 ， 则 我 们 有 RQs 使 得 AQ 和 Qs 是 投射 生 
RF, HF Q= Homa(P, R), HAA 


F = Homar(Q,-), G S (Q8s -). 


证 明 : 最 后 的 论断 和 条 件 (1), (2), (3) 的 必要 性 可 由 (21.1) 立即 得 出 . 反之 假 
设 sPr 是 满足 (1) 和 (2) 的 双 模 ， 则 对 于 每 个 RM 和 每 个 sN, 存在 自然 同 构 : 


Homs(P, Pr M) = Homs(P, PJ@rM (20.10) 
+ RORM (由 (2) 得 ) 
=M (20.1) 
和 

P&r Homs(P, N) © Homs(Homa(P, P), N) (21.11) 

= Homs(S, N) (由 (2) 得 ) 

=N (21.1). 

从 而 下 = (Pen -) 和 G = Homs(P,- ) EHRE. 口 


22.3 推论 RAS HH, M RM sM 当 目 仅 当 Ma ~ Ms. 

证 明 设 RM ~ sM, 则 由 (22.2) 知 存在 平衡 双 模 sPR 使 得 sP 和 PR 是 投射 
ERF, 

(Pr -) 和 Homs(P,-) 
是 互 道 等 价 . 从 而 由 (22.1) R 8 = Homs(P, S) 是 平衡 双 模 RQs, 使 得 RO 和 Qs 是 
投射 生成 子 ， 因 此 我 们 可 以 把 Q 看 作 使 得 QRer 和 se@ 是 投射 生成 子 的 平衡 双 模 
SerQRo, 由 (22.2) 知 RM = sM, 或 等 价 地 有 MR ~ Ms. 充分 性 可 再 次 利用 反 
环 得 到 . a 

特别 地 ， 从 推论 (22.3) 我 们 知道 环 的 “ 左 ” 和 “ 右 ” 等 价 是 一 致 的 ， 左 半 单 环 
等 同 于 右 半 单 环 也 是 (22.3) 的 一 个 推论 ( 见 推论 21.9). 

下 面 的 推论 给 出 了 验证 两 个 环 等 价 的 最 常用 方法 . 

22.4 推论 ”关于 两 个 环 RR 和 5, 下列 条 件 等 价 : 

(a) Rx S; 

(b) 存在 投射 生成 子 Pr 使 得 5 兰 End(Pa); 

(c) 存在 投射 生成 子 RQ 使 得 3 兰 End(RQ). 

证 明 : (a)=>(b). 可 由 (22.2) 立即 得 出 . 

(b)=>(a). 我 们 可 以 假设 S = End(Pp). 由 (17.8) 得 由 于 Pe 是 生成 子 ， 从 而 由 
(17.8) 得 它 是 平衡 的 ， 而 且 是 S= End(Pr) 上 的 有 限 生成 投射 模 . 由 于 sPr 是 
FEIR, Pr 是 有 限 生成 投射 模 ， 从 而 由 (17.7) 得 sP 是 生成 子 . 现在 经 F = 
(P®p -), G = Homs(P, -) 和 (22.2) TJA R AI S 是 等 价 的 . 口 
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22.5 推论 RAH, 如果 PR 是 投射 生成 子 , 则 RA S= End(Pr) 等 价 . 
事实 上 ， 如 果 
P® = Homp(P, R), 
WW sPr 和 RP? 是 双 模 ， 而 且 
(PeaR -) : RM 一 sM 


(P®8s _): sM— RM 


互 逆 等 价 . o 
现在 可 以 证 明 可 能 是 等 价 环 的 最 重要 的 特殊 情形 (也 可 见 练习 (21.6)) 
22.6 推论 设 已 是 环 ,nm >0 是 自然 数 ， 则 RR 和 Ma，(R) 是 等 价 环 . 
证 明 HRE Mn(R) AATA A R- HRO 的 自 同 态 环 ( 见 (13.2)), mE R” 
显然 是 右 R- 投射 生成 子 . 口 
22.7 推 论 设 尺 和 3 是 等 价 环 , 则 存在 正 整数 n MERER ec Mn(R) 使 得 


S = eMn (R)e. 
证 明 我 们 可 以 假设 R™ = Pow P’, W S= End(Pr) = eEnd(R™®)e, HHA e X 
PIERO (SRP HIRET. 口 
练习 22 


1 Pr 是 有 限 生成 投射 右 玉 - BE PO? 是 它 的 R- 对 侦 Homr(P, R), 则 RP? 是 有 限 生 成 
投射 的 (20.17). BAM T = Trr(P) 称 为 已 的 迹 ( 见 (8.21). 由 于 RR 是 生成 子 ,PR 是 投射 
生成 子 当 且 仅 当 T = R. 证 明 : 

(D72 =T; PT =P; T=Trr(P®). 

(2) 自然 映射 P Oe T > Pr MT r P* 一 RP 是 同 构 ， [ER 如 果 (zi), (fi) BP 
对 偶 基 ， 则 z -> Dai @ fila) HT AH ] 

(3) WMR ee RR EEST , P > eR, IJ T = ReR. 

2. BP AMP? 如 练习 (22.1) 所 述 . 假设 RR 是 本 原 环 (练习 (14.10). 证 明 ， 练 习 (17.4.1) 的 
推广 :Pa 是 忠实 的 当 且 仅 当 RP? 是 忠实 的 . 

3， 每 个 生成 子 都 是 忠实 的 (练习 (8.3)). 关于 其 逆 命 题 ， 证 明 ， 

(1) 投射 模 PR 是 生成 子 当 且 仅 当 对 于 RR 的 每 个 理想 I, 如 果 PT = R, T= R ER 
练习 (22.1),] 

(2) 忠实 有 限 生成 投射 模 不 一 定 是 生成 子 . 

(3) 如 果 RR 是 交换 环 ， Pr 是 有 限 生成 投射 的 ， 则 Pa 是 投射 生成 子 当 且 仅 当 它 是 忠实 的 . 
HER: BT dé P 的 迹 , 则 了 是 有 限 生成 的 理想 使 得 T? =T. HFT = Re 应 用 练习 
(7.12). WR Pe 是 忠实 的 ， 则 e = 1] 
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4 有 限 生成 左 尺 模 的 范畴 REM 在 范畴 等 价 的 范围 内 刻 疝 了 整体 范畴 RM. 事实 上 , RA 
S 是 环 ， 证 明 : 
(1) WÈ sN 和 nN’! 是 有 限 生 成 的 ， 则 5 - 同 态 了 : N 一 N 是 满 同 态 当 且 仅 当 对 于 每 个 
he sFM, 由 hf =0 可 推出 h=0. 提示 ， (3.3) 和 练习 (10.1)] 
(2) 如 果 RM, RM’ 在 RFM 4, F: RFM 一 sFM 是 范畴 等 价 , Wf: M 一 M' 是 (可 
分 ) 满 同 态 当 且 仅 当 FF(f) : F(M) 一 F(M') 是 (可 分 ) 满 同 态 . 
(4)RFM = sFM 当 和 且 仅 当 RM < sM . | 提示 : (>). 设 Fs RFM -，sFM 是 范畴 等 
价 , 它 的 逆 等 价 为 G. 如 果 RY 一 G(5) 是 可 分 满 同 态 , 则 FUR) 一 FG(S) = S 亦 然 ] 
5， 设 sPr 和 RQs 是 双 模 ， (9,9) 是 一 对 双 模 同 态 


0: PORQ > sSs, $:Q®@s PRRR 
ETH x,y E PA f,g EQ, # 
Olg fjy =z f Dy), fo(r g) = $f @x)g- 


JU (0, 6) 是 (P,Q) 的 Morita 元 素 对 ， 显 然 (4, 0) 是 (Q, P) 的 Morita 元 素 对 ， 对 于 每 个 
ce P MET SEQ, H 
O(a): fre of Sr) 和 Of): 2 df ex) 
HEX Ga): Q > RAGS): P > R. 
证 明 ， (1) $ 是 (8, R) - 同 态 sPR 一 Homr(RQs, RRA) , Ó 是 (R, S) - AA naQs 一 
Homr(sPr, RRR). 
(2) 如 果 O 是 满 同 态 ， 则 
(i) 9 是 同 构 ; 
(ii) Pr 和 RO 是 有 限 生成 投射 的 
(iii) sP 和 Qs 是 生成 子 ; 
(iv) 6 和 5 是 同 构 ; 
(v) À: S > End(Pr) 和 p:5 一 End(RQ@) 是 环 同 构 . 
BER: 对 于 (iii), Trs(P) > 6(Q)(P) = 90(P @Q). 下 面 假设 D, O(a: @ fi) = 1s € S, W 


YG; @ 95) = es @ f(D Oy @ g), 
了 了 


9 是 单 同 态 . 而 且 (zi) (O(a) 形成 了 Pr 的 对 偶 基 ( 见 练习 (17.11)). 如 果 $f) = 0, 
则 证 明 : f = fls = 0. WẸ g € Home(P, R), R g = (X; gle) fi). WI A(s) = 0, W 
5= s1s =0. JR, WME u € End(Pr), W u = A(S; (uzi @ fi) J 

6. 设 Pr ft R- 模 ,S = End(Pr), MWA sPr. & Ps = Homr(sPr, RRR), WE RPS. 
WEAN: (1) 存在 (P, P®) 的 Morita 元 素 对 (Op, dv) 


p(T BI) :Ym rfly), op(f @x) = f(x). 


(2) Pre 是 有 限 生成 投射 的 当 且 仅 当 Op 是 同 构 。 BER: IHESA (练习 (17.11))] 
(3) Pr 是 生成 子 当 且 仅 当 bp 是 同 构 . 


§ 22. 等 价 的 Morita 刻画 -261 - 


10. 


11. 


12. 


13. 


(4) PR 是 投射 生成 子 当 且 仅 当 Op 和 op MTA. 

证 明 Morita 定理 (22.2) 的 下 述 内 容 : HAR RA S 等 价 当 且 仅 当 存在 双 模 sPr 和 RQs 
以 及 (P,Q) 的 Morita 元 素 对 (0, 9) 使 得 9 和 都 是 满 同 态 。 [提示 : 练习 (22.5) 和 (22.6).] 
设 sPr 和 Qs 是 双 模 ， (6,0) 是 (P,Q) 的 使 得 9,0 是 满 同 态 的 Morita 元 素 对 .从 而 由 
练习 (22.7) 得 R = S. 对 于 RR 的 每 个 理想 了 和 S 的 每 个 理想 T 定义 


Ə) = 0(PI ® @), 8U) = (QT P). 


证 明 ， (1) OAL EXT 民 的 理想 格 和 S 的 理想 格 之 间 的 互 逆 格 同 构 . 
(2) 如 果 H ANT E R AEB, 则 OUH) = 6(De(DD) 
(3) 证 明 : 工 和 RAR (EE) 理想 当 且 仅 当 (7) 是 5 的 素 HES) 理想 . 
(4) 证 明 : N 是 RR 的 下 谐 零 根 当 且 仅 当 O(N) JE S HY FIRE AR. 
B K 是 交换 环 ， RR,5,T 是 K - 代数 .考虑 K - 代数 
RT=T@kR 和 ST=T@KS 
( 见 练习 (19.5)). 证 明 ， 如 果 Rs S, W RT ST 提示， 练习 (22.7),] 
称 两 个 模 M 和 N 是 相似 的 , 而 卫 简 记 为 M ~ N, 如 果 存 在 自然 数 m 和 以 及 模 M' 和 
N' 使 得 
MeM2=N™, N@N'=M". 
(1) WEH: ~ 定义 了 类 nM 上 的 等 价 关系 . 
(2) 证 明 ， RP ~ RR 当 且 仅 当 P 是 投射 生成 子 . 
设 Mk 和 Nk 是 环 K 上 的 非 零 模 ， 已 = End(Mx),5 = End(Nx). 考虑 双 模 
sPr = Homk(RMk,sNk) 和 RQs = Homx(sNk, RMx). 
(1) 证明， 存在 (P,Q) 的 Morita 元 素 对 (9, 9) 使 得 对 于 每 个 Je 呈 和 ge Q, 有 


OF ®@g)= fg, $lg®f)=9gf. 


(2) 证 明 ， (1) 中 的 9 和 都 是 满 同 态 当 且 仅 当 Mac ~ Ni ( 见 练习 (22.10). 

(3) 如 果 Mx ~ Nic, W End(Mx) ~ End(Ne). (SAR 练习 (22.7), 

设 Ps RM — sM 是 等 价 范畴 .证 明 : RM 是 平坦 的 当 且 仅 当 sP(M) 是 平坦 的 ， 可 推断 
FEMORIS ELOY S 是 凝聚 的 、 

设 Pr 是 有 限 生成 投射 的 ，S = End(Pa). 称 Pr 是 投射 算 子 (内 射 算 子 ), 如 果 伴随 丁子 


Fp =(P8r -):aM— sM 


是 投射 算 子 (内 射 算 子 ) ( 见 练习 (21.7),(21.8)). BT = Tra(P) 是 Pr 的 迹 . 现在 Fp 是 等 
价 的 当 且 仪 当 T= R. 证 明 : 

(1) 如 果 RT 是 投射 的 ， 则 sPr 是 投射 子 。 | 提示 由 练习 (22.1) 得 Pe = Homa(P, R) 
生成 投射 模 RT ,因此 对 于 某 个 A, 存在 sM 中 的 可 分 满 同 态 已 BR (PP) — PORT. 
而 且 P8r PP =S Al sPOrT = sP 是 投射 的 ( 见 练习 (22.6) 和 (22.1))] 

(2) 如 果 Tr 是 平坦 的 , 则 RPs 是 内 射 子 。 [提示 只 需 证 明 PS = Ten PP 是 平坦 的 . 而 
HP @s Ps = RR, 因此 如 果 s1 < sS, L= Ker(P® @1 — 8), W P@L=0, Ait TOL 
=0] 
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14. 证明: 如 果 R 是 遗传 的 (von Neumann 正则 的 ), 则 每 个 有 限 生成 投射 模 PR 是 投射 子 (内 
HT). 
15. BE K ÆR, T= KIX]/X?K[X]. & REM 


a uX vX 
0 B nX 
0 0 7 


的 一 切 和 矩阵 组 成 的 Ms(T) 的 子 环 ， 其 中 a 8, yamu E K. 设 


0 0 0 1 0 0 
e=|01 0f, f=)0 1 0j, 
000 000 


证 明 (1) eR 既是 (R, eRe) 投射 子 又 是 (RR,eRe) AMF. 
(2) ReR 既 不 是 左 R- 投射 的 ， 也 不 是 右 R- 平坦 的 . 
(3) fR FE (R, FRJ) - 内 射 子 ， 但 不 是 (R, SRS) - 投射 子 . 
(4) gR 是 (R,gRg) - 投射 子 ， 但 不 是 (R,gRg) - 内 射 子 . 

16， 设 尽 是 von Neumann 正则 的 , 而 且 还 是 左 自 内 射 的 . 证 明 , 如 果 Pr 是 有 限 生成 投射 的 ， 
则 End(Pr) 是 von Neumann 正则 的 ， 也 是 左 白 内 射 的 特别 地 ， 如 果 ee R PERRY 
F, W eRe 是 von Neumann 正则 的 ， 也 是 左 自 内 射 的。 [提示 : 由 Morita 得 Pa 是 自由 
模 ， 再 利用 (5.9) 和 练习 (22.14):] 
(注意 如果 PR 不 是 有 限 生成 的 (练习 (18.4)) 或 R 不 是 von Neumann 正则 的 ， 则 此 练习 
不 成 立 (IL Rosenberg 和 Zelinsky|61])). 

17. BOR 是 遗传 的 证明， 如 果 PR 是 有 限 生成 投射 的 ， 则 End(Pa) 是 遗传 的 ， 特 别 地 ， 如 果 
e E€ RAREST, W eRe 是 左 遗 传 的 . 


§23. 对 偶 
设 C 和 D 是 两 个 范畴 ， 称 反 变 函 子 
H':C>D, H":D>C 
Xt (H', H") 是 C AD 之 间 的 一 个 对 偶 , 如 果 存在 自然 同 构 
H"H'~1c, H’'H" ~ 1p. 


实际 上 ， 对 偶 的 一 般 理 论 和 等 价 的 一 般 理 论 是 对 偶 的 ， 即 ， 如 果 op: C > C? 表示 
从 范畴 到 其 道 范畴 的 典范 反 变 函 子 ( 见 练习 (23.1)), 则 易 见 ， 元 素 对 (H', H”) 是 C 
到 DD 之 间 的 对 偶 当 且 仅 当 

(op) oH’: C+D” 和 H” o (op): D? — C 
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互 道 等 价 ( 见 练习 (23.2)). 

根据 以 上 事实 ， 似 乎 我 们 没有 必要 再 重新 讨论 一 遍 对 偶 的 一 般 理 论 . 当 在 模范 
畴 中 进行 清晰 的 盖 述 时 ， 事 情 不 是 如 此 简单 .在 模范 畴 中 ， 对 偶 理论 很 不 同 于 等 价 
理论 ， 当 然 ， 存 在 某 些 模 范畴 之 间 的 非 平凡 对 偶 一 例如， 我们 熟悉 的 有 限 维 向 量 
ZERA. (LRP RA S, 不 存在 RM 和 sM( 或 Ms) 之 间 的 对 偶 ， 其 困难 在 
F, 对 于 任意 环 S, (RM)? 不 等 价 于 sM R (Ms). 这 样 , 尽管 两 个 理论 涉及 的 部 分 
内 容 可 能 是 一 致 的 ,但 我 们 将 分 别 讨论 它们 ,并且 路 去 有 明显 对 偶 于 等 价 的 证 明 . 

我 们 感 兴趣 的 是 模范 畴 之 间 的 对 偶 (H, H”). 在 讨论 中 我 们 需要 H 和 H" 是 
加 法 函 子 . 


自 反 模 和 对 偶 
我 们 首先 验证 模范 畴 之 间 的 对 偶 的 存在 性 . 为 此 , RA SÆ, rUs 是 非 
零 双 模 ， 令 
H’ = Homr(-,U): RM > Ms 
H" = Homs(_,U): Ms > RM, 
则 对 于 每 个 RM, 赋值 映射 om : M 一 H"H'(M), 
om(z)(f) = f(z) 
和 对 于 每 个 Ns, 赋值 映射 ox: N 一 H'H"(N), 
on(y)(9) = g(y), 
都 是 自然 同 态 (SL 820), 即 它们 定义 了 自然 变换 
o:lam > H”H', o:1Mms > HH". 
现在 设 RRIV] 和 Rs[U] 是 RM 和 Ms 的 完全 子 范畴 ,它们 的 对 象 是 U - 自 反 模 . 
z (20.14) 知 H' Al H” 是 RRIV] 和 Rs[D] 之 间 的 函 子 ， 从 而 由 § 20 我 们 有 下 述 结 


23.1 命题 RAS BH, rUs EIH, MKF 
H' = Homp(_,U) 和 H” = Homs(_,U) 
定义 了 U 自 反 模范 畴 RRIV] 和 Rs[U] 之 间 的 对 偶 . 事实 上 ， 对 于 每 个 M € rRIU] 
和 每 个 Ne Rs[O], 赋值 映射 
om:M—H"H'(M) 和 ow: N~ H'H"(N) 
是 自然 同 构 . 口 
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因此 ， 存 在 非 平凡 的 对 偶 . 例 如， 每 个 有 限 生 成 投射 模 是 RRa 自 反 的 ， 事 实 
E, H (20.17) 我 们 可 推断 出 H' = Homa(_, RR) 和 H” = Homa(-, Rr) 定义 了 
RM 和 Mp 的 完全 子 范畴 RFP 和 FPR 之 间 的 对 偶 ， 它 们 的 对 象 类 是 有 限 生成 投 
射 模 . 


基本 引 理 


本 节余 下 的 内 容 的 主要 目的 是 用 非常 适当 的 限制 来 证 明 模范 畴 之 间 的 每 个 对 
偶 都 是 命题 (23.1) 所 描述 的 形式 .在 关于 对 偶 的 讨论 中 ， 设 法 解决 左 R - 模 和 右 5 
- 模范 畴 之 间 的 对 偶 是 方便 的 (但 不 是 必须 的 ). 

下 面 我 们 采用 与 (21.11) 对 偶 的 适当 记 法 ， 并 且 确 定 一 些 基本 同 构 ， 这 些 同 构 
是 (21.2) 和 (21.3) 中 关于 等 价 的 对 偶 . 

23.2 BRC 和 Ds 分 别 是 左 R- 模 和 右 S - 模 的 完全 子 范畴 ， 即 RC 是 RM 
的 完全 子 范畴 ， Ds 是 Ms 的 完全 子 范畴 HAT 

(1) H':pC>Ds 和 H”:Ds > RC 
是 RC 和 Ds 之 间 的 对 偶 ， 则 


H"H' ~1,c, H'H" = Ips, 


即 存在 自然 同 构 
(2) n:H"H! 1,0 Ñ 6: H'H" + 1ps. 
特别 地 ， 对 于 n, 这 是 指 对 于 RC 中 的 每 个 rM, 存在 同 构 nm : H”H'(M) > M 使 
得 对 于 RC 中 每 对 My, Ma 和 每 个 R EJA f: Mi 一 Mo, 图表 
MN 


(3) nM NMa 


maem) — € _. gery) 
可 交换 。 类似 的 讨论 可 应 用 于 4. 对 于 RC 中 的 每 个 RM 和 Ds 中 的 每 个 
Ns, 存在 Z - 同 态 
u= pumn : Homs(N, H'(M)) > Home(M, H”(N)) 和 


(4) 
v = vun : Homs(H'(M),N) 一 Homr(H"(N), M), 


其 定义 为 ， 对 于 每 个 Ye Homs(N, H'(M)) 和 6 € Homs(H'(M), N), 


LMN :To 百 "(7) ony, 


§ 23. xr M .265 - 


vmn : 6m nm 0 H” (ô). 
HY H'(M) 2. HW) HN) “2 we) 


>| ay) Co acon i 
M 
类 似 于 等 价 的 情形 ， 我 们 通常 略 去 n, C 上 和 的 下 标 . 
下 面 的 两 个 结果 ， 它 们 的 证 明 是 (21.2) 和 (21.3) 的 对 偶 ， 因 此 我 们 略 去 . 
23.3 命题 设 (H', H”) 是 RM 和 Ms 的 完全 子 范畴 RC 和 Ds 之 间 的 对 偶 ， 
则 对 于 RC 中 的 每 对 Mi, Mo 和 Ds 中 的 每 对 Ni, Na, H’ 在 Home(Mi, Ma) 上 的 限 
WALH” Æ Homs(Ni,N2) 上 的 限制 是 Abel 群 同 构 


Homa(Mi, M2) 一 Homs(H’(M2), H’(M,)) 
Homs(Ni, N2) > Homp(H" (No), H"(Nj)). 
如 果 RC 中 的 M 和 Ds 中 的 N 都 是 非 零 的 ， 则 限制 
H' : Bnd(RM) > End(H'(M)s) 
H" : End(Ns) ~ End(pH"(N)) 
是 环 同 构 . 口 
如 果 六 ge Homr(M, M), 由 于 函 子 H' 是 反 变 的 ， 从 而 有 
H'(f9) = H'(9)H'(f). 


但 ( 见 (20.3) 如 果 我 们 把 f 和 g 看 作 End(rM) 中 的 右 算 子 ，H'(f) 和 H' (9) 看 作 
End(H'(M)s) 中 的 左 算 子 ， 根 据 我 们 通常 的 约定 ($4), 也 可 直接 给 出 同 构 
End(rkM) 一 End(H‘(M)s). 
也 要 注意 ， 我 们 的 命题 (23.3) 不 是 (21.2) 的 完全 对 侦 . 在 (21.2) PRITA, $ 
同 态 和 满 同 态 在 等 价 下 被 “保持 ". 现在 “ 单 同 态 ”和 “ 满 同 态 ” 在 对 侦 下 被 反 保 
持 一 而 且 这 里 我 们 指 范畴 nC 和 Ds 中 的 单 同 态 和 满 同 态 ， 它 们 不 一 定 是 范畴 RM 
Al Ms 中 的 单 同 态 和 满 同 态 ( 见 练习 (4.2)). 


23.4 引 理 设 (H',H”) 是 RM 和 Ms 的 完全 子 范畴 RC 和 Ds 之 间 的 对 侦 ， 
则 采用 (23.2) 中 的 记 法 ， 同 态 


H: Homs(N, H'(M)) > Homa(M, H”(N)) 


v : Homs(H’(M), N) > Homr(H”(N), M) 
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是 同 构 ， 而 且 在 每 个 变量 中 是 自然 的 .特别 地 ， 对 于 每 个 
y€ Homs(Mi,H'(Mi)), 6 € Homs(H'(M2), N2), 


F € Homa(Mi, H"(N1)), 6 € Homp(H"(N2), Mə), 


和 每 个 
h: Ma 一 My, k: Na — Ni, 
我 们 有 
(1) pu(H'(R)YE) = H” (kK)p(Vh 
(2) v(kôH'(h)) = hv(6)H"(k) 
(3) pA(H"(K)Th) = HWpT TT 


(4) -1(h5H"(k)) = kv“? (ô)H' (h). o 
例如 ， 推 断 (1) 可 由 图 表 
N- 了 -ErrMi) HNN) -—#Q)____ M, 
| H'(h) H"(k) h 
Mhk pring) miiy LO fy 


演绎 . 
对 偶 的 刻画 


本 节 的 主要 结果 是 由 Morita[58a] 完成 的 ， 它 刻画 了 “ U— 对 偶 ” 模 的 完全 子 
范畴 之 间 的 对 偶 ， 对 于 此 范畴 中 的 某 个 “关于 同 构象 封闭 的 ” 双 模 U, 并 且 此 范畴 
包含 了 适当 的 正则 模 ， 从 而 有 

23.5 定理 [Morita] if RAI S ÆI nC 和 Ds 是 RM 和 Ms 的 完全 子 范 
n, (81 

RRE RC, Ss EDs, 


H RAM (Ms) 中 的 每 个 同 构 于 RC(Ds) 中 对 象 的 模 都 在 ARC(Ds) 中 . 如 果 (H', H”) 
是 范畴 RC 和 Ds 之 间 的 对 偶 ， 
H’: RC 一 Ds , H":Ds—> rC 


则 存在 双 模 RUs 使 得 
(1) RU = H”(S), Us = H'(R), 
(2) 存在 自然 同 构 


H' © Homa(_,U), H” & Homs(_,U), 


§ 23. 对 偶 


(3) 一 切 M € pC 和 一 切 Ne Ds 都 是 U- 自 反 的 . 
证 明 RIRH (23.2) 中 的 记 法 ， 假 设 eRe RC ,Ss e Ds. 从 而 有 


U = H'(R) € Ds, V=H"(S) en C, 


以 及 ( 见 § 20) 正则 双 模 rRe 和 sSs 诱导 了 标准 的 双 模 结构 
RUs=H'(R) 和 RVs = H"(S). 
由 于 /在 每 个 变量 中 都 是 自然 的 ， 从 而 对 于 每 个 M E RC 和 每 个 NeDs， 


Han : Homs(N, H'(R)) > Homa(R, H"(N)) 
是 左 R- 同 构 ， 


ums : Homs(S, H'(M)) 一 Homr(M, H"(S)) 


Æti S- 同 构 ( 见 (20.4)). 而 且 ， 由 于 wen ÆN 中 是 自然 的 ， 从 而 
Lrs : Homs(S, H'(R)) + Homp(R, H"(S)) 
是 (R, S) - Ft. 因此 由 (4.5), 作为 (R,5) - BORE 
U = Homs(S, H’(R)) = Homp(S, H"(S)) = V. 
现在 由 于 pms 在 M 中 是 自然 的 ， 从 而 它 诱导 了 自然 的 5 - 同 构 
Homs(S, H'( )) = Homa(_ ,17"(S)). 
类 似 地 ， jan 诱导 了 自然 的 R- 同 构 


Homa(R,H”( )) & Homs(-, H'(R)). 


因此 由 (20.1.1) 和 (20.5.2) 得 ， 存 在 自然 同 构 : 


H' = Homs(S, H'( )) = Homr(_, H"(S)) = Homa(-,U), 
和 
H" = Homp(R, H"( )) ¥ Homs(_, H'(R)) = Homs(_,U). 
这 便 证 明了 (1) 和 (2). 
现在 证 明 (3), 我 们 可 以 假设 存在 双 模 RUs, 并 且 
H’ = Homr(_,U) 和 H" = Homs(_,U) 
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给 出 了 RC 和 Ds 之 间 的 对 偶 . 设 Ne Ds, 为 了 证 明 N BU - 自 反 的 ， 我 们 首先 
求证 自然 5 - 同 构 

Cn : H'H”(N) 一 入 

决定 了 R- 自 同 构 a: H"(N) > H”(N). 事实 上 ， 对 于 ge H”(N) = Homs(N,U) 
和 EN, 由 


(a(g)(n) = (¢x"(n))(9) 

定义 a. 易 证 a 是 H"(N) 的 ( 单 同 态 )R- 自 同 态 .现在 由 于 rUs 是 双 模 ， 从 而 

` H'(U)= Homa(U,U) 
是 (S, S) - IUR, h v 的 自然 性 (23.4.2) 得 

v = vyn : Homs(H'(U),N) > Hompa(H"(N),U) = H’H"(N) 
是 右 S - 同 构 ， 从 而 
yN = yn oC :N= Homs(H'(U), N) 
是 自然 同 构 ， 即 Yw 诱导 了 函 子 
Y: lps > Homs(H'(U),- ) 


的 自然 同 构 ， 从 而 对 于 每 个 Ne Ds, 
(1) Y : Homs(N,U) 一 Homs(Homs(H"(U), N), H" H'(U)), 


Y : g> Homs(H'(U), g) 


JÈ Z- 同 构 ( 见 练习 (20.5)). 由 于 RUs 是 双 模 ， 从 而 经 H" 和 H', H'H'(U) LAR 
- AY S- SURE ( §20). BORE, FA Yn 是 同 构 就 有 
(2)Homs(yn,H"H'(U)) : Homs(Homs(H'(U), N), H"H'(U)) + Homs(N, 
H" H'(U)) 
也 是 Z- 同 构 ， 因 为 7 是 自然 的 ， 所 以 mr : H'H'(U) > U 是 5- 同 构 ， 
(3) Homs(N,nu) : Homs(N, H"H'(U)) > Homs(N,U) 
EZ- 同 构 . 现在 把 这 些 放 在 一 起 ， 对 于 每 个 ge Homs(N,U) 和 每 个 ne N, 我 们 
有 
((Homs(N, nu) o Homs(yn, H"H'(U)) © $)(9))(n) 
= (n° Homs(H' (U), g) o yn) (n) 
= nu (9 © Yn (n)) = nu (Homs(yn (n), U)(g)) 
= (no H" (yx (n)))(9) = (vun (yn (n)))(9) 
= (CR (m))(g) = (a(g))(n). 
从 而 a 恰 是 同 构 (1),(2) 和 (3) 的 合成 ， 因 此 a 可 是 H"(N) 的 R- 自 同 构 . 
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给 了 N € Ds, 我 们 知道 由 Cw IFN S H'H"(N), 因此 N 同 构 于 一 个 模 的 UU 
- 对 偶 ， 这 样 ，NN 是 U0 - 无 扭 的 (20.14). 为 了 得 到 N 是 U - 自 反 的 ， 我 们 只 需 证 
WA, WR E € HH" (N), 则 存在 ne N 使 得 对 于 一 切 ge H”(N), 有 é&(g) = g(n). 设 
€eH'H"(N), Wh Fo 是 H”(N) 的 自 同 态 ， 我 们 有 


£oa € H’H"(N) = Im Cn'. 


于 是 存在 ne N 使 得 
£oa = Cp (n). 
从 而 对 于 一 切 ge H”(N), 有 


EC) = (CR) la~ (9)) = a(@ (9))(n) = g(n), 


因此 N JEU - 自 有 反 的 . 类 似 地 ,每 个 M E RC 都 是 U - 自 反 的 ,这 便 完成 了 证 
明 . a 


练习 23 


1. 设 C = (多 ,moro) 是 范畴 ， CP = (€°,mor?,x), 其 中 P = €,mor’?(A,B) = 
mor(B,A)(A,B € €°), fxg = go f. 对 于 C 中 的 每 个 A € % METEN f, it 
op (A) = A, op (f) = f. 证明: 

(1) C? 是 范畴 ， CPP = C, 
(2) op: C 一 C? JAR ARM. 
(3) (op, op) 是 C 和 C°? 之 间 的 对 偶 . 

2. &C 和 设 D 是 范畴 ，H':C 一 D 和 H”:D 一 CC 是 反 变 函 子 . 证 明 ， (H',H") BEC 
和 和 设 D 之 间 的 对 偶 当 且 仅 当 

(op) o H' : C + D®? #1 H” o (op) : D? + C 
EEN ( 见 练习 (23.1)). 

3， 设 C 是 范畴 .由 (练习 (3.4)) 知 ， C 中 的 态 射 了 : 4 一 BEARERS) 当 且 仅 当 
它 是 左 消去 的 ( 右 消去 的 ). 假设 (H', H”) 是 范畴 C 和 D 之 间 的 对 偶 . 证 明 : C 中 的 态 射 
了 : 4 一 BERAS (WAS) 当 且 仅 当 D 中 的 H'(f) : H'(B) 一 H'(A) 是 满 同 态 . ( 单 同 
态 ). 因此 ， 条 件 “ f 是 单 同 态 ” 和“ f 是 满 同 态 ” 是 对 偶 . 

4， 下 列 每 项 在 模范 畴 kM 中 都 已 经 有 了 定义 ， 我 们 以 每 对 项 都 是 彼此 对 偶 ( 即 关 于 C AD 
之 间 的 对 偶 第 一 个 对 应 第 二 个 ) 这 种 方式 把 这 些 定义 推广 到 任意 范畴 C 中 . 

(1) 投射 对 象 ， 内 射 对 象 . 

(2) 多 余 满 同 态 ， 本 质 单 同 态 . 
(3) 投射 盖 ， 内 射 包 . 

(4) ERF; FERT. 

(5) EM; HA. 
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(6) 单 对 象 ， 单 对 象 . 

5. BRIER S 上 的 上 三 角 2 x 2 矩阵 环 ， aUs 是 由 列 向 量 SO 组 成 的 集合 
(1) RHE: RU 是 范畴 RRI[U] 中 唯一 的 (在 同 构 的 范围 内 ) 单 对 象 。 [注意 RU 在 RM 中 不 
是 单 的 .] 
(2) 描述 rRIV] 和 RIU]s. 

6. B RÆK 上 的 有 限 维 代数 ， 则 RR 模 是 有 限 生 成 的 当 且 仅 当 它 作为 K - 向 基 空 间 是 有 限 
维 的 当 且 仅 当 它 有 合成 列 ， 我 们 知道 ， 有 限 维 K - 向 量 空间 M 和 它 的 对 偶 


M° = Homx(M,K) 


有 相同 的 维 数 ， 假 设 下 面 的 一 切 模 都 是 有 限 生 成 的 ， 证 明 ， 
0) (六 :AFM 一 FMR fil ()">FMr > RFM ELTI. | 提示 通常 的 赋值 映射 


om : M > M” , [om(m)|(y) = (m), 


是 R- 同 构 .] 
(2) 0 一 "Mi 一 全 Mahe Ms 一 0 是 (可 分 ) 正 合 的 当 且 仅 当 它 的 对 但 0 一 = M3 一 2 M3 
L M? 一 0 是 (可 分 ) EAH. 
(3) M( 分 别 ) 是 单 的 ， 半 单 的 ， 不 可 分 解 的 当 且 仅 当 M* DRR 
(4) e(M) = e(M*). 
(5) Soc(M*) © (M/RadM)", M*/RadM* & (Soc M)*. 
(6) M 是 内 射 的 (投射 的 ) 当 且 仅 当 M" 是 投射 的 《内 射 的 )， 
(T) f: Mı 一 Ma 是 内 射 包 (投射 盖 ) 当 且 仅 当 f°: M3 一 MY 是 投射 盖 (内 射 包 ) .( 参 见 
(练习 (17.20)):Artin 环 上 存在 投射 盖 . ) 
(8) M WERF (上 生成 子 ) 当 且 仅 当 M 是 上 生成 子 ERF). 
(9) la(M) = rr(M"). 
(10) 如 果 e ÆR 中 的 本 原 寡 等 元 , 则 Re/Je (eR/eJ)* (J = J(R)), E(Re/Je) & (eR)*. 
7. WRM SEI ,rR Us 是 双 模 ,RU 和 Us 都 是 内 射 的 . 设 RFLM 和 FLMs 是 有 限 长 度 模 
组 成 的 RM 和 Ms 的 完全 子 范畴 . 证明 : H! = Homa(-,U) 和 H” = Homs(-,U) 定义 
了 RFLM 和 FLMs ZERI (H', H”) 当 且 仅 当 对 于 每 个 单 R- nT 和 每 个 单 5 - 
模 Vs, 模 H'(T) 和 H“(V) 是 单 的 。 提示， 对 长 度 进行 归纳 来 求证 每 个 M e RFLM 和 
每 个 NeFLMs 都 是 U 自 反 的 :] 
8， 证明 ， 如果 是 交换 环 ， 则 存在 RFLM 和 它 本 身 之 间 的 对 偶 CH’, H”). 提示 ! 设 RU 是 
R 的 极 小 内 射 上 生成 子 ， 应 用 练习 (23.7), 
9， 设 (P, <) 是 偏 序 集 ( 见 (0.5)). 定义 范畴 C(P, <) = (P, mor, 0), 其 中 对 于 每 个 wbE P, H 


{ {(a,b)} a<b, 
mor(a,b) = 
Ø agb. 


而 且 如 果 a <b, b< c, W (a,b) o (b,c) = (a,c). 称 范畴 是 包 范畴 , 如 果 它 中 的 每 个 同 构 都 
是 恒 等 态 射 .证 明 : 
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(1) (P, <) 一 CCP, SJ 定义 了 一 切 偏 序 集 类 和 一 切 包 范 畴 C = (€, mor, 0) 类 之 闻 的 忠实 对 
应 ， 其 中 © 是 集合 ， 对 于 每 个 4, Be €,mor(A, B) 至 多 是 单元 集 . 

(2) (P, S) 是 格 当 且 仅 当 C(P,<) 关于 有 限 直 和 和 有 限 直 积 封闭 ( 见 练习 (23.4.5)). 

(3) 如 果 (P, <) 和 (P', <') 是 偏 序 集 ， 则 映射 f P P 是 保 序 的 ( 反 保 序 的 ) 当 且 仅 当 
诱导 的 映射 C(P, <) > C(P’,<') EIE ( 反 变 ) BT. 

(4) 两 个 偏 序 集 (P, <) 和 (P', <’) 是 同 构 的 ( 反 同 构 的 ) 当 且 仅 当 存 在 C(P, <) MCP’, s’) 
之 间 的 等 价 (对 侦 )- 提 示 ， 在 C(P, <) 中 ， 存 在 同 构 a> b 当 且 仅 当 a =b] 

(5) 如 果 (P, <) 是 偏 序 集 ( 格 ), IU (P, >) 是 偏 序 集 (H), C( >) = CCP, <). 从 而 ， 偏 序 
集 ( 格 ) 类 是 自 对 偶 的 ， 特 别 地 ， 偏 序 集中 的 对 偶 是 范畴 对 偶 的 特殊 情形 . 
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在 实际 中 我 们 感 兴趣 的 是 RM 和 Ms 中 包含 xR 和 sS 的 子 范畴 之 间 的 对 偶 . 
定理 23.5 给 出 了 关于 这 样 的 对 偶 的 本 质 的 简 述 . 因此 ， 在 本 节 中 我 们 设 及 和 5 是 
I, RUs 是 固定 的 双 模 ， 而 且 对 于 每 个 模 RM 和 Ns, 令 


M* = H'(M) = Homr(M,U) 


N* = H"(N) = Homs(N,U), 
我 们 用 o 代替 自然 变换 


om :M => M" ，oN:N 一 N 


我 们 说 rUs 定义 了 Morita 对 偶 , 或 说 由 
Homa(_,U) 和 Homs(_,U) 
给 出 的 对 偶 是 Morita 对 偶 , 如 果 
(1) RR 和 Ss ÆU - HRH, 
(2) U 自 反 的 每 个 子 模 和 每 个 商 模 都 是 U - 自 反 的 . 


Morita 对 偶 的 一 个 刻画 


当 尽 = 5 是 除 环 ， 而 且 RUs = RRR 时 ， 我 们 将 得 到 一 个 熟悉 的 Morita 对 偶 
的 例子 ， 因 此 自 反 模 是 有 限 维 R- 向 量 空间 ， UV 定义 了 一 个 Morita 对 侦 ， 然 而 ， 
一 般 情况 下 Morita 对 偶 是 很 少 出 现 的 . 

24.1 定理 H RASER, WIFIA RUs, 下 列 条 件 等 价 ， 

(a) RUs 定义 了 Morita 对 偶 ; 

(b) RR, Ss, RU 以 及 Us 它们 的 每 个 商 模 都 是 U - 自 反 的 ; 

(c) aUs 是 平衡 双 模 使 得 AU 和 Us 都 是 内 射 上 生成 子 . 
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证 明 (a)=>(b). 假设 (a) 成 立 . 由 于 由 (4.5) 得 Us 兰 (RR)*, 由 题 设 知 R EA 
反 的 ， 由 (20.14) 得 自 反 模 的 对 偶 仍 是 自 反 的 ， 从 而 我 们 有 Us 是 自 反 的 . 类 似 地 ， 
RU 是 自 反 的 . 现在 由 (a) 和 RR, Ss, RU 以 及 Us 的 自 反 性 可 得 (b). 

(b) 一 (c)， 假 设 (b) 成 立 . 由 (20.16) 得 rUs 是 平衡 双 模 , 因此 只 需 证 明 RU 是 
内 射 上 生成 子 ， 为 了 证 明 RU ERAH, BI E RARER, BAEAN 


ES E E E G 7 
则 存在 Us = R* 的 商 模 了 和 右 S - E h, k 814 
o my rr 
NA 
CAS 
6 0 
可 交换 ， 其 中 水 平 序列 和 对 角 线 序列 是 正 合 的 ， 由 题 设 知 U 的 商 模 了 是 U - 自 反 


的 ， 这 样 ， 由 (20.14) 知 它 的 对 偶 T* 是 U - 自 反 的 . 由 于 orf = for = h*k*or, 
从 而 我 们 有 交换 图 表 


RI. ( 有 /站 -0 


oR ORT 


Ry SR R I. R/T -0. 


因为 R 和 R/I 都 是 自 反 的 ， 而且 ()* = Hom(_,U) 是 左 正 合 的 ， 于 是 oR 和 or 
都 是 同 构 , 行 是 正 合 的 . 这 样 ,由 图 表 可 交换 知 映射 koor: > T 是 同 构 . 但 由 了 
同 构 于 7T* 是 U- 自 反 的 , 知 k* :7** 一 7* 是 同 构 . 从 而 ( 见 (16.2))k*: T** Tt 
也 是 同 构 . 由 于 EAF U - 自 反 模 的 对 偶 ,T 是 U - 自 反 的 ， 从 而 我 们 从 交换 图 
表 


oat e pas 


e 


T P 


AUG kW. 故 由 Im ft = Im kl 


0> (R/I > Rt r 30 
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是 正 合 的 . 随 之 由 (18.3) 得 AU 是 内 射 的 .由 于 每 个 单 左 R - 模 都 是 RRR, i 
由 题 设 知 每 个 单 左 R- 模 都 是 U - 自 反 的 . 从 而 每 个 单 左 RR- 模 都 是 U - 无 扭 的 ， 
由 (18.15) 得 RU 是 上 生成 子 ， 类 似 地 ,Us 是 内 射 上 生成 子 . 

(c)=>(a). ABE (c) 成 立 . 由 于 上 生成 子 是 忠实 的 (8.22), 从 而 RUs 是 忠实 平衡 
双 模 . 因此 由 (20.16) 得 RR 和 Ss ÈU - ARM. 设 M 是 U - 自 反 的 ，K < M， 
考虑 交换 图 表 


0o— kK: -M ~ M/K— 0 
[ox om [omx 
0— 天 一 Ah + M/K" — 0. 
由 于 RU 和 Us 是 内 射 的 , 从 而 下 面 的 行 是 正 合 的 . h U 上 生成 M/K omy 是 单 
同 态 . Mow 是 同 构 , WA omy 和 ok 也 是 同 构 ( 见 练习 (13.11)). 口 
24.2 推论 ， 设 RUs 定义 了 Morita 对 偶 ， 则 R- 同 态 序列 


mat. M,—L+ Ms 


是 正 合 的 当 且 仅 当 . : 
mj3—2+ m3—£ my 


是 正 合 的 ， 特 别 地 ， f 是 满 同 态 ( 单 同 态 ) 当 且 仅 当 f* 是 单 同 态 WAS). 
证 明 由 于 RUs 定义 了 Morita 对 偶 , 从 而 RU 是 内 射 上 生成 子 . 口 
当然 ， 如 果 RUs 定义 了 Morita 对 偶 ， 则 (24.2) 对 于 S - 同 态 也 成 立 . 


et F 


模 RM 和 它 的 RUs 对 偶 M* 决定 了 模 M 和 M” 在 U 中 的 一 个 “ 序 对 *: (R, 5) 
- 双 线 性 映射 M x M* -，U, 其 定义 为 


(z,f) = f(a). 


一 般 地 ， 模 的 这 样 的 序 对 形成 了 零 化 子 的 一 般 理 论 的 基础 . 
假设 RM 和 Ns 是 模 如 果 RUs 是 双 模 ， 称 函数 


w:MxNoU 
是 (R, S)-MARtERI, 如 果 对 于 一 切 mm'eaMmneNreRseS 有 
(m+ m,n) = pm,n) + (m,n) 


p(m,n +n’) = pm,n) + u(m,n') 
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(rm, ns) = rp(m, n)s. 


设 4: MxN 一 U Se (R,S) - EER, MEAT TM A CM, ATEN (KF ps) 
的 右 零 化 子 定义 为 


ry(A)={n€N |p(a,n)=0 (a€ A)}. 
对 于 每 个 子 集 BC N,B 在 M 中 (关于 u) 的 EPF E 
lm(B) = {me M | p(m,b) =0 (be B)}. 


显然 ，rw(4) 和 le (B) 分 别 是 N 和 M 的 子 模 , 从 而 几 诱 导 了 RM 的 子 模 格 和 Ns 
的 子 模 格 之 间 的 映射 
M' = rn(M') (M'< M) 和 六 一 IN) (N' <N). 
注意 ， 如 果 Q 是 第 三 个 环 ,ma Mo 和 QNs 是 双 模 ， 则 张 基 积 
@:MxN>+M®QN 


是 Q -平衡 (R,5)- 双 线性 映射 . 
假设 M EE R - 模 ， 则 中标 基 乘 法 决定 了 (R,Z) - 双 线 性 映射 


wu: Rx M— RMz. 


显然 ， 关 于 映射 4 的 零 化 子 恰 是 M 的 子 集 的 零 化 子 ， 而且 RÆ 82 中 所 定义 的 ， 
即 零 化 子 目 前 的 一 般 定义 与 早期 的 特殊 定义 是 一 致 的 . 下 列 重要 结果 的 证 明 只 需 稍 
微 修改 一 下 (2.15) 和 (2.16) 的 证 明 即 可 ， 因 此 我 们 略 去 . 

24.3 命题 i RAS 是 环 RM,Ns 和 rUs HEB, J:MxN 一 U 是 (R,5)- 
双 线 性 的 ， 则 对 于 M 的 一 切 子 模 M’, M” 和 Ma (a € A): 

(1) 由 M’ < M” 可 推出 ry(M’) > rn(M”); 

(2) M’ < lmry(M’)}; 

(3) ry(M") = rvlurn(M’); 

(4) ru (TaMa) = Narn (Ma); 

(5) ry (Na Ma) 2 Bary (Ma). 
而 且 , 对 于 的 S— 子 模 类 似 的 结果 成 立 . 口 

正如 我 们 在 8 中 提 及 的 ，(24.3) 中 的 不 等 式 (2) 和 (5) 是 严格 的 ( 见 练习 (2.15)). 
然而 ， 在 对 偶 的 某 个 重要 情形 中 ， 它 们 是 等 式 . 

现在 我 们 假设 rM, Ns 和 RUs 是 模 ， 则 存在 (R, S) - 双 线 性 映射 

MxM*—>U 和 NxNoU 


分 别 定义 为 
(m, f) > f(m) , (9.n) > gln). 
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从 而 ， 如 果 AC M,BCM*, WE 
ru-(A) ={f:M—>U | AC Ker f}, 


Iy(B) = {Ker f | f € B}. 


我 们 将 根据 由 U - 对 偶 诱导 的 这 些 双 线性 映射 来 计算 零 化 子 . 
24.45/32 i RM 和 RUs 是 模 ， 则 对 于 每 个 子 模 天 < M, 有 


Rejujx(U) = lu (rae (K))/K. 


特别 地 ， 

(1) lu (M*) = Rejm(U) = Ker om. 

(2) lm(rm*(K)) = K 当 且 仅 当 U 上 生成 M/K. 

证 明 首先 复习 (24.3.2) K < lm(rm-(K)). MẸ z € lm(rm-(K)), f: M/K > 
U, 则 自然 满 同 态 nk : M 一 M/K 与 f 合成 给 出 fong € rm-(K). 因此 fong 被 
a BAe, 即 f(a+K) = fonk(z)=0 +K € Ker f. Ai, 


Rejujx(U) 2 lm (rm-(K))/K. 


由 于 每 个 ge rm- (K) (因此 K < Kerg) 可 以 通过 nk 因子 化 (3.6.1), BI g = fong, 

HF f: M/K >U. 因此 ， WR a + K€ Rejnyx(U), 则 对 于 每 个 这 样 的 9, 我 们 有 

gli = f(e+ K) = 0, $ z Elm(rm*(K)). 现在 对 于 引 理 中 的 结论 (1), x 
= 0, 再 回顾 (20.12) 便 得 . 对 于 结论 (2) 应 用 (8.13) 即 可 . 


Morita 对 偶 的 性 质 


每 个 双 模 RUs 都 决定 了 U - 自 反 模范 畴 RRIV] 和 RslV] 之 间 的 对 偶 
(H',H")(23.1). 对 侦 (H', H”) 使 范畴 aRIV] 和 Rs[U] 中 的 性 质 对 偶 化 ， 但 一 般 
地 我 们 不 一 定 可 以 把 范畴 xRIV] 和 Rs[U] 中 的 性 质 对 偶 化 到 RM 和 Ms 中 的 性 质 
( 见 练习 (23.4) 和 (23.5)). 然而 ,关于 Morita 对 偶 ， 我 们 可 以 得 到 更 多 的 性 质 ( 见 
(24.2) 和 练习 (24.4),(24.6)). 

我 们 已 经 (在 (20.14) 中 ) 证 明了 下 个 定理 的 第 一 部 分 . 

24.5 定理 设 尺 和 3 是 环 ，RUs 定义 了 Morita X, rM 和 Ns 是 U- 自 
BH, W M*A NU- 自 反 的 ， 而且 关 于 由 U - 对 偶 诱 导 的 标准 元 素 对 ， 有 

(1) 对 于 每 个 K < M 和 每 个 上 < M*, 有 

lurm-(K)=K 和 rmlm(L)=L; 
(2) 对 于 每 个 < N 和 每 个 K < N*, 有 
ryly-(L)=L 和 ly-rw(K) = 
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(3) 经 映射 K 一 ra (K), M 的 子 模 格 和 M> 的 子 模 格 是 反 同 构 的 ; 

(4) 经 映射 工 一 Lye (L), N 的 子 模 格 和 N* 的 子 模 格 是 反 同 构 的 . 

证 明 由 于 rU 和 Vs 是 上 生成 子 . 从 而 (1) 和 (2) 的 第 一 个 论断 由 引 理 (24.4) 
得 到 ， 因 此 令 Me = N, 由 (2) 的 第 一 部 分 我 们 有 


Taxelaxee(Z) =L (L< M°). 


由 于 om 是 同 构 ， 从 而 对 于 L< M*, 我 们 有 
lm- (L) = {om (rz) | om (zr)(h) =0, 对 于 一 切 he L} 
= {om(z) | h(z) =0, 3 F—W) h € L} 
=om(Im(L)), 
因此 
TCMe(D)={fsMr | om(y)(f) =0, 对 于 一 切 y € Lo (L)} 
= rm (lm(L)). 
BORE, (1) 的 第 二 个 论断 可 由 (2) 的 第 一 个 论断 得 到 . 由 对 称 性 我 们 有 (2) 的 第 二 gi 
Wr. 现在 (3) 和 (4) 可 由 (1), (2) 和 (24.3) 得 到 . 

24.6 定理 H RASER. 如 果 存 在 定义 了 Morita 对 偶 的 双 模 RUs, 则 

(1) RR 的 双边 理想 格 和 5 的 双边 理想 格 同 构 ; 

(2) R EDA S 的 中 心 同 构 ; 

(3) 有 限 生 成 或 有 限 上 生成 左 R- S -) 模 是 自 反 的 ; 

(4) Zé R -(H S -) 模 是 有 限 生成 投射 的 当 且 仅 当 它 的 U - 对 偶 是 有 限 上 生成 内 
射 的 . 

证 明 对 于 (1), 由 (4.5) 知 作为 (R,5) - 模 ，R* = Homa(R,U) 同 构 于 rUs. 
对 于 的 每 个 理想 I, 它 的 零 化 子 re (1) 显然 是 R* 的 (R,5) FR. 另 一 方面 对 
于 RY 的 任意 (R,5) - 子 模 V, 它 的 左 零 化 子 IR(Y) 显然 是 RR 的 理想 . 因此 由 (24.5) 
知 R 的 理想 格 和 RUs 的 (R, S) - 子 模 的 理想 格 反 同 构 . 类 似 地 , S 的 理想 格 和 RUS 
的 (R,5) - 子 模 是 反 同 构 的 .从 而 R 的 理想 格 和 S 的 理想 格 同 构 . 

由 RUs 是 忠实 平衡 模 这 一 事实 (24.1) 立即 可 得 ( 见 练习 (4.5)) CenR & Ceng. 

由 (20.13) 知 自 反 模 的 有 限 直 和 是 自 反 的 . 这 样 , 因为 eR AEM, RU 是 上 
生成 子 (24.1), ME RR 和 RU 都 是 自 反 的 , 所 以 (3) 可 由 Morita 对 偶 的 定义 得 出 . 

最 后 ， 对 于 (4), 由 于 RR, SFL R SU, 从 而 模 RM 是 有 限 投射 的 当 
且 仅 当 对 于 某 个 整数 n, 存在 可 分 满 同 态 RO 一 @ 一 M 一 0, 当 且 仅 当 存在 可 分 满 
同 态 0 一 M* + @ UM. 而且， 由 (24.5) 和 (24.1) 知 U 是 有 限 上 生成 的 内 射 上 
ERT, 因此 最 后 的 条 件 等 价 于 M 是 有 限 上 生成 内 射 的 . [al 
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有 限 生成 模 的 对 偶 


正如 我 们 在 前 面 已 经 提 及 的 , 存在 除 环 上 有 限 生 成 左 模 和 有 限 生成 右 模 之 间 的 
对 偶 . 我 们 以 下 述 内 容 来 结束 本 节 ， 为 了 得 到 RFM 和 FMs 之 间 的 对 偶 ， 必 须 使 
R&A Actin $, S 是 右 Artin 的 . 

24.7 引 理 [Osofsky] MRI rUs 定义 了 Morita 对 偶 ， 则 非 零 左 R- 模 的 
AREA U - 自 反 的 . 

证 明 假设 rUs 定义 了 Morita 对 偶 , (Ma)aca 是 RM 的 非 零 子 模 的 指标 集 使 
得 M = @aM。 是 U- 自 反 的 . 设 (pa)aea 是 此 有 限 直 和 的 投射 . 因为 每 个 Ma。 是 
U- EHH, MARTLA, IE f E M" 使 得 对 于 每 个 we A, (f | Ma) #0. 由 于 
NaKer pa = 0, 据 (24.5) 我 们 有 


rm- (Ker pa) = M*. 
A 


这 样 ， 
Í = ga 十 .十 ga 
其 中 
Ga, ETM* (Ker pa,) (一 1 pm). 
如 果 ae 4\{ar anh, W Ma C Ker pa, (i= 1, n), ME 


F(Ma) E Ja, (Ma) + +++ + Gan (Ma) = 0. 


从 而 我 位 有 A = {a1,--+, an}. 口 

24.8 定理 URAL SIH, WU FASO: 

(a) 有 限 生 成 左 R - 模范 畴 AFM MARERA S- 模范 畴 FMs 之 间 存 在 对 
M 

(b) 已 是 左 Artin 的 ， 某 个 双 模 RUs 定义 了 Morita 对 偶 ; 

(c) S 是 右 Artin 的 ， 某 个 双 模 RUs 定义 了 Morita 对 偶 . 
而 且 ， 如 果 R,S 和 U 满足 条 件 (b) 和 (c) 中 的 一 个 ， 则 左 R-( 右 5 -) BUR U- 自 
反 的 当 且 仅 当 它 是 有 限 生成 的 当 且 仅 当 它 是 有 限 上 生成 的 . 

证 明 (a)=>(b)， 假 设 (a) 成 立 ， 则 由 (23.5) 知 存在 双 模 RUs 定义 了 RFM 
和 FMs 之 间 的 对 偶 ， 而 且 RFM 和 FMs 中 的 一 切 元 都 是 U - 自 反 的 . 由 于 
RR, Ss, RU = (S)* 以 及 Us = (R) 它们 的 商 模 都 是 有 限 生成 的 ， 从 而 由 (24.1) 得 
U 定义 了 Morita 对 偶 .因此 由 (24.5) 知 ， 与 有 限 生 成 S- 模 M* 的 U— 对 偶 同 构 
的 每 个 有 限 生成 左 R- 模 都 是 有 限 上 生成 的 ， 这样 由 (10.18) 知 R 是 左 Artin 的 . 

(b)>(a). 假设 REA Artin 的 ， RUs 定义 了 Morita 34. 由 (24.6.3) 得 每 
个 有 限 生 成 左 R-( 右 5 -) 模 是 U - 自 反 的 . 而 且 ， 如 果 M © AFM, 则 M EAR 
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上 生成 的 (10.18), 据 (24.5) 得 M* € FMs. 设 NeFMs, 则 N* 是 U- 自 反 的 . 因 
W, BF UXT Mortia 对 偶 ， 从 而 半 单 模 N*/RadN* 不 可 能 是 单 模 的 无 限 直 
和 (24.7). 于 是 N*/RadN* 是 有 限 生 成 的 , 因此 由 (15.21) 得 N" © RFM. 现在 我 们 
已 经 证 明了 rUs 定义 了 RFM 和 FMs 之 间 的 对 偶 . 

(a)e(c). 可 由 对 称 性 得 . 

最 后 的 陈述 可 由 (24.7), (15.21) 和 (24.5) 得 到 . 口 

24.9 推论 [Azumaya, Morita] BRA SBM, rUs 是 双 模 ， 则 

Homa(_,U) 和 Homs(_,U) 

是 范畴 REM 和 了 Ms 之 间 的 对 偶 当 上 且 仅 当 RR 和 Ss 是 Artin 的 ，RU 和 Us 是 有 限 
生成 内 射 上 生成 子 , 并且 RUs 是 平衡 的 . 口 
(此 推论 的 条 件 可 能 不 是 最 弱 的 ， 见 Morita[58 a] 和 Azumaya[59].) 


练习 24 


1， 证 明 ， 对 于 任意 环 RM S, aM 和 Ms 之 间 不 存在 对 偶 . 
2， 证 明 ， 对 于 环 R 和 双 模 zUR，zUR 不 能 定义 Morita XH. 
3， 设 RAM，Ns 和 RUs 是 双 模 ，1: M x NU 是 (RS) - 双 线性 的 . 证 明 ， 如 果 对 于 每 个 
M' <M 和 每 个 N' < N, 有 
lurN(M’)= M! 和 rvim(N’) = N‘, 
则 对 于 M 的 子 模 的 每 个 指标 集 (Ma)aca, 有 


tw(NAMa) = 》 rw(Ma)， 
A 


对 于 NN 的 子 模 的 每 个 指标 集 (Na)aca, 有 
IM(NANa) = DL lm (Na). 
A 


4， 设 RUs 定义 了 Morita HB, M 是 U - 自 反 的 . 证明， 
(1) M 分 别 是 单 的 ， 半 单 的 ， 不 可 分 解 的 ， 有 限 长 度 为 n 的 当 且 仅 当 M* = Hom(M,U) 
亦 然 . 
(2) M 是 有 限 生 成 的 (Noether 的 ) 当 且 仅 当 M* 是 有 限 上 生成 的 (Artin 的 ). 
5. 设 RUs 定义 了 Morita 对 偶 . 设 Mı, M2 是 U 一 自 反 的 ， 了 : Mi 一 Mo. 证 明 ， 
(1) f 是 多 余 满 同 态 (本 质 单 同 态 ) 当 且 仅 当 对 于 范畴 ARI[U] 中 的 每 个 h, 由 fh 是 满 同 态 
可 推出 是 满 同 态 (由 hf 是 单 同 态 可 推出 h 是 单 同 态 ).[ 担 示 :， 见 (5.13) 和 (5.15).} 
(2) f : Mi > Ma 是 多 余 满 同 态 当 且 仅 当 矿 : M2 一 MT 是 本 质 单 同 态 . 
6， 设 RUs 定义 了 Morita 对 偶 ,M 是 U - 自 反 的 . 证明， 
(1) 如 果 M 是 有 限 生成 的 ， 则 E(M"*)* 是 M 的 投射 盖 . 
(2) 如 果 M 是 有 限 上 生成 的 , PUM") 是 M* 的 投射 盖 ， 则 (P(M"))* 是 M 的 内 射 包 . 
(3) Soc M* = (M/Rad M)*, M*/Rad M* = (Soc MY. 
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(4) 如 果 R EZ Artin 的 ， 则 M 在 RR 上 是 忠 实 的 当 且 仅 当 M* 在 9 上 是 忠实 的 . 
设 rUs 定义 了 Morita 对 偶 ， 由 于 Us 同 构 于 (eR), RU 同 构 于 (5s)*, 从 而 存在 RR 的 
子 模 格 和 Us 的 子 模 格 之 间 的 格 反 同 构 ,也 存在 Ss 的 子 模 格 和 RU 的 子 模 格 之 间 的 格 反 同 
构 ( 见 (24.5)). 证 明 。 
(1) 对 于 每 个 RI < RR 和 每 个 Ve < Us, # lr(ru()) = 1 W ru(lr(V)) = V. 
(2) 对 于 每 个 Ks < Ss 和 每 个 RW < RU, A rs(lu(K)) = K Al lu(rs(W)) =W. 
证 明 ， 如 果 rUs 定义 了 Morita 对 偶 ， 则 
(1) R/J(R) 和 S/J(S) FRH. | 提示 : Us 中 的 一 切 极 小 子 模 的 和 是 有 限 个 Us 中 的 极 
小 子 模 的 和 .] 
(2) SocaU = SocUs. HER: 由 (1) 得 RR 中 极 大 左 理想 的 交 等 价 于 R 中 极 大 双边 理想 的 
% || 
(1) & RBH, HA J = J(R). 设 RT 是 单 的 . 证明， 如 果 R/J 是 半 单 的 ,J? = 0, 则 
E(T)/T = Homr(J, T). (BAR: 练习 (20.15).] 
(2) P.M.Cohnl61] 已 经 表明 存在 除 环 D 和 D 的 子 除 环 C 使 得 Dc 是 有 限 维 的 ，c 不 是 
有 限 维 的 . Be R Æp 

| 

0 c 


其 中 di,d2 € D, ce C 组 成 的 环 . 证 明 ， R 既是 左 Artin 的 又 是 右 Artin 的 ， 但 对 于 任意 
环 S, 不 存在 REM 和 FMs 之 间 的 对 偶 . 提示: HLT < R 是 由 使 得 do = c = 0 的 那些 
7 组 成 的 ， 则 RT 是 单 的 ,EB(T) 不 是 有 限 生 成 的 (利用 (1)). 应 用 (24.9),] 

WH R 是 上 生成 子 环 , MR RR 和 Re 都 是 上 生成 子 . 证 明 : 对 于 环 R, FAB (a) RIE 
LERTIS (b) RR 和 Re 是 内 射 生成 子 ，(c) RR 定义 了 Morita HB. [HEAR (a)=>(b). 
由 (a) 得 存在 集合 4 使 得 RR < E = E(R) < RR^. 如 果 对 于 每 个 ae A, Ta(l) = ea, B 
T=, €aR < Ra, 则 LIR(D =0, 因 此 了 = R. 比如 1= E Aeara ,其 中 ra 几乎 处 处 为 
#, Warr 并 Aro(z)ra 是 可 分 满 同 态 EE 一 RJ] 


， 称 环 R 是 双重 零 化 子 性 质 , 如 果 对 于 每 个 右 理想 三 和 每 个 左 理 想 T, 有 


rrir(I)=1, lera(’)=I'. 


假设 R 有 双重 零 化 子 性 质 ， 证 明 对 于 R 下 列 条 件 等 价 : 

(a) Æ Artin 的 ， (b) Æ Artin 的 ; (c) Zz Noether 的 ， (d) 47 Noether 的 . 

证 明 , 环 RR 是 上 生成 子 环 当 且 仅 当 RR 和 Re 是 内 射 的 ，R 有 双重 零 化 子 性 质 ， | 提示 ， 
(18.15) 和 练习 (24.7),] 

A R È 拟 Frobenius 的 , 如 果 它 是 Artin 上 生成 子 环 . WA: WR RÆ Artin 的 ， 则 下 
列 等 价 ，(a) RR 是 拟 -Frobenius fj; (b) RR 和 Re 是 内 射 的 ，(c) R 有 双重 零 化 子 性 质 ， 
(d) RRR SMR ()" 定义 了 REM 和 下 MA 之 间 的 对 偶 . | 提示 (b)=>(a). 练习 (18.31). 
(c)3(d). 设 1< eR, f:I— R. 对 了 的 极 小 生成 集 的 长 度 进行 归纳 假设 . 如 果 I= Re, 
JW f(z) e rRla(z) = oR, 因此 对 于 某 个 ae R, f(z) = ra. 假设 T= h +h, 而 且 对 于 一 
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切 ai € 1; (6 = 1,2), @ f(a) = tiai, 则 由 练习 (24.3) 得 
aı — az Era(N N I2) = 7R(N) +rer(l2), 


比如 说 al — a2 = bi + bo, 则 对 于 一 切 ze 也 A f(x) = x(a +b1).] 

(1) 证 明 ， 每 个 Frobenius 代数 都 是 拟 Frobenius 的 ( 见 练习 (21.9). 

(2) 证 明 ， 每 个 半 单 环 都 是 拟 Frobenius 的 . 

(3) 证 明 ， 如果 R= Ri x R2 x … x Rn, W R 是 上 生成 子 环 ( 拟 Frobenius 环 ) 当 且 仅 当 
每 个 Ri 亦 然 . 

(4) 证 明 ， 如果 Ra S, 则 RR 是 上 生成 子 环 ( 拟 Frobenius 的 ) 当 且 仅 当 S 亦 然 . 

拟 Frobenius 环 (1939 年 由 Nakayama 给 出 的 ) 极 大 地 激发 了 对 双 模 对 偶 的 研究 .下 列 每 
个 条 件 都 是 用 于 刻画 拟 Frobenius 环 的 ， 尽 管 这 里 的 条 件 不 可 道 . 证 明 : 拟 Frobenius R 
满足 ， 

(1) R 是 左 Noether 的 ， 左 或 右 自身 内 射 的 . 

(2) RR 是 左 Noether 的 ,RR 或 Rr 是 上 生成 子 . 

(3) R 是 左 或 右 Noether 的 ， 每 个 忠实 的 左 尺 模 都 是 生成 子 . 

(4) RR 是 左 ( 右 )Artin 的 ， 每 个 单 模 的 RRR 对 偶 都 是 单 的 . 

(5) 每 个 投射 左 R - 模 都 是 内 射 的 . 

(6) 每 个 内 射 左 已 - 模 都 是 投射 的 . 


第 七 章 内 射 模 ， 投 射 模 以 及 它们 的 分 解 


本 章 我 们 重新 回 到 模 的 分 解 理 论 一 一 特别 是 内 射 模 和 投射 模 的 分 解 理论 的 讨论 
上 来 . 首先 我 们 根据 内 射 模 的 结构 检验 Noether 环 的 刻画 .其 次 考虑 可 数 生成 模 的 
直 和 分 解 理论 ， 之 后 我 们 研究 半 完 备 环 和 完备 环 ( 半 完 备 环 是 指 其 上 的 有 限 生 成 模 
都 有 投影 盖 的 环 ， 完 备 环 是 指 其 上 的 一 切 模 都 有 投射 盖 的 环 ) 最 后 一 节 我 们 证 明 有 
限 生成 模 的 自 同 态 环 的 结构 决定 了 若干 个 模 的 直 和 是 否 有 可 补 直 和 项 的 直 和 分 解 . 


8 25. 内 射 模 和 Noether 环 一 一 Faith-Walker 定理 


由 (18.13) 知 环 R AEZ Noether 的 当 且 仅 当 内 射 左 R - 模 的 类 关于 直 和 封闭 . 
本 节 我 们 将 进一步 研究 这 个 问题 ， 并 且 讨 论 RM 中 内 射 模 的 分 解 理论 和 RR 的 有 限 
条 件 之 间 的 关系 . 

Ze R - BEM 的 子 集 X 在 RR 中 的 零 化 子 la(X) È R HERD, WEN M -Ẹ 
化 子 左 理 想 . 一 切 M - 零 化 子 左 理想 构成 的 集合 .Zr(M) 关于 集合 包含 这 个 序 关 系 
是 完全 格 ， 对 于 每 个 of C LRM), A 在 LRM) 中 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 分 别 为 

NA 和 Irr )) 
( 见 练习 (2.16)). 一 般 地 , .Zr(M) 不 是 RR 的 左 理想 格 的 子 格 ， 这 是 因为 M - 零 化 子 
左 理想 的 直 和 不 一 定 是 M - 零 化 子 左 理想 ( 见 练习 (2.15)). 设 Zu(R) 表示 RR 中 的 
子 集 在 M 中 的 零 化 子 格 ， 则 对 于 每 个 Te .Zr(M) 和 每 个 4e My (R), 经 互 道 映射 
TPru(D 和 A= la(A), 
格 .Za(M) 反 同 构 于 格 Au (RR)( 见 练习 (2.16)). 现在 如 果 RE 是 内 射 模 ， 对 于 一 切 
ME A, 格 -Zh(E) 决定 了 BO 是 否 是 内 射 的 . 

25.1 ÈH [Faith] x PASTA R -H E, 下 列 条 件 等 价 : 

(a) 对 于 一 切 集合 A, BO) 是 内 射 的 ; 

(b) R PHJ E - 零 化 高 左 理想 满足 升 链条 件 ; 

(c) BS) 是 内 射 的 . 

证 明 (a)>(c) 是 显然 的 (注意 ,练习 (25.4) 直接 给 出 了 它 的 逆 ). 

(c)=>(b). 假设 (c) REM (b) 不 成 立 ， 则 存在 Sa(E) 中 的 严格 递增 序列 


hchc-:::. 


此 序列 的 右 零 化 子 


re(h) Drg(12) >- 
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是 严格 降 的 ， 选择 rn € re(In)\re(Invi), B 
T=U% In. 
则 对 于 每 个 ae 1, E n > 0 使 得 对 于 一 切 上 = 1,2,---, 有 azn+k = 0. 因此 映射 
f :ary (ax,az2,---) (a € I) 
ER- WAS f 1 BM. 现在 由 内 射 检验 引 理 知 ， 存 在 
y= (Y1, Yn 0, e) E€ EN), 


使 得 对 于 一 切 ae 1, 有 
(az1,ax2,---) = f(a) = ay 
= (ayı; , ayn, 0, +++). 
但 这 与 我 们 的 选择 zn+l reln) 矛盾 . 


(b) = (a). 假设 (b) RX. E- 零 化 子 左 理想 的 每 个 非 空 集 族 都 包含 极 大 元 
( 见 练习 (10.9)). BET < RR, 考虑 R- 同 态 


f:1> E^. 


由 于 EA Aa, BO) < BA, 从 而 存在 re E^, 使 得 对 于 一 切 ae I, f(a) = az. 
对 于 每 个 子 集 BC A, 设 ze = 26rs(z), 即 


(ep) ae aeB 
Ta(t, = 
0 ， 其 它 . 


如 果 我 们 令 F PON 4 的 有 限 子 集 ， 则 由 题 设 知 形 如 
la(Ta\r) = la({ra(z) | a € A\F}). 


WE - 零 化 左 理想 组 成 的 集合 含有 极 大 元 Ia(za\vm). HERKEN, WE F Je 4 的 
有 限 子 集 ， 则 


由 下 2 Fo 可 推出 LIR(za\F) 一 La(z4\Fo). 
现在 对 于 每 个 ae I, 由 于 f(a) € EO), 从 而 存在 有 限 子 集 Fa 2 Fo 使 得 


ama(z) = mau(az) = Ta(f(a))=0 (a € A\Fa). 
FTE, HFEA ac I, 我 们 有 ae la(Za\F,) = Ia(za\m), 因此 


f(a) = ax — arA\F, = arr, (ael). 
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但 由 于 cr, € BO), 从 而 由 内 射 检验 引 理 得 (4) 是 内 射 的 . 
我 们 现在 可 以 把 (18.13) 看 作 判 断 环 是 否 为 Noether 环 的 一 个 检验 . (25.1) 和 
下 面 的 引 理 给 出 了 更 好 的 检验 . 
25.2538 RIA R WAM, MEA R- 模 ， 则 M 上 生成 R/T 当 且 仅 当 
7 是 M 的 子 集 的 零 化 子 . 
证 明 易 证 
lr(rm(I))=N{Ker f|f:RR— M,I < Ker f}. 


因此 la(rm(D)/T = Rejrjr(M). a 

25.3 定理 REL, Co 是 极 小 左 R- 上 生成 子 ， 则 下 列 条 件 等 价 ， 

(a) RR 是 左 Noether 的 . 

(b) 若干 个 左 R- 上 生成 子 的 无 限 直 和 是 内 射 的 . 

(c) cf 是 内 射 的 . 

证 明 (a) 一 (9. 由 (18.16) 知 ， 极 小 上 生成 子 是 内 射 模 ( 单 模 的 内 射 包 ) 的 直 
和 ， 从 而 CIV 是 内 射 模 的 直 和 .因此 由 (18.13) 可 得 (c). 

(c) >(b) 是 显然 的 . 

(b)=>(a) 由 (25.1) 和 (25.2) 可 得 . 口 


内 射 模 的 分 解 


25.4 引 理 每 个 不 可 分 解 内 射 模 的 自 同 态 环 都 是 局 部 的 . 
证 明 设 已 是 不 可 分 解 的 内 射 左 R- Hi, te Endr(E), 则 由 于 


Ker tN Ker (1—t) =0, 


从 而 由 (18.12) 得 或 者 上 是 单 同 态 或 者 1 -上 是 单 同 态 ， 又 单 同 态 Bo 已 的 象 是 B 
的 直 和 项 (18.7), 因此 或 者 上 是 可 逆 的 或 者 1 一 t 是 可 逆 的 . 从 而 End(RE) 是 局 部 环 
( 见 (15.15)). o 
25.5 命题 如果 内 射 模 BAAR E = O48, 则 此 分 解 可 补 直 和 
项 . 
证 明 由 引 理 (25.4) 知 ， 内 射 模 E = @aE。 的 不 可 分 解 的 分 解 满足 Azumaya 
引 理 (12.6) 的 题 设 . 设 K 是 E MEAD, WETE BCA 使 得 它 关于 


(eaEo)n 天 =0 


是 极 大 的 ， 则 子 模 (9@ePEe) + K = (@eEp) © K 是 内 射 的 (18.2)， 从 而 对 于 某 个 
E' <E, # 
E=E'&(@pEg) © K. 
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下 证 E' = 0. 如 果 EF #0, 则 由 (12.6) 得 E' 有 不 可 分 解 的 直 和 项 ， 从 而 存在 YE A 
和 E 的 直 和 项 E” 使 得 


E=E,@(E" ®(@sEp) ® K), 


这 与 妃 的 极 大 性 矛盾 . 因此 E= (Es) @K, E= 94Ea 是 可 补 直 和 项 分 解 ， 口 

五 上 的 内 射 模 不 一 定 有 不 可 分 解 的 分 解 . 现在 证 明 RR 上 的 内 射 模 有 不 可 分 解 
的 分 解 当 且 仅 当 RFE Noether 的 . 

25.6 定理 对 于 环 R, 下 列 条 件 等 价 : 

(a) RR 是 左 Noether 的 ; 

(b) 每 个 内 射 左 R - 模 都 是 不 可 分 解 模 的 直 和 ; 

(c) 每 个 内 射 左 R- 模 都 有 可 补 直 和 项 的 分 解 ; 

(d) 每 个 内 射 左 R - 模 都 有 可 补 极 大 直 和 项 的 分 解 . 

证 明 (a) > (b). HL BA Noether HR LMAHAM, MROF cE EH, 
则 由 (18.12.3), 我 们 可 以 假设 E = EE(Rz) @ E' HED EB’ < E. 如果 (Ma)aea 是 
E(Rx) 的 无 关于 模 集 ， 则 (Rz Nn M。)aea 是 Re 的 子 模 的 无 关 集 ， 这样， 因为 Re 
是 Noether 的 ， 所 以 除了 有 限 多 个 RIN Ma 外 ， 其 余 都 是 零 . 但 Rr E(Rr), 从 而 
E(Rr) 不 包含 非 零 子 模 的 无 限 无 关 集 . 因此 它 不 包含 直 和 项 的 无 限 升 链 , 由 (10.14) 
得 E(Ra) = Ey ®---® En, 其 中 每 个 是 不 可 分 解 的 ， 这 就 推出 每 个 非 零 的 内 射 
模 已 都 有 不 可 分 解 的 直 和 项 . 由 极 大 值 原 理 知 存在 B 的 不 可 分 解 的 直 和 项 的 极 大 
TRR {Eq | a € A}. BE! = BaEc. 由 于 R SLA Noether 的 , 从 而 E' 是 内 射 的 ， 
E = F' OE" {E E" 一 定 是 零 ， 否 则 由 于 E” 是 内 射 的 ， 从 而 它 包含 不 可 分 解 的 直 
和 项 ,因此 已 = @aEa 是 E 的 不 可 分 解 的 分 解 . 

(b)=(c) 可 由 (25.5) 得 出 . 

(c)=>(d) 是 易 证 的 . 

(d)=(a). 设 是 单 左 R - 模 的 表示 的 无 元 余 集 ( 见 (18.16)), 则 


Co = Prev E(T) 
是 nM 中 的 极 小 上 生成 子 . 设 
E = E(C™). 
则 由 假设 知 存在 可 补 极 大 直 和 项 的 分 解 
E = 94Ea- 
对 于 每 个 单 模 Te 2, 设 


A(T) = {a € A | Ea S E(T)}. 
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现在 对 于 每 个 n> 0, 内 射 子 模 ET) 同 构 于 EEA. PEH (12.2) 得 


card(A(T)) > n, 


因此 A(T) 是 无 限 的 . 令 
B = Urey A(T), 


则 显然 OM 同 构 于 已 的 直 和 SEs 的 直 和 项 . 因此 Cf 是 内 射 的 , 由 (25.3) 得 z 
FEAL Noether 的 . 


Faith-Walker 主要 定理 


称 模 M 是 c -生成 的 ， 如 果 存 在 生成 M 的 指标 集 (zy)yec, H c= card C. 从 
而 ( 见 (8.1)) 如 果 C 是 集合 ， 则 M 是 card C - 生成 的 当 且 仅 当 M 是 自由 模 RO) 
的 满 同 态 象 ， 显然  - 生成 模 的 每 个 满 同 态 象 都 是 c- 生成 的 ， 一般 地 ，c - 生成 模 
的 子 模 不 一 定 是 c - 生成 的 . 

25.7 引 理 设 是 无 限 基数 ， M = @4Ma，N <M. MRN Ec- ERD, 
则 存在 子 集 BC 4 使 得 card B < c, N < @pMg. 

证 明 设 (zy)vsc ER N, E card C = c, WEA s, 都 在 Ma 的 有 限 和 中 ,因此 对 
于 每 个 Ye C, 存在 从 C 到 A 的 有 限 子 集 的 函数 : 7 Fi) 使 得 zy € Print 
& B = UcF (7), 由 于 C 是 无 限 的 ,从 而 有 card C > card B. 

如 果 x 是 模 的 集合 ， 则 此 集合 中 的 每 个 模 都 是 c - 生成 的 ， 其 中 


c= card(Ue). 
不 可 分 解 内 射 左 R- 模 一 定 是 它 的 每 个 非 零 子 模 的 内 射 包 ( 见 (18.12.3)). 集合 
{E(R/I) | I < R} 


包含 了 每 个 不 可 分 解 内 射 模 的 同 构象 . 由 于 这 是 一 个 集合 , 从 而 存在 基数 c 使 得 每 个 
不 可 分 解 内 射 左 R- 模 都 是 c- 生成 的 . 从 定理 (25.6) 可 知 如 果 R LAE Noether 的 ， 
则 存在 基数 c 使 得 每 个 内 射 左 R- MRE c- 生成 模 的 直 和 . 事实 上 ， AENA 
正确 的 . 

25.8 定理 [Faith and Walker] 环 民 是 左 Noether E VORRE c 
使 得 每 个 内 射 左 R- 模 都 是 c - 生成 模 的 直 和 . 

证 明 我 们 已 经 得 到 定理 的 必要 性 . 反之 , 假设 存在 满足 条 件 的 基数 .显然 任 
意 大 于 此 基数 的 基数 也 满足 条 件 ， 现 在 为 了 证 明 R 是 左 Noether 的 ， 只 需 证 明 如 
果 RE 是 内 射 的 ， 则 EN 也 是 内 射 的 (25.3). 因此 设 RE 是 内 射 的 .由 于 集合 C 生 
成 的 任意 模 都 至 多 有 (card R) . (card C) AER. 从 而 由 我 们 的 假设 可 推出 存在 比 
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card E 和 card 已 大 的 无 限 基数 使 得 每 个 内 射 模 都 是 基数 至 多 为 的 模 的 直 和 . 设 
BERA, A 
card B > 2°. 


HAE? 是 内 射 的 (18.2), 这 样 据 题 设 有 
BP =@4Ea, 

其 中 每 个 Ea 有 至 多 为 c 的 基数 ， 我 们 推断 存在 4 的 一 个 分 类 { Ao, Ai, 42,…} 使 
card An Sc (n=1,2,.….), 

4, Ea =Qn@Q, (n=1,2,.…), 
H Qn S E. 一 旦 此 推断 成 立 ， 我 们 便 完成 了 证 明 . 这 是 因为 假设 此 推断 成 立 ， 则 

Be = (®E1Qn) © (8710h) © (Bh En)), 

又 根据 内 射 模 的 直 和 项 是 内 射 得 ES) = Dn 是 内 射 的 ， 现 在 为 了 证 明 推断 ， 
假设 41,…, An 是 4 的 不 交 子 集 使 得 card hi<c (=1 pm)， 

Ba, Ea = QOQ; (i=1,2,.…,n), 
HH QS E. 令 

D = A1 U---U An, 


通过 观察 可 得 card(@pEa) < n- = c. IFEA 8 EB, iy: E> EP RA 
然 内 射 , 由 于 {(@pEa) noe(B) | 8 € B} 是 BpEo 的 无 关于 模 集 ， 且 OnE, 至 多 
有 2°(< card B) 个 子 集 ， 从 而 存在 8 © B 使 得 @pEa ial(E) = 0. 因此 BF 在 
DA\pEa 上 的 投射 在 (E) 上 是 单 同 态 .特别 地 ， 对 于 某 个 8 S RE, 有 


®a\vEu = QOV. 


这 样 ， 由 (25.7) 知 存在 子 集 Anti C A\D 使 得 card Anyi < c,Q < Sanyi Eo. 此 时 
用 标准 的 归纳 法 可 论证 并 确定 41, 42,… 的 存在 性 . 最 后 , 令 Ao = A\UR An. O 


& J 25 


1。 称 非 零 模 万 是 一 致 模 , 如 果 它 的 每 个 非 夫子 模 在 H 中 都 是 本 质 的 . 称 H E 上 一 致 模 ， 如 
果 它 的 每 个 真子 模 在 H 中 都 是 多 余 的 . 
(1) 证 明 : 非 零 模 H 是 一 致 模 当 且 仅 当 E(H) 是 不 可 分 解 的 - 
(2) Bik p: P 一 H 是 投射 盖 . 证 明 ， HH 是 上 一 致 模 当 生 仅 当 P 是 上 一 致 的 ， End(RP) 
是 局 部 环 . 


§ 26. 可 数 生成 模 的 直 和 一 有 局 部 自 同 态 环 的 模 的 直 和 < 287 - 


2. BEM 的 Goldie 维 数 G.dim(MM) 是 关于 M 的 非 零 子 模 的 每 个 无 关 集 (Ma Jaca, 使 得 card4 
<S c 的 基数 cK FRR. Bit, G.dim(0) = 0, G.dim(M) = 1 当 且 仅 当 M 是 -- 致 模 . 证 
明 ， 
(1) 对 于 模 M, 下 列 等 价 ，(a) G.dim(M) = n; (b) 存在 M 的 一 致 子 模 的 无 关 序列 Hi,.…， 
Hy, 使 得 Hi @…@ Hn AM; (c) E(M) = E1 @+-- @ En, 其 中 每 个 Ei 都 是 不 可 分 解 的 . 
(2) BEM 有 有 限 Goldie 维 数 当 且 仅 当 M 没有 非 零 子 模 的 无 限 无 关 集 . 
(3) 如 果 M: 和 M 是 已 - BE, WA 


G.dim(My) + G.dim(M2) = G.dim(My ® M2). 


(4) 如 果 R JEZ Noether 的 ,c 是 基数 , 则 下 列 等 价 ，(a) G.dim(M) =c; (b) 存在 -一 致 子 
模 的 无 关 集 (HH,)wec 使 得 cardC = c, Dc Hy < M; (c) E(M) = Bo Ey, 其 中 cardC = c, 
每 个 Ey 是 不 可 分 解 的 . 

3， 证 明 ， 下 列 等 价 ， (a) R 是 左 noether fy. (b) 当 RU 是 拟 内 射 模 时 ， UM) 亦 然 ， (c) 当 
nE 是 内 射 模 时 ， EO) 是 拟 内 射 模 . 

4. 证明， 如 果 对 于 每 个 可 数 子 集 C C A, cE, 是 内 射 的 ， 则 @4Ea 是 内 射 的 ， | 提示 ， 
ME DAEa 不 是 内 射 的 ， 则 存在 了 < RR 和 f :了 一 aba 使 得 对 于 可 数 无 限 个 a € 
A,ta(Imf) #0.) 

5. HEM: 尽 是 左 noether 的 当 且 仅 当 对 于 每 个 单 左 R- 模 序列 Ti, ,7T2,…., Fr E(Tn) 是 
内 射 的 


§ 26. 可 数 生 成 模 的 直 和 一 一 有 局 部 自 同 态 环 的 模 的 直 和 


812 的 结果 表明 了 分 解 M = @aMa 的 重要 性 ， 其 中 每 个 Ma 都 有 局 部 自 同 态 
I. 这 样 我 们 便 提 出 一 个 问题 : 这 样 的 模 M 的 直 和 项 是 否 也 有 使 得 分 解 的 项 有 局 
部 自 同 态 环 的 分 解 ? 本 节 我 们 将 要 证 明 如 果 再 加 上 每 个 Ma 都 有 可 数 生 成 集 这 一 
条 件 ， 则 M 的 直 和 项 有 这 样 的 分 解 . 


Kaplansky 定理 


已 知 ， 称 模 N 是 - 生成 的 ， 如 果 N 有 生成 集 (zy)vsc 使 得 card O = c. 特别 
地 , 有 可 数 生成 集 的 模 是 可 数 生成 的 . 下 述 重要 定理 的 可 数 情形 首先 是 由 Kaplansky 
证 明 的 ， 然 后 由 C.Walker 推广 到 现在 的 形式 . 

26.1 定理 设 是 无 限 基数 ， 如 果 模 M 是 c - 生成 子 模 的 直 和 ， 则 M 的 每 个 
直 和 项 亦 然 . 

证 明 设 M = @4Mau, 假设 每 个 Ma 都 是 c - 生成 的 . 再 假定 M = K @ L. 
设 

(Ke)ese 和 (Ly)yec 
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分 别 表示 K 和 工 的 c- 生成 子 模 . 令 多 表示 有 序 三 元 组 
(4',B’,C’) 
的 集合 ， 使 得 
(i) ACA, B'CB, CEC; 
(ii) BaMa = (Ba' Kp) © (®crL,). 
通过 (4, B’,C’) < (4,B”,C”) 4 A C A”,B' C B",C' CC”, 我 们 定义 多 上 的 
偏 序 关 系 <. 易 证 (多 ,<) 是 归纳 的 ， 因 此 存在 极 大 元 


(A, BC) € 2P. 


为 了 证 明 此 定理 我 们 将 证 明 A = A. Be 和 f SPH End(nM) 中 关于 分 解 M = 
K @L 中 的 K 和 工 的 备 等 元 . (BR A A A, ac AA. 由 引 理 (25.7) 知 M 的 每 个 
c- 生成 子 模 都 包含 在 至 多 个 Ma 的 和 中 .特别 地 ， 如 果 D CA 的 基数 至 多 是 c, 
则 
(BpMs)e 和 (®@pMs)f 
都 是 M H c- 生成 子 模 ， 因 此 它们 的 和 也 是 c- 生成 的 ， 并 且 包 含 在 至 多 c^ Ma 
的 和 中 ,从 而 由 标准 的 归纳 法 论证 可 得 , 存在 由 A 中 每 个 基数 至 多 为 c 的 子 集 组 成 
的 递增 序列 
D:D ， 


使 得 


Ma < Mae + Maf < BD, Ms 


®p, Ms < (®p, Ma)e + (Əp, Ms)f < ƏD, Ms 


®p,.Ms < (BD, Ma)e + (Bp, Ms)f < Bp,,, Ms 


S D=Ur1 Dn. 由 于 Ms 是 无 关 的 ， 且 a 4 A', 从 而 显然 有 DZ A 还 要 注意 
(@pMs)e < BpMs, (pMs5)f < BpMs, 


@pMs 是 °- 生成 的 =c- 生成 的 . 现在 令 
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M' = @AMa，K' = @Bp'Kg，L’=@c'Ly, HABA M' =K oL. BS 
M" =@aupM,, K"=M"e, L"=M"f. 


则 有 

K" = (K' + L' +@pMs)e < K' + (®pMs) < M”, 
和 

L" =(K'+ L' + @®pMs)f < L + (®pMs) < M”. 
因此 ,由 M” < 天" @ L", 我 们 可 以 推断 M” = K" o L". 现在 K'A L 分 别 是 
包含 在 K” 和 L" 中 的 M 的 直 和 项 ， 故 存在 某 个 子 模 Ki < KA L <L 满足 
K"=K'@K! ML” =L'@L). 从 而 有 


M" = K" @L" = M'®(K!@®1). 


及 
Ki ® Li = M"/M' BDpa Ms 

是 非 零 的 , 且 c- 生成 的 . 这 与 多 P(A’, BY, C) 的 极 大 性 矛盾 . 口 

每 个 自由 模 都 是 可 数 生成 (也 是 循环 ) 模 的 直 和 .由 于 每 个 投射 模 都 是 自由 模 
的 直 和 项 ， 由 此 我 们 立即 可 得 ， 

26.2 推论 每 个 投射 模 都 是 可 数 生成 模 的 直 和 . 

再 由 由 定理 (26.1) 和 (25.8) 还 有 : 

26.3 推论 环 已 是 左 Noether 的 当 且 仅 当 存在 左 R - HEH METZ R - 模 
都 可 以 嵌入 到 若干 个 H 的 直 和 中 . 

证 明 ”由 于 模 可 以 嵌入 到 内 射 模 中 , 从 而 必要 性 可 由 (25.8) 和 下 列 事实 得 出 : 
当 card C =c 时， 每 个 c- 生成 模 都 同 构 于 集合 {RO/K | K < RO} 中 模 的 直 和 
的 子 模 、 

反之 , MRA 满足 题 设 中 的 条 件 ， 则 每 个 内 射 左 R- 模 都 同 构 于 若干 个 五 的 
直 和 的 直 和 项 ， 因 此 由 (26.1) 和 (25.8) 可 得 R ZEAE Noether 的 . a 


有 局 部 自 同 态 环 的 可 数 生成 模 


在 陈述 本 节 的 主要 结果 之 前 ， 我 们 给 出 一 个 感 兴趣 的 引 理 . 我 们 知道 ， 如 果 模 
有 分 解 
M = BAMa=K@L, 
HP K #0, HA End(Ma) 都 是 局 部 环 ， 则 由 Azumaya 定理 可 推出 K 有 直 和 项 
MHT Ma 中 的 一 个 . 由 下 面 的 引 理 可 以 推出 另 一 方面 ， 每 个 Mo 同 构 于 K 的 直 
和 项 或 也 的 直 和 项 . 


让 
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26.4 引 理 设 AM 是 模 , M = 天 865. 设 六 是 M 的 直 和 项 使 得 N = Ni …@Nn， 
每 个 End(N:) 都 是 局 部 环 ， 则 存在 直 和 项 K < K 和 L < 工 使 得 


M=N@K'OL’. 
证 明 假设 N,H,H',K 和 工 是 RM 的 于 模 ,End(rRN) RARA, H 
M=N@H@H'=HOKBOL. 
我 们 将 证 明 存 在 下 和 项 K' < K, L < L' 使 得 
M=NoOH@R'OL’. 
从 而 由 明显 的 归纳 法 论证 
(Nagi =N, Ne@…e@N =H) 


可 得 此 引 理 的 证 明 . 现在 设 e,e',f 是 Bnd(RM) PHRES, ¢ 和 e 是 正 交 的 ， 


了 | 


K=Me, L=Me, H=M(1-e~-e') 


N=Mf, H@H'=M(\-f). 

由 于 JfEnd(RM)f 兰 End(RN) 是 单位 元 为 f HARA, H f= fef + fef (因为 
f(l-e-e')f = 0), 从 而 我 们 可 以 假设 fef 在 fEnd(nM)f 中 是 可 逆 的 这样， 设 
s € End(rM), 

s= fsf, sfef = fefs= f, 
则 在 End(RM) 中 ， 有 (ese)? = e(sfef)se = efse = ese, 因此 

M = (Im ese) ® (Ker ese). 
{E Le H = M(1 — e) < Ker ese, 故 


Ker ese = (Ker ese) N (K $ L® H) 
= ((Ker ese) NK) S LGH. 


a> 


K' = (Ker ese) K; 


则 
M=Mese@k'@L@H, 
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且 


p: m= mese 
定义 了 M 在 Mese 上 沿 K'@® LOH 的 投射 考虑 


(PIN) : N — Mese. 


由 于 
Mese = (Mes)ese C (Mf)ese = Nese C Mese, 
从 而 (p IN) 的 象 是 Mese. 由 于 
fese = (fef)s(fe), 


(PIN) 是 单 同 态 的 合成 , 因此 (p |N) 是 同 构 , H ( 见 5.5)M = N@ KO Le HA. 这 便 
完成 了 引 理 的 证 明 . 口 

现在 容易 证 明 本 节 的 主要 结果 

26.5 定理 [Crawley-Jonson-Warfield] ”如 果 模 M 是 可 数 生成 模 的 直 和 ， 其 
中 直 和 项 有 局 部 自 同 态 环 ， 则 M 的 每 个 直 和 项 亦 然 . 

证 明 假设 M = @aM。, Ma 是 可 数 生成 的 , 且 每 个 End(M。) 都 是 局 部 环 . 由 
定理 (26.1) 知 M 的 每 个 直 和 项 都 是 M 的 可 数 生成 子 模 (一 定 是 直 和 项 ) 的 直 和 . 
因此 只 需 对 十 M 的 可 数 生成 的 直 和 项 证 明 此 结果 .这样 ， 设 


M=K®L, 


K 是 可 数 生成 的 ， 再 设 z < K, 则 存在 有 限 集合 GC 4 使 得 7 < SM & 
N = BaMa. 由 (26.4) 得 存在 直 和 项 K' < KA L < LEG 


M=N@Kk'OL'. 
设 

H=KN(N@L’), 
Ware KON CH, 且 由 模 律 可 得 


K =KAM=KN((NƏL')e®K'’) 
=H@K’. 


由 于 L Æ LKAN, AMEE I< LELI. 因此 


N2=M/(K'@L')=H@eI. 
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由 (12.7) 知 分 解 N = @cMea 可 补 直 和 项 . 因此 , 特别 地 , 对 于 某 个 有 限 子 集 FCA, 
H AHF @FMa. 现在 设 z1,72,… 是 K 的 生成 集 ， 假 设 存在 K 的 直 和 分 解 


K=M@---Hn® Kn 
和 4 的 有 限 子 集 所 ,…, Fn, 使 得 
Zl ,Tn E Hi@B:…® Hn, 
HiS r, Ma (i=1,.…,n), 
则 存在 hn € Hi @…@ Hn 和 kn € Kn 使 得 
Zn+I = hn + kn, 


由 于 kn E€ Kn, 从 而 由 上 面 的 论证 知 存在 Kn BOP An, Kn+1 和 有 限 集 Fn+1 CA 
使 得 
Kn = Anyi © Kn41, 
kn € Anyi SBF, Ma. 


于 是 ， 由 直接 的 归纳 法 论证 ， 可 得 存在 K 的 子 模 序列 Hi, H2,… 和 A 的 有 限 子 集 
序列 Fy, 及， 使 得 


K =@%,Hn , HOF Mo (=12…)， 


这 便 完成 了 证 明 . 口 
26.6 推论 i M = @aMa, 每 个 Ma 都 是 可 数 生成 的 ， 且 有 局 部 自 同 态 环 ， 
如 果 M = @BNs 是 M 的 另 一 个 任意 分 解 ， 则 存在 A 的 分 类 (4p)eea 使 得 


Ne=@®a,Ma (8EB). 


证 明 这 是 定理 (26.5) 和 Asumaya 定理 (12.6) 的 一 个 直接 推论 . 口 

HP RS Bnd(RR)( 见 (4.11)), 从 而 由 定理 (26.5) 可 得 局 部 环 上 的 投射 模 都 是 
自由 模 ， 我 们 把 它 记 为 下 面 的 推论 . 

26.7 推论 局 部 环 上 的 每 个 投射 模 都 是 自由 模 . 口 

此 结果 最 早 由 Kaplansky 证 明 ， 它 很 可 能 是 下 节 大 部 分 结果 的 启发 . 


练 习 26 


1. RC RA R- 模 类 ， rM 是 可 数 生成 的 . 假设 对 于 M 的 每 个 直 和 项 K, K 中 的 每 个 元 素 
都 属于 同 构 于 多 中 元 素 的 K 的 直 和 项 .证明 : M 同 构 于 多 中 元 素 的 直 和 . 
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2， 设 中 是 von Neumann 正则 环 ， 证 明 ， 

(1) 投射 R- 模 的 每 个 有 限 生 成 子 模 都 是 直 和 项 [提示 ， 设 K RO 的 有 限 生 成 子 模 ， 
F = Homa(R™,_), W PF: RM 一 pnp M 是 范畴 等 价 ，O 一 F(K) > F(R) 可 
分 .] 

(2) 如 果 RP 是 投射 模 ， 则 存在 R 中 的 宕 等 元 (ea)aea 使 得 PY OaRea. 

3， 证 明 ， 下 列 等 价 , (a) R 是 局 部 环 ， (b) 每 个 投射 左 R- 模 都 是 自由 的 ， 且 有 可 补 极 大 直 和 
项 的 不 可 分 解 的 直 和 分 解 ; (c) 每 个 有 限 生 成 的 投射 左 R- 模 都 是 自由 的 ， 且 有 可 补 直 和 项 
的 直 和 分 解 (d) 分 解 R? = (R) © co(R) 是 可 补 直 和 项 的 直 和 . 

4. 不 可 分 解 内 射 模 有 局 部 自 同 态 环 (25.4), 而 且 由 (25.6) 得 Noether 环 上 的 不 可 分 解 内 射 模 
的 每 个 直 和 都 满足 Crawley-Jonson-Warfield 定理 (26.5) 的 结论 . RUE: Rix] 的 分 式 域 ( 即 
AERA) 是 Nocther 环 上 的 不 可 分 解 内 射 模 ， 但 不 是 可 数 生 成 的 。 [提示 练习 
(18.13).] 
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设 及 是 局 部 环 ,RP 是 有 限 生成 投射 模 ， 则 P/JP 是 除 环 R/J(R) 上 的 向 基 空 

Val. 练习 (26.3) 给 出 了 一 个 重要 的 事实 : 向 莽 空 间 P/JP 的 非常 好 的 分 解 理 论 可 以 

“提升 ”到 模 P 上 . 分 解 的 提升 没有 限制 在 局 部 环 上 ， 而 是 依赖 正则 模 eR. 由 于 
RR 的 分 解 依赖 R 的 赛 等 元 ， 从 而 我 们 现在 研究 提升 寡 等 元 . 


ARS I 


环 RFE CHR TR ASE EP REBT ( 见 (7.10)). RT , RARE 
等 元 陪 集 不 一 定 有 RR 的 器 等 元 表示 . 例如 ZARB, 而 Ze 有 4 个 . 

设 工 是 环 尺 的 理想 ， 且 9+ 了 是 R/T FREE. 我们 说 此 短 等 元 模 7 可 以 提 
Ft (到 e), 如 果 存 在 宕 等 元 ee RIE 9+T= e+ 1. 我 们 说 STM I TURAH, 
如 果 R/T 的 每 个 寡 等 元 都 可 以 提升 为 R REET. 

直观 上 ， 越 小 的 理想 7, 越 可 能 有 塞 等 元 模 了 提升 . 讲 零 理想 是 足够 小 的 . 

27.1 命题 如 果 了 是 环 R 的 询 零 理想 ， 则 吞 等 元 模 了 可 以 提升 . 

证 明 假设 1 是 的 诺 零 理想 ,ge REg = 6? +1. Rn eg — 9? AE 
零 指数 ， 我 们 可 以 利用 如 下 的 二 项 式 公 式 


0= (g= 9°)” = Erol) (9) = Ro(—1)*(R)g"+e 
= g” = 9" (Yki (E (R), 


得 到 t= Ppi (1) R) € R, 使 得 


及 一 gt gt=tg. 
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此 时 
e = grt (gle) = grtltntl 
一 gm+2tn+2 =... = gPnt2n 一 62, 


因此 , e= g"t" ERY. 


gt+lagtl=g t+ 
= (g+ + T) +T) = (g + I)(t +I) = gt +1, 


所 以 g+T= (g +1)" = (gt+I)" = e+]. 口 
正 交 关系 


- 般 地 , R/T PREZRETI g + 工 和 g2-+ 了 可 以 提升 为 R AREE e1 和 e2, 
但 并 不 能 确保 e1 和 ez 是 正 交 的 (例如 ， 考 虑 上 三 角 矩 阵 环 ) 然而 ， 我 们 希望 证 明 
对 于 每 个 理想 C J(R) (例如 ， 如 果 TERR HY), 正 交 性 可 以 保持 ， 这 一 事实 依赖 
于 下 述 两 个 引 理 所 确定 的 投射 盖 . 
27.2 引 理 设 RM 有 分 解 M = Mi S B Mn, 使 得 每 项 M; 都 有 投射 盖 ， 则 
R- 同 态 


p:P>M 
是 投射 盖 当 且 仅 当 P 有 分 解 P= P @… © Pr, 使 得 对 于 每 个 ;= 1,…,n， 
(p |Pi): i > Mi 


是 投射 盖 . 

证 明 Hg: Qi Mili = 1,…,n) 是 投射 盖 ， 则 据 (16.11) 和 (5.20), 用 归纳 
法 可 得 

Oiti : Q1 BB Qn > M10: Mn 

是 投射 盖 . 这 样 , ai = 人 | 局), 我 们 可 得 引 理 的 充分 性 . 引 理 的 必要 性 可 由 (17.17) 
的 最 后 结论 得 到 . 口 

27.3 引 理 循环 模 RM 有 投射 盖 当 上 且 仅 当 对 于 某 个 短 等 元 ee R 和 某 个 左 理 
MAIC J(R), 有 M © Re/le. 对 于 满足 此 条 件 的 e 和 了 ,自然 映射 


Re —> Re/le—0 


是 投射 盖 . 
证 明 自然 映射 Re 一 Re/Ie AK Te. 因此 ， 如 果 工 CE I(R), Ml Te C I(Re < 
Re. RZ, 假设 RM 有 投射 盖 p: P 一 M. 如果 M 是 循环 模 ， 则 存在 满 同 态 
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f:R— M. 这 样 , h (17.17) RATA UBB R= POP’, p= (FIP). ARP 
等 元 ee R, A P = Re 和 Ie = Ker p < Re 因此 Ie C J(R)e C J(R), M Re/IeD 

BATE RR ATT BE TC TE EA HEFT PEE. 

27.4 命题 BREI, IÆ RAER, 且 了 SC J(R); 则 下 列 条 件 等 价 : 

(a) FER ICHE 工 可 提升 ; 

(b) 左 忌 模 已 /的 每 个 直 和 项 都 有 投射 盖 ; 

(c) R/T 的 每 个 竺 等 元 的 (完全 ) 有 限 正 交集 可 以 提升 为 R 的 寡 等 元 的 (完全 ) 

证 明 (a)>(b). RR/I 的 直 和 项 也 是 wyrEAT 的 直 和 项 ， 因 此 由 RR/T PER 
元 生成 的 直 和 项 也 是 myrE/T 的 直 和 项 . 假设 (a) 成 立 ， 我 们 可 以 提升 任意 这 样 的 
FEI, A RAPER MR ee R ERR, N (Re +1)/1 在 RM 中 有 投射 盖 . 又 


(Re + T)/I = Re/(IN Re) = Re/Te. 


因此 再 应 用 (27.3) 即 可 . 

(b)= (c). Yg gn E€ RR 是 模 了 的 等 等 元 的 完全 正 交集 (由 于 任意 有 限 正 交 
集 都 可 以 扩展 为 完全 正 交集 ， 从 而 我 们 只 需 证 明 有 限 的 情形 ). 由 于 了 < J(R) < R, 
从 而 自然 映射 ny: R> R/T 是 投射 盖 ， 由 题 意 知 


R/T = (R/D(g +D) ®@.…@®(R/D(gn + I) 


中 的 每 一 项 都 有 投射 盖 . 因此 由 (27.2) 和 (7.2) RIFE ERE THY FEE ES 
el ,€n € R, 使 得 


(R/D(e:+D)=ni(Rei)=(R/D(g +1) (i= 1,---,n). 
于 是 应 用 (7.2.c) 的 唯一 性 就 有 
e+I=g+I  G=1 nm) 
(c)=>(a) 是 显然 的 . 口 
基本 刻画 


称 环 R Fe 半 完 备 的 , 如 果 R/J(R) 是 半 单 的 , 且 竺 等 元 模 7(R) 可 提升 . 例如 ， 
局 部 环 是 半 完 备 的 .由 (15.16), (15.19) 和 (27.1) 知 左 (47) Artin 环 是 半 完 备 的 , 值 
得 注意 的 是 ， 半 完备 环 中 的 根 是 不 包含 非 零 宪 等 元 的 唯一 最 大 理想 ( 见 (15.12)). 

27.5 引 理 设 f:M 一 入 是 多 余 满 同 态 , Hp: PM ER- AS, 则 
PD: 了 一 M 是 投射 盖 当 且 仅 当 fp: P >N 是 投射 盖 . 
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证 明 显然 只 需 证 明 p 是 多 余 满 同 态 当 且 仅 当 fp 是 多 余 满 同 态 . 假设 2 和 了 一 
样 是 多 余 满 同 态 , W fp 是 满 同 态 . 为 了 证 明 fp 是 多 余 的 , 我 们 利用 (5.15) : WMR h 
是 单 同 态 ，fph 是 满 同 态 , 则 ph 是 满 同 态 . 因此 h 是 满 同 态 , 从 而 fp 是 多 余 的 . 反 
之 ,如 果 fp EA RTA AS, 则 由 (5.15) 可 得 2 是 满 同 态 , 又 因为 Kerp < Kerfp < P, 
从 而 p 是 多 余 的 . 口 

注意 ， 由 于 半 完 备 环 的 定义 是 左 - 右 对 称 的 ， 从 而 下 面 的 条 件 (c) 和 (d) 的 右 
侧 情形 也 可 以 刻画 半 完 备 环 . 

27.6 定理 对 于 环 R, 下 列 条 件 等 价 : 

(a) R 是 半 完 备 的 ; 

(b) R 有 短 等 元 的 完全 正 交 集 e1,… en, 且 每 个 eiRiei 都 是 局 部 环 ; 

(0) 每 个 单 左 R- 模 都 有 投射 盖 ; 

(d) 每 个 有 限 生成 左 R- 模 都 有 投射 盖 . 

证 明 贯穿 此 证 明 ， 设 /= J(R) 是 已 的 根 . 

(a)> (b). 如 果 已 是 半 完 备 的 ， 则 由 (27.4), 我 们 可 提升 R/J 的 半 单 分 解 的 
FETC (7.2), 从 而 得 到 R 的 宕 等 元 的 完全 正 交集 e1,… ,en, 使 得 每 个 


Rei/Jei = (R/T)(ei+ J) 


都 是 单 的 ， 由 (17.20) 可 得 每 个 eiRes 是 局 部 环 . 

(b)= (c). 给 了 (b), 由 (17.20) 得 每 个 Rei/Jei 是 单 的 ， 由 (27.3) 得 每 个 
Rei/Jei BABIN. 但 每 个 单 左 已 - 模 都 同 构 于 R/J 兰 Re1/Jei @---® Ren/Jen 
的 商 模 ， 因 此 同 构 于 Rei/.Jei; 中 的 一 个 ( 见 (9.4)). 

(c)=>(d). (BAK (c) 成 立 , 设 多 是 单 左 R- 模 的 投射 盖 的 完全 集 , 则 由 (17.9) 和 
(8.9) 得 P ART AE R- 模 . 设 RM 是 有 限 生 成 的 , 则 存在 多 中 的 序列 Pa, Pa 
和 满 同 态 


P=P\6---@P, —+M—0. 
由 于 (JP) = JM, 从 而 我 们 可 以 推断 存在 满 同 态 


Pi/IP®@:..®P/IP, S P/JP > M/JM 一 0. 


因为 每 个 PB/JP 都 是 单 的 (17.19), 所 以 M/JM 是 单 模 的 有 限 直 和 (9.4)， 因 此 
由 (27.2), M/JM 有 投射 盖 . 但 由 Nakayama 引 理 (15.13) 得 JM < M, 所 以 
M 一 M/JM 是 多 余 满 同 态 . 然后 应 用 (27.5) 即 可 . 

(>a). 假设 (d) 成 立 ， 由 于 R/J 的 每 个 直 和 项 都 有 投射 盖 ， 从 而 由 (27.4) 
ARERR J 可 提升 . 为 了 得 到 R/J 是 半 单 的 , RI < K < RR. 由 于 循环 已 - 模 
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R/K 有 投射 盖 ， 从 而 由 (27.3), 对 于 某 个 左 理想 Te C Je, 有 
R/K Re/Ie. 
但 是 J. Re/Je = J- R/K =0, & Je= JRe C Ie, 随 之 有 Ie==Je 生 
R/K ~ Re/Ie (R/J)(e+ J) 


在 R/J 上 是 投射 的 . 因此 K/J 是 R/J 的 直 和 项 . 于 是 R/ J 是 半 单 的 . 口 

27.7 推论 设 e1,…,en E R EIREXE, H15 e+- ten M RE 
半 完 备 的 当 且 仅 当 每 个 eiRei 都 是 半 完 备 的 . 

证 明 (=>). 由 (4.15), (7.2) 和 (27.6.b) 得 刀 是 半 完 备 的 当 且 仅 当 RR 是 有 局 部 自 
同 态 环 的 模 的 直 和 , 且 由 (12.7) 得 RR 的 每 个 直 和 项 亦 然 . 因此 eiRei = Brnd(RRei) 
的 单位 元 ei 一 定 满足 (27.6.b). 

(=). 如 果 每 个 e; 都 是 满足 (27.6.b) 的 短 等 元 的 和 ， 则 1 = ei 十 … 十 en 亦 然 . 

a 

27.8 推论 设 已 是 半 完 备 环 , 如 果 RP 是 非 零 的 有 限 生 成 投射 模 , 则 End(eP) 
是 半 完 备 环 ， 特 别 地 ， 每 个 Morita 等 价 于 RR 的 环 都 是 半 完 备 环 . 

证 明 由 于 (27.6) 的 性 质 (c) 显然 是 范畴 的 ， 又 由 于 (21.6) 和 (21.8), 从 而 我 
们 有 最 后 的 论断 ， 另 一 方面 ， 对 于 某 个 Mortia 等 价 于 R HI S WEDER ecs, 
Bnd(RP) 具有 eSe 的 形式 . 于 是 再 应 用 (27.7) 即 得 所 证 . 

27.9 推论 设 RR 是 半 完 备 环 ， 则 的 每 个 商 环 亦 然 

证 明 易 证 (27.6) 中 的 条 件 (b) 关于 满 环 同 态 封闭 . 口 


投 射 模 
设 RR 是 半 单 的 ， 则 RM 有 形 如 
Re = Re, ®@.….@® Rem 


的 极 小 投射 生成 子 , 其 中 e = ert- tem ERGI, 1, +++, em 是 两 两 正 交 的 圭 等 
元 , FE e1,… ,em 生成 了 两 两 不 同 构 的 单 R- 模 的 完全 集 ， 现在 eRe & End(nRe) 
是 除 环 ei Rel,… ,emRem KARAM, ME Morita 等 价 于 R. 当然 这 恰 是 半 单 环 的 
Wedderburn-Artin 结构 的 一 种 形式 . 而且， 在 此 分 析 中 ， 如 果 M 是 左 已 - HA, 
存在 集合 41,…, 4 (基数 是 唯一 的 ) 使 得 


M R&A @...@ RelAn), 


Ee, RANER RM 可 由 单 模 Re1,…, Rem 和 除 环 elRe1,… ,emRem 或 等 价 地 由 
环 eRe 有 效 地 刻画 ， 如 果 忆 是 半 完 备 的 ， 则 根据 定理 (27.6), 我 们 惊讶 地 发 现 半 单 
环 R/J(R) 的 上 述 简化 至 少 部 分 可 以 “提升 ”为 R 本 身 的 简化 . 
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设 REPERI, PR RM 是 本 原 的 ， 如 果 存 在 本 原 睾 等 元 e。& RR 使 得 
M = Re. 


因此 ， 对 于 半 单 环 ， 本 原 模 恰 是 单 模 . 称 OR FESR e1,… ,em 是 基本 的 ， 如 果 
它 是 两 两 正 交 的 ， 且 


Rei,…, Rem 


是 本 原 左 R- 模 的 表示 的 完全 无 元 余 集 ， 半 单 环 尺 = R/J(R) ERRATA TCH MEAS 
SR Eis Em 由 (27.4.c) 和 (17.18) 知 此 集合 可 以 提升 为 REER el ,em 

27.10 命题 设 尺 是 半 完 备 的 , J = JR), W R 的 正 交 本 原 短 等 元 的 每 个 完 
全 集 都 包含 基本 集 ， 而且， 对 于 两 两 正 交 的 本 原 稼 等 元 e1,… em ER, 下 列 条 件 等 
价 : . 

(a) e1,…,em 是 RR 的 本 原 短 等 元 的 基本 集 ; 

(b) Rer, +, Rem 是 不 可 分 解 投射 左 R - 模 的 表示 的 无 元 余 集 ; 

(c) Re1/Je1,…, Rem/Jem 是 单 左 R - 模 的 表示 的 无 元 余 集 ; 

(d) e1 +J,- +, Em +J ERT EAI R/T 的 块 分 解 中 的 单 块 . 
最 后 ， 对 于 右 R- 模 ， 也 存在 (b) 和 (c) 的 相应 的 内 容 ， 它 们 也 是 等 价 的 . 

证 明 正如 我 们 在 上 面 所 提 及 的 ，(a) 和 (c) 的 等 价 性 可 由 (27.4) 和 (17.18) 得 
HY. (c) 和 (d) 的 等 价 可 由 (13.7) 得 出 . 每 个 本 原 左 R - 模 都 是 不 可 分 解 的 投射 模 ， 
这 样 ， 为 了 证 明 (a) 和 (b) 的 等 价 性 ， 只 需 证 明 每 个 不 可 分 解 投射 R- 模 都 是 本 原 
模 . 假设 RP 是 非 零 的 投射 模 ， 则 对 于 某 个 RP 和 某 个 集合 A 有 


PoP 2 R^. 


据 (27.6.b) 和 (4.15) 1, RO) 是 本 原 模 的 直 和 ， 其 中 每 个 项 都 有 局 部 自 同 态 环 . 
于 是 由 (12.6) 得 已 有 本 原 的 直 和 项 ， 从 而 P 是 不 可 分 解 的 当 且 仅 当 它 是 本 原 的 . 
现在 第 一 个 陈述 是 易 证 的 ， 这 是 因为 如 果 有 1,…, fn 形成 了 RR 的 正 交 本 原 短 等 元 的 
完全 集 ， 则 它们 模 7 也 是 本 原 的 (17.20), 因此 它们 形成 了 半 单 环 R/J 的 两 两 正 交 
的 本 原 短 等 元 的 完全 集 . 但 虽然 R/J 的 这 样 的 完全 集 包含 R/J 的 一 个 基本 集 . 现 
在 应 用 (a) 和 (b) 的 等 价 性 去 提升 R 的 基本 集 ， 再 由 (d) 的 左右 对 称 性 可 得 最 后 的 
论断 . 

半 单 环 的 寡 等 元 的 基本 集 可 以 用 来 刻画 一 切 模 ， 半 完备 环 的 基本 集 可 以 刻画 一 
切 投射 模 . 

27.11 定理 设 忆 是 半 完 备 环 , 上 e1,…,em 是 R 的 本 原 短 等 元 的 基本 集 ， 如 
R RP 是 投射 的 ， 则 存在 集合 41,…, Am (在 基数 的 范畴 内 是 唯一 的 ,而 且 可 能 是 
空 集 ) 使 得 

Pe R&A @...@ Rel™). 
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证 明 由 (27.6) 得 正则 模 RR 是 本 原 左 R- 模 的 直 和 . 因此 存在 集合 C, Cm 
使 得 
RRS Re @...@® Rem), 
BP 是 投射 的 ， 则 存在 集合 A 和 模 P' 使 得 


PO P= RY RLM @...@ Rege, 


据 (27.6), 每 个 eRe; 兰 End(RRei) 都 是 局 部 环 ， 因 此 此 定理 的 存在 性 论断 可 由 定 
理 Crawley-Jonsson-Warfield 的 结果 (26.5) 得 出 .唯一 性 的 论断 可 由 (12.6) 得 出 ， 口 

根据 投射 模 的 分 解 理论 ， 半 完备 环 上 的 投射 模 的 上 述 结构 和 Krull-Schmidt 定 
理 (12.6) 的 Azumay 扩张 立即 产生 了 半 完 备 环 的 下 列 部 分 刻画 . 

27.12 定理 关于 环 RR, 下列 条 件 等 价 : 

(a) REFRE 

(b) 每 个 投射 (ER - 模 都 有 可 补 极 大 直 和 项 的 不 可 分 解 的 分 解 ; 

(c) 每 个 有 限 生成 投射 ( 左 )R- 模 都 有 可 补 直 和 项 的 分 解 ; 

(d) 自由 ( 左 ) 尽 - RO 有 可 补 直 和 项 的 分 解 . 

证 明 (a)=>(b). 由 于 (27.6.b) 中 每 个 eiRei & Bnd(RRei) 都 是 局 部 环 ， 从 而 由 
(27.11) 和 Azumaya 定理 (12.6) 可 得 (a)=>(b). 

(b)=>(c). 假设 (b) SL. 设 已 是 有 限 生 成 投射 R- 模 ， 则 P 的 每 个 直 和 项 都 
是 不 可 分 解 模 的 有 限 直 和 ， 从 而 P 的 可 补 极 大 直 和 项 的 分 解 一 定 是 可 补 一 切 直 和 
项 的 分 解 ( 见 (12.2)). 

(c)=>(d) 是 显然 的 . 

(d)=>(a). 假设 (d) 成 立 ， 则 由 (12.3) 知 ， RO 的 每 个 直 和 项 都 有 可 补 直 和 项 
的 分 解 ， 特 别 地 ，rR 有 这 样 的 分 解 ， 


R= Re, B:… ©® Ren. 
从 而 
RE@R= Re, @ Re: $ --- O Ren @ Ren 


是 不 可 分 解 的 分 解 ， 因 此 申 (12.5) 知 它 是 可 补 直 和 项 的 分 解 . 由 于 每 个 Re: 在 上 述 
第 二 个 分 解 中 至 少 出 现 两 次 ， 从 而 它 的 自 同 态 环 


eiRei = End(rRei) 


是 局 部 环 (12.10). 因此 由 (27.6) 知 忆 是 半 完 备 的 . a 
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有 限 生成 模 的 投射 盖 


设 RESCH, 它 的 笑 等 元 的 基本 集 是 e1,… ,em. 由 (27.11) 知 有 限 生成 投 
射 模 P 可 由 非 负 整数 集 有,…, km 刻画 ， 即 有 


P& Re% @...@® Relkm). 


而 且 ， 被 导出 的 P 的 分 解 可 补 直 和 项 ， 在 (27.12) 的 意义 有 很 好 的 性 质 ， 对 于 不 
一 定 是 投射 模 的 有 限 生 成 模 就 不 是 如 此 简单 了 ， 然 而 我 们 将 看 到 ， 对 于 有 投射 盖 
P 一 M 一 0 的 有 限 生 成 模 kM, 投射 模 P 一 定 是 有 限 生成 的 ， 事 实 上 ， 投 射 模 P 
由 半 单 模 M/JM 完全 刻画 . 因此, 尽管 模 M 和 它 的 分 解 理论 可 以 给 出 关于 书 的 完 
整 的 分 析 ， 但 其 投射 盖 的 存在 性 和 可 达 性 也 给 出 了 关于 M 的 一 些 可 靠 信息 . 
27.13 投射 盖 的 刻画 B REEE, erem REM MBM RAR, 

E RM 是 有 限 生成 的 ， 则 M/JM 是 有 限 生 成 的 ， 且 是 半 单 的 ， 因 此 ( 见 (27.10.c)) 
存在 唯一 的 非 负 整数 key, km 使 得 


M/JM & (Rei/Je1)*) ©- -- @ (Rem/Jem)*). 
令 
P= Ref” @...@® Rete, 


DUP 是 有 限 生成 投射 的 ，P/JP 兰 M/JM. 由 (15.13) 得 JP < P, 因此 自然 满 同 
态 P> P/JP 一 0 是 投射 盖 . 再 由 (15.13) 得 JM < M, 因此 由 (27.5) 可 推断 存在 
一 个 投射 盖 P 一 M 一 0. 当 投射 盖 存 在 时 ， 它 们 在 同 构 的 范围 内 是 唯一 的 (17.17)， 
以 上 讨论 可 以 概括 为 : 

如 果 M/JM 2 (Rei/Jer)W)@.…@(Rem/Jem)W"m), WETER% P > M 一 0 
当 且 仅 当 


P= Re\*) @...@® Relkm). 


基 本 环 
称 半 完 备 环 R HRE cÈ 已 的 ERES, MR eÈ RR 的 本 原 罕 等 元 的 
基本 集 e1,… ,em 的 和 


e 一 el 十 … 十 em 


由 于 本 原 等 等 元 的 基本 集 是 两 两 正 交 的 ， 从 而 每 个 基本 集 都 是 可 以 作 和 成 为 基本 圭 
等 元 ， 如 果 
e=el+…+enm 和 f=fit---+fm 
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都 是 RSEASHES IC, WY RAT 
Re = Rel @---® Ren = Rf, ©- ORfn = Rf, 


因此 作为 环 有 
eRe = End(pRe) © End(rRf) = fRf. 


称 环 S 是 已 的 EER, 如果 对 于 某 个 基本 备 等 元 。 € R, 5 同 构 于 eRe. Alt, Xt 
FENERE R, WEATER, 而且 在 同 构 的 范畴 内 唯一 地 被 定义 ,从 而 
我 们 可 以 自由 地 说 R HJER eRe. 

正如 我 们 先前 所 建议 的 那样 ， Wedderburn-Artin 定理 至 少 部 分 可 以 陈述 为 : 
半 单 环 和 它 的 模范 畴 完全 由 它 的 基本 环 确定 .这 也 可 以 推广 到 半 完 备 环 上 . 

27.14 命题 FAH Morita 等 价 于 它 的 基本 环 ， 而且， 两 个 半 完 备 环 是 
Morita 等 价 的 当 且 仅 当 它 们 的 基本 环 是 同 构 的 . 

证 明 i RERA, e 是 基本 军 等 元 . 由 (27.10) 和 (17.9) 知 Re 是 RM 的 
投射 生成 子 ， 因 此 由 (22.4) 知 RA eRe 兰 Bnd(RRe) 是 Morita 等 价 的 ， 即 RAE 
的 基本 环 是 Morita 等 价 的 .由 此 我 们 可 立即 推断 ， 如 果 RA 5 是 半 完 备 环 ， 它 们 
的 基本 环 是 同 构 的 ， 则 RR 和 S 是 Morita 等 价 的 . 

KZ, BRAS 经 等 价 


F : RM 一 sM 


是 等 价 的 半 完备 环 . 如 果 e = etH em 是 尽 的 基本 寡 等 元 , 则 由 (27.10) 和 $21 
的 结果 可 得 
F(Re) = F(Rei) @--- © F(Rem), 


其 中 (Re1),…, F(Rem) 是 不 可 分 解 投射 左 S— 模 表 示 的 无 元 余 集 . 因此 由 (27.10) 
得 ， 如果/ 是 S 的 基本 宕 等 元 ， 则 F(Re) = Sf, 而 且 我 们 有 ( 见 (21.2)) 
eRe = End(pRe) = End(sF(Re)) = fSf. 

因此 RR 的 基本 环 和 5 的 基本 环 是 同 构 的 . 口 

称 半 完备 环 RR 是 基本 环 ， 如 果 1 是 R 的 基本 军 等 元 ， 现 在 如 果 R 是 半 完 备 
K, CWEK EH e= el + …:+ em， 则 eRe 是 半 完 备 环 (27.6.b), 不 可 分 解 投 
射 左 R- 模 只 有 m 个 同 构 类 ((27.14), (21.6) 和 (21.8)), 而 且 这 m 个 同 构 类 一 定 由 
eRe1,…,eRem RIR. 因此 e 是 eRe 的 基本 过 等 元 从 而 半 完 备 环 的 基本 环 是 基本 
H. 这 一 切 的 重要 性 在 于 基本 环 关于 Morita 等 价 形成 了 半 完 备 环 的 标准 表示 ， 关 
于 基本 环 我 们 有 

27.15 命题 设 中 是 半 完备 环 ， 则 RR 是 基本 环 当 上 且 仅 当 R/J(R) 是 除 环 的 直 
Al. 
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证 明 由 (27.10), (a) 和 (c) 可 得 REBT e 是 基本 的 当 且 仅 当 e+ J(R) 在 
R/J(R) 中 是 基本 的 . a 


PORET 


设 REPKE, 正则 模 RR 和 Ra 的 一 般 结构 我 们 已 经 十 分 清楚 了 . 而 且 存 
在 两 两 正 交 的 本 原 军 等 元 的 完全 集 e1,… ,en, 使 得 


R= Re, @---@ Ren, 


其 中 每 个 Rei/Jei 都 是 单 的 ， 且 每 个 eiRei 都 是 局 部 环 ， 现在 我 们 简单 地 看 一 下 R 
的 双边 分 解 理论 ， 因 为 1 是 本 原 宪 等 元 的 和 ， 所 以 RA R” (7.9), 即 存在 R 
中 唯一 的 正 交 中 心 睹 等 元 ww,… ,tu 使 得 1= un +s tue, 且 每 个 ujRuj 都 是 不 可 
分 解 环 ， 换 句 话 说 , R 是 环 直 和 


R = u Ru} .iuRu, 


其 中 每 个 wiRui 都 是 不 可 分 解 的 .我 们 称 这 些 环 (RR 的 理想 ) 是 R 的 块 ， 给 了 任意 
EURIE e € R, 显然 (IU 87) 存在 某 个 确定 的 j, euj #0, H euj 4 0 当 上 且 仅 当 
euj =e. 从 而 R WARE SC e 恰 属 于 一 个 块 . 而且， 易 见 (练习 (27.9)) 半 完 备 
环 R 上 的 每 对 左 模 Mi, M2 都 有 相同 的 合成 因子 ( 即 包 含 子 模 Li < K; < Mi 使 得 
Ki/Li(i=1,2) 是 同 构 单 模 ) 当 且 仅 当 存在 既 不 零 化 Mi 也 不 零 化 Ma 的 本 不 短 等 元 
ce RR. 因此 ， 考 虑 87 中 的 等 价 关系 x, 我 们 有 

27.16 定理 每 个 半 完 备 环 RR 都 有 块 分 解 ， 如 果 e1,…, em 是 尽 的 宕 等 元 的 基 
本 集 ， 则 RR 的 两 个 本 原 短 等 元 。 和 f 属于 相同 的 块 当 且 仅 当 存在 基本 集中 的 宕 等 
元 eiten 使 得 Re = Ren, Rf s Ren, 而 且 每 个 相 邻 的 元 素 对 Rei, Rei (j = 
1,…,l-1) 都 有 相同 的 合成 因子 . 口 

设 R 是 半 完 备 环 ， 正 如 我 们 已 经 提 及 的 , R 有 块 分 解 ， 如 果 工 是 R 的 任意 理 
想 (特别 地 ， 如 果 I = J(R)), 则 商 环 R/T 是 半 完 备 环 ， 因 此 R/T 有 块 分 解 ， 由 于 
uke RARER, ut Te R/T 的 中 心 告 等 元 ， 显 然 ，RR 的 每 个 块 的 商 
环 都 是 R/T 的 块 的 和 ， 一般 地 ， R/T 的 块 ( 即 实际 上 R/T 的 中 心智 等 元 ) 不 能 “ 提 
FH” ARR. BM, 考虑 域 上 nxn 上 三 角 和 矩阵 环 R,J = JR), 则 已 是 不 可 分 解 
的 , 但 R/J 是 个 域 的 直 和 ( 见 练习 (7.15.3)). 注意 ， 另 一 方面 ， 在 这 个 例子 中 ， 
R/T? 是 不 可 分 解 的 ， 因 此 中 心 告 等 元 模 J? 可 提升 更 一 般 地 有 

27.17 命题 设 了 是 环 已 的 理想 ， 使 得 


ney" =0. 


设 ee R 是 知 等 元 , 则 ee Cenk 当 目 仅 当 e+ 1? € CenR/I?. XH, MRS 
HEP 可 提升 ， 则 中 心 竺 等 元 可 以 提升 中 心里 等 元 . 
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证 明 显然 只 需 证 明 , WMR e=e ER, e+ PRR/P 的 中 心智 等 元 , 则 e 是 
REPORTE. 因此 设 e 模 卫 是 中 心 的 W 


eR(1—-e)cr, eI Cle+T’. 
假设 eR(1 — e) CI", W 


eR(1—e) Cel™(1—e) 
C (e+ P)I"“(1 — e) 
C TeR(1 — e) + PH(1 — e) 
cm, 


因此 由 归纳 法 可 得 ， 对 于 一 切 m= 1,2,---, A eR(L—e) CI. 类 似 地 ， 对 于 一 切 mw， 
有 (1 一 e)Re CI". 由 我 们 的 假设 可 推出 eR(1 — e) = (1—e)Re = 0. 因此 对 于 每 个 
cer, #§ 


ex = exe = xe, 


e Fe RH FEST. a 
27.18 推论 BREEZES, J= J(R), 且 N21J" =0 (例如 ,， BH REE 
Artin 的 ), W RR 是 不 可 分 解 的 当 且 仅 当 R/J? 是 不 可 分 解 的 . 


练 习 27 


1， 设 1 是 RHEN, 1 C J(R) 使 得 吞 等 元 模 了 可 提升 . 证 明 : 
O) MRO A f = f’ ER, WH SRI PAAR SIF 可 提升 。 (提示: 假设 9 = 
Sof.g—9 € f1f. 求 证 


Rf/I1f = (RF/If)(g + If) © (RI/IA)(F - 9) + FIS), 


考虑 (27.4) 中 的 证 明 (b) 一 > (c).] 
(2) 等 等 元 的 可 数 正 交集 模 [可 提升 ，[ 提 示 : 假设 gigs e Sigit Ili j E N), 且 e1,…,en 是 
TERRI, cg ET (i= Dyn). Be fa = 1 (ert ben), RIE fngnt1fn 一 gnt1 E 
I) 

2， 证 明 ， 对 于 环 R, J = J(R), 下 列 等 价 , 
(a) 对 于 每 个 n= 二 1,2,…, 如 果 K 是 (R/O 的 直 和 项 ， 则 存在 RO 的 直 和 项 已 使 得 
(P+ IM)/IM =K; (b) 对 于 每 个 n= 1,2,---, ROTO 的 每 个 直 和 项 都 有 RR 上 的 投 
N (c) 短 等 元 模 每 一 个 M(R)(n==1,2,…)Ma(J) 可 提升 ， (d) 竺 等 元 模 帮 一 个 Morita 
等 价 于 RR 的 环 的 根 可 提升 ， (问题 ，“ 备 等 元 模 J(R) 可 提升 ”是 范畴 的 吗 ? ) 

3， 由 引 理 (25.4) 和 定理 (27.6) 我 们 可 得 出 内 射 模 有 有 限 个 不 可 分 解 的 分 解 当 且 仅 当 它 的 自 同 
态 环 是 半 完 备 的 .证 明 : 
(1) 如 果 rUs 定义 了 Morita H, W RA S 是 半 完 备 的 . 
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(2) 如 果 R EEEF, RE EAM, S= End(rE), WABI J(S) 可 提升 (提示: 
如 果 K = Ker(g — g°) < E(18.20), W E = E(K) @ E(K(1 — g)). He Ml 1 — e 是 相应 的 
WT ] 

4 设 有 R= {m/nE Q@ [2 fn, 13 fn GEP m/n 是 最 小 项 )}. 

(1) 证 明 , RR 是 环 ， 而且 2R 和 3RR 是 的 唯一 极 大 理想 . 
(2) 求证 : R/J(R) 是 半 单 的 ， 但 宕 等 元 模 J(R) 不 能 提升 . 

5. 求证， 每 个 交换 的 半 完备 环 都 是 基本 环 ， 而 且 同 构 于 局 部 环 的 有 限 直 积 . 

6. 证明， 下 列 等 价 。 (a) RR 是 有 局 部 基本 环 的 半 完 备 环 ，(b) RR 是 半 完 备 环 ， 目 (在 同 构 的 
范围 内 ) 仅 有 一 个 单 左 模 ， (c) R Morita 等 价 于 局 部 环 ， (d) 对 于 某 个 局 部 环 S, R 同 构 于 
Mn(S). 

7， 计 算 具 有 下 列 形式 的 矩阵 环 的 基本 环 ， 


An An Ain 
A22 Aan 
0 Ann 


其 中 Aij € Mm,xmj(D)，D 是 除 环 ， 再 求证 ， 此 环 是 不 可 分 解 的 . 

8. Bee 是 半 完 备 环 R 中 的 基本 短 等 元 , 证明: Re 同 构 于 RM 中 的 每 个 生成 子 的 直 和 项 ， 而 
AL Re 是 RM 中 唯一 的 (在 同 构 的 范围 内 ) 极 小 生成 子 . 

9. 设 e 是 尺 中 的 宕 等 元 ， 使 得 Re/J(R)e 是 单 的 (例如 ， 设 e 是 半 完 备 环 中 的 本 原 宕 等 元 )， 
证 
hs RM 有 同 构 于 Re/J(R)e 的 合成 因子 当 且 仅 当 eM #0. 


828. 完 备 环 


半 完 备 环 R 的 两 个 性 质 是 : @ 每 个 有 限 生成 模 都 有 投射 盖 ，@ 每 个 有 限 生 成 
的 投射 模 都 有 可 补 直 和 项 的 直 和 分 解 . 这 两 个 性 质 的 “不 足 之 处 ”是 它们 局 限 在 有 
限 生成 模 上 ， 然 而 ， 我 们 十 分 感 兴趣 的 是 当 没有 此 限制 时 ， 上 述 两 个 条 件 仍 是 等 价 
的 ， 且 它们 刻画 了 所 谓 完备 环 的 类 ， 即 本 节 我 们 讨论 的 对 象 ， 不 同 于 半 完 备 环 ， 
完备 环 没有 对 称 性 ， 因 此 我 们 必须 区 别 左 完备 环 和 右 完备 环 .正如 我 们 所 见 ， 完 备 
环 (ERA) 有 非常 好 的 性 质 ， 关于 Artin 环 的 许多 典型 结果 都 可 扩展 到 左 和 右 完 
备 环 上 . 


T- Ste 


TERE SESE AC HE IL FES EES HE. 我 们 首先 在 自由 模 的 基 的 变 
换 的 讨论 中 就 要 涉及 这 个 问题 . 


828. 完 & 环 -305 - 


28.15/52 设 oi,az,… 是 环 已 的 序列 , FAA R-, 自由 基 为 ri x2,…， 
设 
如 三 mm 一 anznH (n EN), 
G ÈH yi, ye, 生成 的 F WTR, 
(1) G 是 自由 的 ， 其 中 自由 基 为 yya 
(2) G = 正当 且 仅 当 对 于 每 个 上 CN, FE n > k IET aran =0. 
证 明 tn> k, rk -Tn E RR, 则 通常 的 计算 给 出 


TRUK H't +HTnYn = TREK + (Tk+1 — THO) TRE +++ (Tn —Tn-1an-1)En 一 rnanZn+li 


这 样 , 如 果 mx 久 十 … 十 rnyn = 0, 由 工 的 无 关 性 可 推出 mx = rey = … = rn = 0 因此 
可 得 y 的 无 关 性 . 这 便 得 到 了 (1). 下 面 假设 zk € G, 比如 , 说 zk = riy 十 ，… 十 rngn， 
则 显然 有 r = … = rki = 0. 比较 zx，……,zn 在 等 式 中 的 系数 可 得 rk = Lyre = 
Tkak,Tk42 = Th+IQk+H1 rn = rn-lan-1，rnan = 0. 因此 akak+1…an = 0. 这 便 


得 到 了 (2) 中 的 必要 性 .关于 充分 性 ， 没 k < n. WA 
Tk = Yk + RY 十 … 十 (ak An—1)Yn 十 (ak an)Zn+l， 
因此 , 如果 ak…an = 0, WA ee € G. 口 
28.2 引 理 假设 有 引 理 (28.1) 中 的 假设 ， 如 果 G 是 F 的 直 和 项 ， 则 主 右 理想 
的 链 aR > aioz 尽 > … 将 会 停 下 来 . 
证 明 由 (28.1.1) 知 存在 同 构 F 一 G,zn > yn. 假设 包含 映射 GF FZ}, W 
存在 自 同 态 s € End(rF) 使 得 yns = zn(n € N). 对 于 每 个 me N, 我 们 用 


one 一 So emer 
k 
表示 zh za … 的 线性 组 合 ， 于 是 有 


En = Yns = (En ~ anTnt1)s = Denk — ancnt1k) Zk, 
k 


因此 
Cnk — QnCn+l k = Önk- 
现在 对 于 某 个 上 和 一 切 n >k, H cin = 0. 因此 对 于 某 个 n>k, 有 
一 a1…ancn+in =Q1**an-i(l — Cnn) 


= ü) +: -ün—1 — G1 .an_iCnn 


Q1 Qn-1 — Q1 `` an-2Cn-In 


= Q1 `+- An-1 — ACIn 


= @1°--@n-1, 
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即 对 于 每 个 mn > k, 有 ai -ani € a1.…anR. 口 
称 环 RTR I EET- FEAT 代表 超 限 ), 如 果 对 于 了 中 的 每 个 序列 
a1,02,…, FERN n 使 得 


Qi*…an = 0. 
称 子 集 工 是 右 7 - RSH, 如 果 对 于 了 中 的 每 个 序列 a1,a2,…, 存在 n 使 得 
an`- =0. 


如 果 工 是 左 或 右 了 - RE, WERE. 这 是 因为 当 a eT 时 ，a,a,a,… 
是 了 中 的 序列 另 一 方面 ， 即使 对 于 理想 了 T - 朝 零 的 也 不 能 推出 右 工 - RAE 
( 见 练习 (15.8)), 因此 ， 齐 零 理 想 不 一 定 是 右 (或 左 )T- EFH. 还 要 注意 ， (28.1.2) 
可 以 重新 闻 述 为 。 ,yo,… 是 自由 模 (28.1 引 理 中 的 ) 的 自由 基 当 且 仅 当 对 于 每 
个 上 EN, 序列 ar, akpi EE T - BFH. 

了 - 寄 零 性 这 一 概念 之 所 以 重要 ， 是 因为 ， 当 对 于 一 切 左 模 ， 无 论 是 否 有 限 生 
成 ， 如 果 Nakayama 引 理 (15.13) 都 成 立时 ， 环 R HAR J = J(R) 恰好 是 左 T- ER 
W. 

28.3 引 理 设 J 是 环 尽 的 左 理想 ， 则 下 列 条 件 等 价 ， 

(a) J EE T - HEEB; 

(b) 对 于 每 个 非 零 左 R- 模 M, 有 JM # M; 

(c) 对 于 每 个 非 零 左 R- M, # JM <« M; 

(d) 对 于 可 数 生成 自由 模 = RO, 有 UP < F. 

证 明 (a)>(b). 假设 JM =M #0. BS 是 J 中 有 限 序 列 a1,…,an 构成 的 
集合 ， 使 得 

ai '--an E€ J\lr(M). 


由 于 JM =M #0, 从 而 有 J Z ir(M). 因此 .9 含有 长 度 为 1 的 序列 如果 
Q1,…',an 属于 SY, WA 


0 关 al…anM = al …anJM. 


因此 存在 9 的 序列 aisan anyi. 由 于 0 g J\La(M), 从 而 归纳 法 确保 了 序列 
Qa1,Q2,…, 使 得 对 于 一 切 n =1,2,… 有 al:…an £0. 

(b)=> (c). 假设 (b) 成 立 , 设 M A R-H, AK < M 是 真子 模 , 则 由 (b) 得 
J-(M/K) # M/K. {H (JM + K)/K = J - (M/K), Aut, JM +K#M, 也 就 是 说 ， 
JIM «<M. 

(c)=(d) 是 显然 的 . 
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(d)=(a). RF = RO 有 自由 基 r,r, H a1,02,…, 是 J 中 的 序列 ， 设 
G = Eza Rei — aries) 如 引 理 (28.1) M) mana G+JF = 下. 根据 (d) a 
G = F. 因此 由 (28.1.2) 知 对 于 某 个 mn A ar -an = 0. 


Bass 定理 P 


称 环 RE 左 完备 的 ( 右 完备 的 ), 如 果 它 的 每 个 左 (A) 模 都 有 投射 盖 . 由 (27.6) 
可 得 左 完备 环 和 右 完 备 环 都 是 半 完 备 环 . 然而 ( 见 练习 (28.2)) 右 完备 环 不 一 定 是 左 
完备 环 ， 完 备 环 上 的 先驱 工作 是 由 H.Bass [60] 完成 的 ， 左 完备 环 的 大 部 分 的 主要 
刻画 都 包含 在 来 自 H.Bass [60] 的 定理 P 的 下 列 内 容 中 . 

28.4 定理 [Bass] i RH, HJ = J(R), 则 下 列 条 件 等 价 ; 

(a) R 是 左 完备 环 ; 

(b) R/J 是 半 单 的 ， 而 且 JEET -WRH 

(c) R/J 是 半 单 的 ， 而 且 每 个 非 零 的 左 忌 模 都 包含 极 大 子 模 ; 

(d) 每 个 平坦 左 R 模 都 是 投射 的 ; 

(e) R 满足 主 右 理想 的 极 小 条 件 ; 

(£) R 不 包含 无 限 的 吞 等 元 的 正 交 集 ， 而 且 每 个 非 零 的 右 R- 模 都 包含 极 小 子 
模 . 

证 明 (a)=3 (c). Bi R EERE, Wh (27.6) 得 R/J 是 半 单 的 ,而且 ， 
如 果 RM # 0, 则 存在 投射 模 P 和 多 余子 模 K < P, 使 得 M P/K. hF P E 
投射 的 ， 从 而 P 有 极 大 子 模 L(17.14). 由 于 K < P, 从 而 有 天 CL. 因此 L/K 是 
P/K = M 的 极 大 子 模 . 

(c)>(b). 由 于 J 零 化 每 个 单 模 ， 因 此 ， 如 果 (c) 成 立 ， 则 当 RM #0 时 ， 
IM # M. 这 样 由 (28.3) 可 得 到 (b). 

(b)=>(a). 假设 (b) 成 立 ， 则 由 (27.1) 得 R 是 半 完 备 环 . 设 M 是 非 零 的 左 
五 - 模 ， 则 M/(JM) 是 半 单 的 ， 因 此 据 (27.10.c) 知 存在 R 中 本 原 短 等 元 的 指标 集 
(ea)ae4a, 使 得 


@aReg/(Jea) * M/JM. 


H P = Req. HT J BAT - 等 零 的 ， 从 而 由 (28.3) 得 JP < PIM < M. 因 此 
由 (27.5) 可 得 M 有 投射 盖 


P 
P, |» 
MŚ. M/JM— 0. 
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(a)=> (d). 假设 (a) 成 立 . 设 RU 是 平坦 的 ，f : P 一 U 是 投射 盖 ， 则 天 = 
Ker f < P, 因此, 据 (9.13) 和 (17.10) 可 得 K < JP 由 于 RP 和 RU 都 是 平坦 的 ， 
从 而 映射 


站 :JJ@RPP 一 JP (i ®p) = jp 


A 
Hag: J @RU -+ JU, palj Qu) = ju 
都 是 同 构 (19.17). 现在 易 证 图 表 
gp—GWP)_. gy 
P m 


JG@K-LSi Jor pLel. Jeru. 


可 交换 (其 中 ik: K > P 是 包含 映射 ). 这 样 ， 由 于 底 行 是 正 合 的 , mE. pa M na 是 
同 构 ， 从 而 我 们 有 


K= Kerf = Ker(f\JP) 

= 11(Ker(J ® f)) 

= m(Im(J @ ix) = JK. 
因此 JK =K. FE, BW (a)o(b), 所 以 有 天 = 0 (28.3), U = PP 是 投射 的 . 

(a) (e). 显然 对 于 R 中 元 素 的 某 个 序列 aaz, 主 右 理想 的 每 个 降 链 都 形 

如 aR > alazR >…. 给 了 这 样 的 序列 ， 设 G 和 下 是 引 理 (28.1) 中 的 模 ， 则 由 
(28.2) ， 我 们 只 需 证 明 F/G 是 平坦 的 . 由 (28.1) I$ yi, Yn, Enti, zn42,… 是 万 
的 自由 基 ， 因 此 每 个 子 模 Gu = OL, Ru 都 是 已 的 直 和 项 ， 每 个 商 模 F/G 都 是 
自由 的 ， 从 而 F/G, 是 平坦 的 . 现在 G 是 这 些 G, 的 并 ,因此 ( 见 练习 (19.11)) 应 用 
(19.18) 的 右 一 左 对 称 内 容 


GNIF = (UnGn) NIF = Un(Gn NIF) 
= UnIGn = IG, 
我 们 知 F/G 是 平坦 的 . 

(e)>(f). 假设 (e) 成 立 ， 则 RR 不 包含 颇 等 元 的 无 限 正 交集 ， 这 是 因为 如 果 
enez 是 非 零 的 正 交 短 等 元 , WA (1 一 ei)R> (1-e1-e)R >- 假设 0#xe 
M, zhR 不 包含 单子 模 , 则 由 于 oR 本 身 不 是 单 的 , 从 而 存在 ae R 和 zR> wa, R>0 
使 得 za1R 不 包含 单子 模 . 这 样 ， 用 归纳 法 继续 做 下 去 ,我 们 可 以 得 到 R 中 的 序列 
@1,42,""", 使 得 


zaR> taaa R >- 
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因此 aR > a1a2R > … , 这 与 (e) FA. 
(f)=>(b). 假设 (f) 成 立 ， 设 a1,az,… 是 J 中 的 序列 ， 而 且 对 于 一 切 n, 假设 
aran #0, 则 由 极 大 人 原理 知 存在 右 理想 I< Rr 关 于 


aan ZI (n=1,2,---) 


是 极 大 的 . 现在 R/T 是 非 零 的 右 R - 模 . 因此 由 (f) 得 存在 右 理想 K RR I< K < 
Rr, 天 /是 单 的 . 由 极 大 性 知 存在 使 得 a -an € K. E a -anang € KV. A 
此 由 于 K/I 是 单 的 ， 从 而 存在 re RR 使 得 


(a1 ---an)(1 ~ anrir) E I. 


{E anyi € J, FA Langan SEPT. 显然 这 与 a1…an 4 了 矛盾 . 因此 J 是 左 了 - 
FEA. 特别 地 ，J 是 齐 零 的 , AUER CRE I 可 以 所 天 (27.1). 现在 利用 假设 RAS 
包含 正 交 宪 等 元 的 无 限 集 ， 我 们 有 尽 包含 了 本 原 寡 等 元 的 完全 正 交集 e1,…en( 见 
(10.14) 和 练习 (10.11)). 由 于 等 等 元 模 J 可 以 提升 ， 从 而 这 些 寡 等 元 模 J 也 一 定 是 
本 原 的 ( 见 (27.4) 和 (17.18)). 但 由 (f) 得 每 个 (eR + J) 都 包含 R/T 的 极 小 右 
SHAR. 因此， 由 于 环 的 根 为 0 的 极 小 右 理想 是 直 和 项 ((15.10) 和 练习 (13.8), ay 
(aR+J)/J 一 定 是 单 的 . 因此 R/T 是 半 单 的 ,， 这 便 完成 了 证 明 . 

28.5 附注 观察 (28.3) 和 (28.4) 中 的 证 明 (f)=>(b), 对 于 环 R, RNA 

(1) 如 果 每 个 左 R - 模 都 有 极 大 子 异 ， 则 J(R) EE T -WEH 

(2) 如 果 每 个 右 R- 模 都 有 极 小 子 模 ， 则 J(R) EET - EFH. 
Z- 模 Zp~ WI Z REA (1) 和 (2) 的 逆 命 题 都 是 不 正确 ， 另 一 方面 ， 由 (28.4) 易 得 : 

(3) 如 果 RR 是 左 完备 环 , J = J(R), 则 对 于 一 切 模 RM 和 Ne, 有 


Rad M = JM & RM, Soc N = IN(J)A Np. 


存在 不 是 左 完备 环 的 环 ， 而 它 上 的 一 切 模 都 满足 Rad M = JM < RM (例如 ， 上 
半 单 环 ), 然而 ， 如 果 对 于 一 切 右 模 Nr, Soc N = Lx(J) 2 Np, W RR 是 左 完备 环 ( 见 
(15.17) 和 上 面 的 部 分 (2)), 但 也 存在 不 是 完备 环 的 环 ， 它 上 的 非 零 右 模 都 有 极 小 子 
模 ( 即 对 于 一 切 Nr, 有 Soc N < Na)( 见 练习 (28.5)). 

28.6 推论 ME RR 是 左 完备 环 ， 则 每 个 有 限 生 成 投射 左 R- 模 的 自 同 态 环 都 
是 左 完备 环 ， 特别 地 ， 任 意 Morita 等 价 于 RR 的 环 都 是 左 完备 环 . 

证 明 显然 “ 左 完备 环 ” 是 范畴 的 (21.6). ME, WR RP 是 有 限 生成 投射 的 ， 
则 存在 环 S RIFET e € S 使 得 R~ S, End(RP) © eSe. 但 由 (28.4.b) 得 eSe 一 定 
是 左 完备 的 . 口 

28.7 推论 MR REREH, N RR 的 每 个 商 环 亦 然 . 

证 明 设 呈 是 左 完备 环 . 因为 R/J(R) 是 半 单 的 , 如 果 了 是 的 理想 , 则 ( 见 练 
F (9.-9))J(R/1) = (J(R)+I)/1 fede T EZH. 口 
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存在 (双边 ) 完备 环 的 一 个 十 分 重要 的 类 . 称 环 R 是 半 准 素 环 ， 如 果 R/J 是 
# 单 的 ， 且 7 SN. HERE TAAL Artin 环 又 包含 右 Artin 环 的 环 
类 . 然而 ， 2 x 2 上 三 角 实 矩阵 环 R: 


w(t a) 
0 Q 

其 中 对 角 线 元 为 有 理 数 , 是 半 准 素 环 , 但 它 既 不 是 左 Artin 的 , 也 不 是 右 Artin AY. 

28.8 推论 每 个 半 准 素 环 都 是 完备 环 ， 因 此 每 个 左 Artin 环 和 每 个 右 Artin I 
都 是 完备 环 . 口 

由 (18.13) 知 内 射 左 R - 模 的 直 和 是 内 射 的 当 目 仅 当 R 是 左 Noether 的 . 47 
Artin 环 是 左 完备 环 ， 也 是 右 凝聚 的 (这 是 因为 它们 是 右 Noether 的 (15.20)). 因此 
HTH Artin 环 上 平坦 模 和 投射 模 是 一 致 的 (28.4.d), 从 而 由 Chase 定理 (19.20) 可 
推出 (18.13) 的 下 列 部 分 对 偶 . 

28.9 推论 。 如果 RR 是 右 Artin 的 , 则 投射 左 RR - 模 的 每 个 直 积 都 是 投射 的 。 口 

注意 ， Chase 实际 上 证 明了 投射 左 R- 模 的 每 个 直 积 都 是 投射 的 当 且 仅 当 R 
是 左 完备 环 ， 也 是 右 凝聚 环 . 

对 于 既是 完备 环 又 是 半 准 素 环 的 环 ， 存 在 类 似 于 (27.7) 的 结果 . 我 们 将 由 下 个 
引 理 得 到 它们 . 

28.10 引 理 设 e……en 是 尽 的 寡 等 元 的 完全 正 交 集 ，Z 是 已 的 理想 ， 则 工 
EET -WEH ERA) 当 且 仅 当 每 个 cile WEET -WEU (EEN) 

证 明 必要 性 是 显然 的 

BZ, BRIKET- EFH, WIE I PHEA a1,an,… 使 得 


te 


ala2 an 天 0 (n=1,2,--+). 


BS 是 {e1,…,en} 中 的 有 限 序列 z1,… ,zm 构成 的 集合 ， 其 中 对 于 每 个 k = 
1,2,…., 有 


11 L202 +++ LmAmAm+1***Om+k # 0. 
AA Lert: ten ALS 非 空 ， MERT S 的 每 个 序列 z1,… ,zn 都 有 属于 


F 的 真 扩张 ti, Eny Bnri. 所 以 存在 fc … en} 中 的 无 限 序列 z1,z2,… 使 得 每 
个 积 


Zlaiz202…ZmamZm+l 天 0. 
从 而 存在 ei 使 得 对 于 无 限 多 个 k, 有 zk = ei 进而 este: 不 是 T - REY. KTH 


零 的 情形 ， 设 . 是 {e1,…,en} 中 的 序列 z1,-…,zm 构成 的 集合 ， 其 中 对 于 每 个 
有 = 1,2……， 有 xlagl---tmT* £0. 口 
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回顾 (27.7), 我 们 立即 有 

28.11 命题 设 c1,…,en 是 环 RR 的 备 等 元 的 完全 正 交 集 ， 则 R 是 左 完备 ( 右 
完备 )( 半 准 素 ) 环 当 上 且 仅 当 每 个 eiRei 都 是 左 完备 ( 右 完备 )( 半 准 素 ) I. 

28.12 例子 非 Artin 环 的 半 准 素 环 


(Se) 
0 Q 
给 出 了 有 关上 述 结果 的 例子 . 它 是 遗传 的 ， 因 此 是 右 凝 聚 的 ， 从 而 (28.9) 的 逆 命 题 


是 不 正确 的 . 而 且 ， 它 有 宕 等 元 的 完全 正 交集 e1, ez; 使 得 el Rel S ezRes X Q, 因此 
不 存在 类 似 于 (28.11) 的 Artin 内 容 . 


投 射 模 


BREATH, WAF REFRE, ATT AARC AY BEAMS e1,…, em， 
使 得 序列 Re1/Je1,…, Rem/Jem 恰 包含 每 个 单 左 R- 模 的 一 个 同 构象 ( 见 (27.10)). 
设 M EE R-E, W M/JM 是 半 单 的 .因此 存在 集合 AL … Am( 基 数 是 唯一 的 ) 
使 得 


M/JM & (Rex/Je,)'4 @ «++ © (Rem/Jem) 4. 


令 
P= Re @...@ Ream), 


则 P/JP = M/JM, 己 是 投射 的 ,JP <P, JM & M(28.3), 因此 由 (27.5) 知 存在 投 
射 着 PP 了 ~ M— 0. 从 而 ， 由 投射 盖 的 唯一 性 (17.17), 我 们 有 

28.13 命题 设 尺 是 左 完备 的 ，el,…,em 是 本 原 守 等 元 的 基本 集 . 设 pM 是 
左 足 - BL, Ac Am 是 集合 H 


P= Re) @...@ Refs), 
则 存在 投射 盖 P 一 M 一 0 当 且 仅 当 
M/JM & (Rei/Je:) © --- ® (Rem/Jem) ^m. o 


由 于 左 完备 环 下 是 半 完 备 环 ， 从 而 如 果 erem 是 R 的 等 等 元 的 基本 和 集 ， 
则 投射 左 R- 模 和 投射 右 R - 模 是 分 别 形 如 
RP S RAY @---@ RL” 和 Qr aR @...@®emRAm) 
的 那些 模 . 由 下 面 的 结果 我 们 可 推出 ， 如果 AEH, MUTE RP 的 分 解 
可 补 直 和 项 ， 因 此 R 会 有 所 希望 的 好 性 质 ， 而 且 ， 对 于 一 切 投射 左 R- 模 ， 此 分 解 
的 存在 性 是 左 完备 环 的 特征 . 
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28.14 定理 对 于 环 R, 下 列 条 件 等 价 : 

(a) RR 是 左 完备 环 ; 

(b) 每 个 投射 左 R - 模 都 有 可 补 直 和 项 的 直 和 分 解 ; 

(c) 可 数 生成 自由 模 F = RO 有 可 补 直 和 项 的 分 解 . 

WA tk J = J(R). 

(a)=>(b). BE (a) 成 立 ， 设 RP 是 投射 的 . 由 于 忌 是 半 完 备 的 ， 从 而 P 有 作 
为 本 原子 模 的 直 和 的 分 解 P = @4Ps. 对 于 每 个 Hg P, 令 


H = (H + JP)/JP, 


则 每 个 Pa = Pa/JPa 是 单 的 ( 见 (27.10)). BE P =U SV, HE P = @4P。 是 半 
单 的 ， 且 互 = UV@V, 从 而 由 (9.2) 知 存在 集合 BC A 使 得 


P =U © (esFp). 


下 证 此 分 解 可 以 “提升 "， 事实 上 , H P =U e (Ep Ps) + JP fl JP P(28.3) 可 
推出 
P =U + (@zPa). 


令 工 = 了 6 Pa. 为 了 完成 证 明 只 和 需 证 UNL=0. 由 于 U 和 工 是 PP 的 直 和 项 ， 从 而 
我 人 有 JU=UNJP 和 JL=LNJP. 因为 =UV@L, 所 以 有 


UNLCJPNUNL= JUNJL. 


自然 映射 UxL 一 U+L = P RREA, 因此 是 可 分 的 , 而 且 它 有 核 K = {(u, -wu)lu € 
UNL} < J(U x L). HF J(U x L) KU x L, MARTEL HEI K =0, UNL=0. 

(b)=>(c) 是 显然 的 . 

(e) 全 (a)、 设 己 是 自由 左 玉 - 模 , 自由 基 是 ri zz,… . 假设 玉宇 RON 有 可 补 直 
和 项 的 分 解 , 则 由 (12.3) 知 RO 亦 然 . 从 而 由 (27.12) 知 R 是 半 完 备 的 . 设 e1,… en 
是 瓦 的 本 原 寡 等 元 的 完全 正 交 集 , ataz,… 是 J 中 的 序列 ， 再 设 yk = Ek — agen ya 
ALG = DE, Ryk < 下 如 同 引 理 (28.1) 和 (28.2) 中 所 述 . 由 于 序列 ai,0,aa,0,… 和 
0, az,0,a4 满足 (28.1.2) 中 的 条 件 ， 从 而 yi, za,yaza… 和 zi,yaza,y… 是 书 
的 自由 基 . 因此 F 有 不 可 分 解 的 分 解 


F = (Ri (GL Reiyzr-1)) © (BR (SL Reiwax)). 


由 (12.5) 知 此 分 解 一 定 可 补 直 和 项 ， 而 且 @ 吕 1Ry2k 是 那些 直 和 项 中 的 一 个 . 所 以 
存在 左 理想 h, (每 个 形 如 R(ei, t- ei) 或 0) 使 得 


F = (@RE1Ry2k) © (9 息 :Pk-1yok-1) P (@ 中 172kzok). 
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下 证 前 二 项 的 和 是 G = OF, Ryk. 这 是 因为 ， 如 果 我 们 把 P= OF, Rex 的 投射 pk 
应 用 到 F 的 上 述 分 解 中 ， 我 们 可 以 得 到 


Rz, = Pi(F) = hz, 
而 且 对 于 1=1,2,…, 有 


Rear = pa+ı(F) = pası (Rya) + pores (Ia+1y2141) 
= (Razı + 721+1)z2l+1. 


又 因为 Ran <J < R, 我 们 一 定 有 


因此 G 是 F 的 直 和 项 . 据 (28.2) MFE n e NA r e R 使 得 aya, = 
Q1…anantiT, 于 是 ,由 于 1 一 antir 是 可 道 的 ， 从 而 有 aian = 0. 口 
根据 推论 (15.23), 如 果 环 R 既是 左 或 右 完备 环 又 是 左 Noether 环 ， 则 R 一 定 
是 左 Artin 环 ， 这样 据 (25.6) 和 (28.14) 我 们 有 
28.15 推论 RR MAE Artin 环 当 且 仅 当 它 的 每 个 内 射 左 模 和 每 个 投射 左 模 都 有 
可 补 直 和 项 的 分 解 . 


练 习 28 


1， 设 RF 是 自由 模 ， 自 由 基 是 ci, zz,…… 此 基 决 定 了 环 同 构 p : End(RF) -* RFMn(R) ( 见 
练习 (8.12)). 考察 及 上 的 两 个 N 方 阵 ， 


1 -m Does 1 al aa azas + 
0 i -aa + 0 1 a am 
0 0 1 -e 0 0 1 a3 


则 A € RFMy(R), A, B € CFMs (R). 设 p(s) = A. 
(1) 利用 事实 AB = BA = 1 和 N x N 单位 矩阵 来 证 明 引 理 28.1. 
(2) 证 明 , Im s 是 F 的 直 和 项 当 且 仅 当 A 在 RFMy(R) PHAM. 
(3) 利用 (2) 证 明 引 理 28.2. 
2， 设 RQ 上 一 切 N 阶 下 三 角 和 矩阵 环 ， 且 对 角 线 上 的 元 为 常数 ， 非 对 角 线 上 只 有 有 限 多 
个 非 零 元 . 证明, R 是 左 完备 环 但 不 是 右 完备 环 .。 提示: 见 练习 (15.8).] 
3. 设 本 = J(R), RP 是 投射 的 . 证 明 ， .JP < P 当 生 仅 当 P/JP 有 投射 盖 . 
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4， 证 明 , R 是 左 完备 环 当 且 仅 当 每 个 半 单 左 R- 模 都 有 投射 盖 . [提示 ， 应 用 (27.6),(28.3) 和 
练习 (28.3).] 

5 证 明 ， 附注 (28.5). 对 于 最 后 一 个 , 利用 Kly + Soc (End(Vix)), 其 中 Vk 是 无 限 维 向 量 空 
fi. 

6. WI: RR 是 左 完备 环 当 且 仅 当 R/J 是 半 单 的 ， 且 R 的 每 个 商 环 都 有 非 平凡 的 右 基 座 . 

7， 证 明 , R 是 左 Artin 的 当 且 仅 当 R 的 每 个 商 环 都 是 左 有 限 上 生成 的 。 (提示 由 练习 (28.6) 
可 得 RR 是 右 完备 环 ， 在 这 样 的 环 中 ， 由 J” = J"+! 可 推出 J" = 0] 

8. 证明: 如 果 RUs 定义 了 Morita 对 偶 ， RR EREKE, W 已 是 左 Artin 环 . (提示: 
如 果 R 是 左 完备 环 ,， 设 < Ss, 由 (24.7) 得 (S/N 是 有 限 生成 的 ， 青 应 用 (24.5). 如 果 
已 是 右 完备 环 ， 7 < rR, W R/T 是 有 限 上 生成 的 .] 

9. TERI: 对 于 左 完备 环 R, J = JR), 下 列 条 件 等 价 : 
(a) R/J2 是 右 Artin 的 ; (b) J/J? 是 有 限 生成 右 RR- BE (c) RR 是 右 Artin 的 ， | 提示， 
对 于 (b)>(c). 假设 ] = R+ + jR J’, JE IO = 1,2,…). 考虑 iy je} 
中 的 有 限 序列 zt, …,zn 构成 的 集合 . 使 得 1，… ,znJ E JHE = 1,2,…), 求 证 了 
不 是 了 - HEH.) 

10， 构 造 一 个 右 完备 环 使 得 根 J 满足 ORI" AO. [提示 修改 练习 (15.8).] 

11， 证 明 ， 例子 (28.12) 的 论断 . 


§ 29. 有 完备 自 同 态 环 的 模 


我 们 已 经 知道 ， 在 满足 某 些 有 限 条 件 的 环 中 ， 齐 零 单 边 理想 都 是 寡 零 的 本 节 
我 们 开始 考虑 更 多 这 样 的 条 件 . 作为 一 个 推论 我 们 将 证 明 每 个 有 限 长 度 的 模 都 有 半 
准 素 自 同 态 环 ， 利 用 $28 中 的 结果 ， 我 们 刻画 每 个 直 和 MO 有 可 补 直 和 项 的 分 解 
的 那些 有 限 生成 模 M. 最 后 ， 结 合 这 些 我 们 证 明 有 限 长 度 模 的 自身 的 直 和 都 有 这 样 
的 分 解 . 

称 环 R 尖 于 右 零 化 子 有 极 大 条 件 ， 如 果 右 零 化 子 ra(4)(4 C R) 的 每 个 非 空 集 
RE 且 中 都 有 极 大 元 ， 即 右 零 化 子 的 每 个 升 链 


TR(A1) <rr(A2) < +++ 


都 有 有 限 长 度 ( 见 练习 (10.9))， 而 且 ， 这 也 等 价 于 关于 左 零 化 子 的 极 小 条 件 ( 见 
(24.5)). 


29.1 命题 设 忆 关于 右 零 化 子 有 极 大 条 件 . 如 果 了 是 右 T- 短 零 的 单 边 理想 ， 
WI ERFH. 

证 明 设 工 不 是 等 零 的 单 边 理想 ， 由 右 零 化 子 上 的 假设 可 推出 对 于 某 个 ne N， 
有 


ral”) = re") =o . 
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由 于 工 不 是 寡 零 的 ， 从 而 有 I) #0, 因此 对 于 某 个 r ET\rR(1T"), 有 Iz £0. 
但 zi: ¢ra(I"*!), A Ita, ¢ 0. 从 而 显然 存在 了 中 的 序列 z1,z2,…, 使 得 对 于 
每 个 k, 有 

ree) ETI\rR(I™). 
特别 地 ,7 不 是 右 工 - 寡 零 的 . 口 

下 述 重 要 的 “由 庇 零 可 推出 赛 零 ”的 定理 是 由 Small 和 Fisher 完成 的 . 

29.2 定理 设 AM 或 者 是 Artin 的 或 者 是 Noether 的 ， 则 End(rM) HATE 
零 单 边 理想 都 是 寡 零 的 . 

证 明 假设 RM 是 Artin 的 . BS = End(RM). 由 于 Ms 是 忠实 的 ， 从 而 对 于 
某 个 RK < RM, S 的 每 个 右 零 化 子 都 形 如 rs(K). 因为 kM 是 Artin 的 ， 从 而 S 
在 右 零 化 子 上 有 极 大 条 件 (I (24.3)). 现在 假设 1 是 S 的 单 边 训 零 理想 . 设 C 是 由 
第 项 为 s 的 工 中 的 序列 s1,s2,… 构成 的 集合 ， 且 满足 


人 1 天 0 一 12). 


根据 (29.1) 我 们 只 需 证 明 C =. 假设 C A, 由 于 RM 是 Artin 的 ， 从 而 存在 s1 € C 
使 得 Ms, 在 {Ms | se C} PD. BR, CaN #. 因此 存在 s2 € C 使 得 Ms 
在 {Ms | ss, € C} 中 极 小 . 注意 Mszsl = Msi. 由 明显 的 归纳 法 可 得 存在 C 中 的 
序列 81, s2,…, 使 得 对 于 每 个 n, Msn 在 {Ms| ssn-1…s1E C) 中 极 小 ， 特 别 地 ， 
mE n> m, WE 

MSp sm = Msm. 
对 于 每 个 m 令 

Pn = sn 31， 

则 对 于 一 切 m 和 n, 有 Mpa = Msı = Mpm. X, AT n, 如 果 ze M, 则 存在 
a! E€ M 使 得 wpn+l = zpn, HIE T = 2 — T'8n41 + T'3n41, A 


(1) M = Ker pn + Im sn+l. 


现在 假设 n > m, smpn #0. WR k > m, 则 Msk…smpn = Msmpn, 于 是 
sk smsn Sin sl 一 sk smpn FO. 由 Msm 的 极 小 性 可 推出 Msmsn… sm = 
Msm #0. DIRE sn- :sm REP. BA n> mB, smpn 二 0, 即 


(2) Im sm 和 Mmn>mKer pn. 
利用 模 律 (2.5), (1) 和 (2) 以 及 一 个 简单 的 归纳 法 可 得 
n+l 
(3) MR Ker m +) Im s; = M. 


i=2 
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由 十 RM 是 Artin 的 ， 从 而 存在 n E OR Ker pe < Ker payi. 但 由 (2) 得 
Ker Pay > oa Im sj, 因此 由 (3) AE, Ker pn+l =M. 

我 们 略 去 RM 是 Noether 模 时 的 对 偶 证 明 . 口 

29.3 推论 每 个 有 限 长 度 的 模 都 有 半 完 备 自 同 态 环 . 

证 明 设 RM AARRE n, S= End(RM). 由 (12.8), (12.9) 和 (27.6) 知 3 是 
半 完 备 环 ， 因此 根据 (29.2), 只 需 证 明 J(S) IRSA. 如果 ae J(S), 则 由 Fitting 
引 理 (11.7) 可 得 

M = Ima"®Kera”", 

从 而 (alIm a") 是 Im a" 的 自 同 构 ， 而 且 存在 se 3 使 得 (sal1ma") = liman. 由 于 
1m — sa FE S 中 是 可 道 的 (15.3), 故 有 Im an < Ker(1m — sa) = 0. 

为 了 研究 若干 个 有 限 生 成 模 的 直 和 的 分 解 ， 我 们 下 面 证 明 这 样 的 直 和 “类 似 
于 ” 它 的 自 同 态 环 上 的 自由 模 . 特别 地 ， 我 们 证 明 

29.4 引 理 ik M 是 有 限 生成 左 尽 - ,S = End(rM) 是 自 同 态 环 . 设 sP 表 
示 投 射 左 5 - 模范 畴 , mS 表示 若干 个 M 的 直 和 的 直 和 项 范畴 ， 则 函 子 

Hompgr(Ms, -): mS 一 sP 


和 
(rM@s_): sP > MS 


是 互 逆 范 畴 等 价 . 
证 明 由 于 (Me@s_) 和 Homr(M，-) 保持 直 和 (定理 (19.10) 和 练习 (16.3))， 
从 而 我 们 立即 可 得 它们 是 所 需 范畴 mS 和 sP 之 间 的 函 子 ， 例 如 ， 可 分 正 合 列 


0-N-9> MA —~@>5N'>0 
产生 可 分 正 合 列 
0 Homr(M, N) — ® > Homr(M, M)) — © > Homr(M, N’) 一 0， 


( 见 (16.2)) 其 中 中 间 项 同 构 于 SO. REF mS 中 的 每 个 模 N, 定义 mw : 
M8s Homp(M,N) >N, 
nw (m ® 7) = y(m). 


易 证 这 便 产 生 了 自然 变换 


n : (M 8s 五 omR(M，-)) > 1,8, 


而 且 ， 由 于 RM 是 有 限 生成 的 ， 从 而 函 子 (M 8s Homa(M,- )) 保持 直 和 (定理 
(19.10) 和 练习 (16.3)). 这 样 ， 我 们 只 需 证 明 n 是 同 构 ， 从 而 n 是 自然 同 构 (练习 
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(20.17)). 由 (19.6) 可 得 mm 是 同 构 ， 这 是 因为 Homp(Ms,M) = sS. 另 一 方面 ， 对 
于 sP 中 的 每 个 投射 模 P, i y: 已 一 Homa(M,(M 8s P)), 


vp): m= mep. 


用 同样 的 方法 我 们 可 得 到 自然 同 构 


v: lsp > Homa(M,(M 8s -)). 


(注意 这 里 vss : sS 一 Homr(M, (M8s 5)) 是 典范 同 构 ). 口 

29.5 定理 设 M 是 有 限 生成 左 R-E, WFA 

(a) 对 于 每 个 集合 A, MO 有 可 补 直 和 项 的 分 解 ; 

(b) MO) 有 可 补 直 和 项 的 分 解 ; 

(c) End(RM) 是 左 完备 环 . 

证 明 根据 (29.4) 的 等 价 性 ,M(4) 对 应 于 自由 左 5 - 模 SA. 易 证 , OUR N 关 
于 此 等 价 对 应 于 P, 则 N 有 可 补 直 和 项 的 分 解 当 且 仅 当 P 亦 然 ( 见 练习 (21.11.2)). 
再 应 用 (28.14) 即 得 所 证 . a 

29.6 推论 设 M = @aMa 是 不 可 分 解 的 分 解 ， 使 得 每 一 项 都 有 有 限 长 度 ， 且 
HE (Ma)aea 仅 表示 有 限 多 个 同 构 类 ， 则 此 分 解 可 补 直 和 项 . 

证 明 如 果 每 个 Ma 都 同 构 于 Mait Man 中 的 一 个 ， 则 M 同 构 于 


(Ma, ® +++ ® Man)®) 


的 直 和 项 ,而 且 由 (293) 知 模 Ma @ … © Ma, 有 完备 (实际 
E, PERK 的 自 同 态 环 . 这 样 , 由 (29.5) 和 (12.3) 可 得 此 推论 . 
口 


半 单 环 上 的 每 个 模 都 有 可 补 直 和 项 的 分 解 . 另 一 方面 , 在 本 章 中 我 们 已 经 知道 环 
RR 上 的 每 个 内 射 左 模 和 每 个 投射 左 模 都 有 可 补 直 和 项 的 分 解 当 且 仅 当 忆 是 左 Artin 
的 (28.15). 称 环 R 是 有 限 模 类 型 的 环 ， 如果 存在 有 限 长 度 的 R -8 Mi, , Mn, 使 
得 每 个 R- 模 都 同 构 于 若干 个 Mi 自身 的 直 和 .关于 这 些 环 的 文献 太 广泛 了 ， 我 们 
在 这 里 无 法 列 及 .然而 ,我 们 应 该 注意 ， 由 (29.6) 知 有 限 模 类 型 的 环 上 的 每 个 模 都 
有 可 补 直 和 项 的 分 解 ， 且 有 限 模 类 型 的 环 不 一 定 是 半 单 的 ( 见 练习 (29.5)). 


练习 29 
1. 证明; 如 果 RE 是 内 射 的 Noether 模 , W S= End(nE) 是 半 准 案 的 ，| 提 示 : 由 练习 (27.3) 
得 S 是 半 完备 环 .再 利用 (18.20) 和 (29.2),] 


2， 设 忆 满 足 左 零 化 子 的 极 大 条 件 和 右 零 化 于 的 极 大 条 件 . 证 明 : R 的 每 个 语 零 单 边 理想 是 等 
PH 提示 :存在 n 使 得 零 化 子 的 每 个 链 都 有 长 度 <n] 
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3. 证 明 : 练习 (28.2) 中 的 左 完备 环 关于 右 零 化 子 有 极 大 条 件 ， 但 不 是 每 个 左 T - FERB 
EREM. 


4. Ut RÆ Z 上 的 多 项 式 环 ,Xi, X2, 是 可 数 多 个 不 定 元 . 设 了 是 由 (XT, X2,---} 生成 的 
理想 . 证 明 : S = R/T 有 非 寡 零 的 理想 J, J 中 每 个 元 的 备 零 指数 为 2 


5 ee =m 2 2s e= | o tee HER ER HEB 


M=E@S {H} ES Re, SEH, TO 尽 是 有 限 模 类 型 的 非 半 单 环 . [提示 ， 考 
HB {Rex | x € M, J(R)ex # 0} 的 极 大 无 关子 集 .] 


第 八 章 BH Artin 环 


在 最 后 的 一 章 中 我 们 介绍 关于 几 种 类 型 Artin 环 的 基本 结果 ,这些 基 本 结果 被 
看 作 是 具有 基础 性 的 经 典 结 论 ， 它 们 在 环 与 模 理论 的 文献 中 一 直 产生 重要 影响 这 
些 环 包括 具有 对 偶 的 Artin 环 ， 拟 -Frobenius( 或 QF) H, QF-3 环 和 列 环 . 


8 30. 有 对 偶 的 Artin 环 


本 节 我 们 介绍 Azumaya 和 Morita 定理 ， 它 们 给 出 了 使 得 范畴 REM 和 范畴 
FMs 之 间 有 对 偶 的 几 个 充 要 条 件 ， 其 中 RPM 是 环 R 上 的 有 限 生成 左 模范 畴 ， 
FMs 是 环 S 上 的 有 限 生成 右 模范 畴 . 从 §23 和 824 我 们 可 以 看 到 为 了 得 到 这 样 的 
对 偶 ， 环 下 必须 是 左 Artin 的 ， 而 且 它 有 有 限 生 成 的 内 射 上 生成 子 ， 这 对 条 件 是 基 
本 的 刻画 . 从 823 和 §24 也 可 以 得 出 为 了 有 REM 和 下 Ms 之 间 的 对 偶 ，5 必须 是 右 
Artin 的 , 而 且 对 某 个 双 模 RUs, 此 对 偶 同 构 于 Us - 对 偶 . DUR rUs 既是 左 忠实 的 
又 是 右 忠实 的 (当然 是 上 生成 子 ), 当 了 ÆRE R -H S -) ut, T* = Hom(T,U) 
是 单 右 5 -( 左 RR-) 模 ，U - 对 偶 把 单 模 变 成 单 模 ， 这 些 条 件 也 可 以 刻画 AFM 和 
FMs 之 间 对 偶 的 存在 性 . 由 本 节 的 第 一 个 定理 可 知 它们 和 定理 24.5 中 的 零 化 子 条 
件 有 紧密 的 联系 . 


对 偶 定理 


称 双 线 性 映射 ( 见 §24)u : RM x Ns 一 RUs 是 非 退 化 的 , 如 果 lu(N) = 
Orw(M) = 0. 注意， 标 其 乘法 产生 的 双 线 性 映射 RR x RUs 一 rUs 是 非 退 化 
的 当 是 仅 当 RU 是 忠实 的 ， 通常 的 双 线 性 映射 M x M* 一 RUs 是 非 退 化 的 当 且 仅 
当 RM Æ U - 无 扭 的 . 

30.1 定理 设 RUs 是 双 模 ， 使 得 RUs 对 偶 ( )” 把 单 模 变 成 单 模 ， 设 


hb:RM x Ns 一 RUS 


是 非 退 化 的 双 线 性 映射 ， 如果 或 者 RM 或 者 Ns 有 合成 列 ， 则 
(1) 对 于 每 个 K< MET LN, 有 
lu(ry(K))=K 和 rẸy(lm(L))= L; 
(2) 由 和 Xm) : n> wm, n) 和 p(n) : m= u(m, n) 定义 的 映射 
A:RM—>N* 和 p:Ns 一 M" 
是 同 构 ; 
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(3) M AlN 的 一 切 子 模 和 商 模 都 是 U - 自 反 的 ; 
(4) RU 是 M 内 射 的 , Us 是 N - 内 射 的 . 


证 明 假设 RUs- 对 偶 把 单 模 变 成 单 模 ， 如 果 W 是 有 限 长 度 的 左 R- RA S 
- 模 ，K 是 W 的 极 大 子 模 ， 则 由 正 合 列 


0 一 (HAO 了 "ax 天 
我 们 有 c(W*) < c(K*) +1. 从 而 ， 对 合成 长 度 应 用 归纳 法 可 得 
e(W*) < c(W). 
而 且 ， 由 不 等 式 
c(W) > c(W*) > c(W"*) 


可 推出 W dL U - 自 反 的 当 且 仅 当 W 是 - 无 扭 的 . 
现在 我 们 来 证 明定 理 . 设 


4L:RM x Ns > rUs 
是 非 退 化 的 ， 假 设 RM HARA. HTN K <M, 定义 


p“: N/ry(K) > K*, 


pk (n+rnK):k+ pk,n) (ne N,kE kK). 
对 于 每 个 上 < NN, 定义 
àr : lm(L) > (N/L)*, 
AL(z):n +L (z,n) (z€ lm(L),n € N). 
易 证 p* 和 A 都 是 单 同 态 (这 是 因为 u 是非 退 化 的 ). 这 两 个 单 同 态 以 及 此 证 明 的 
第 一 段 讨论 对 于 每 个 K <M, 便 产 生 了 下 面 的 不 等 式 : 
e(K) < cllm (rn(K))) (24.3.2) 
< c((N/rn(K))*) (利用 Annecy) 
< e(N/rn(K)) (第 一 段 ) 


< AK") < c(K) (利用 p“). 
由 于 此 不 等 式 一 定 是 等 式 ， 从 而 我 们 立即 有 


Im (rw(K)) = K, 
而 且 对 于 一 切 K <M, p“ 是 


Gi 


构 . 由 于 人 /是非 退化 的 ， 从 而 


p=p™:N—+M* 
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EEH. EE N = M* 也 有 合成 列 ， 于 是 由 对 称 性 可 得 (1) 和 (2) 成 立 ，M 和 
N(M = N°, N = M*) 以 及 它们 的 一 切 子 模 都 是 UV - 无 扭 的 (20.14). 由 对 称 性 还 可 
得 M 的 商 模 和 的 商 模 也 都 是 U - 无 扭 的 ， 这 是 因为 同 构 pe 给 出 了 


N/L = N/ry(lae(L)) & las (L)*- 


因为 有 限 长 度 的 U - 无 扭 模 都 是 U - 自 反 的 ， 所 以 (3) 成 立 ， 最 后 ， 由 于 p* 是 同 
构 ， 这 样 ， 如 果 K <M, 则 对 于 某 个 na € H, 每 个 映射 h: RK 一 RU 都 具有 形式 


h:k p(k,nn), (ke K) 


h 可 以 扩展 为 
h: M —> RU, h:m J(m,nn). (m € M). 


因此 RU 是 M - 内 射 的 ， 由 对 称 性 可 得 Us 是 N - 内 射 的 ， 这 便 完成 了 证 明 ， 口 

设 RR 是 半 单 环 ， 由 于 一 切 R- 模 都 是 半 单 模 ， 投 射 模 ， 内 射 模 ， 而 且 RR 包含 
它 的 每 个 单 模 的 同 构象 ， 从 而 R -H U 是 忠实 的 当 且 仅 当 它 是 生成 子 当 且 仅 当 它 
ELERT (A (17.9) 和 (18.15)). 假设 U 是 半 单 环 R 上 的 有 限 生 成 的 忠实 左 模 ， 
S = End(RU), WW RU 是 投射 生成 子 ， 因 此 ( 见 (22.4) 和 (21.9))S EFR, rUs 
是 忠实 平衡 模 ( 见 (17.9). 正如 我 们 所 见 ， 半 单 环 上 的 忠实 模 RU 和 Us 是 内 射 上 生 
成 子 ， 因 此 由 (24.1) 得 RUs 对 偶 定义 了 Morita 对 偶 . 特别 地 ( 见 (24.5)), rUs 对 偶 
把 单 模 变 成 单 模 一 一 我 们 现在 可 以 扩展 的 一 个 事实 是 ， 环 上 的 任意 有 限 上 生成 的 内 
射 上 生成 子 模 去 它 的 根 之 商 模 是 半 单 的 . 

30.2 引 理 设 R/J(R) 是 半 单 的 ， RU 是 有 限 上 生成 的 内 射 上 生成 子 ， 
End(rU) = S, W 

(1) Soc RU = Soc Us; 

(2) nUs— 对 偶 ( ) 把 单 模 变 成 单 模 . 

证 明 (1) 由 于 RU 是 不 可 分 解 的 内 射 模 的 有 限 直 和 (18.18), 从 而 由 (25.4) 和 
(27.6) 可 得 S = End(RU) 一 定 是 半 完 备 的 . HS V = Soc(RU) < U, 则 由 (18.21) 
可 得 J(S) = rs(Y). 现在 我 们 有 


Soc(Us) = lu(J(S)) (15.17) 
=ly(rs(V)) (18.21) 
=ly(ru-(V)) (U* = End(gU)) 
=V (24.4.2) 


(2) 利用 (1), 12 SocrU = V = Soc Us. 由 于 RV 是 有 限 生成 的 , 且 RV 包含 了 每 
个 单 左 R - 模 的 同 构象 (18.15), 又 因为 由 (18.21) 得 5/7(5) 自然 同 构 于 End(RV) = 
End(R/v(CPJY)， 从 而 由 先前 引 理 的 讨论 得 Ryr(mVsyz(s) 对 偶 把 单 模 变 成 单 模 ， 如 


+ 322 - 第 八 章 ”经 典 Artin 环 


果 RT 和 Ts 是 单 模 ， 则 有 Honia(T,U) = Homra (T, V) 和 Homs(T',U) = 
Homsjzs)(T',V), 因此 RUs 一 对 偶 把 单 模 变 为 单 模 . 口 

30.3 引 理 WMR R EAE Artin 环 ， 则 每 个 上 生成 子 RU 都 是 平衡 的 . 

证 明 WR REE Artin 的 , aU 是 上 生成 子 ， 则 由 于 R 只 有 有 限 多 个 单 模 的 
同 构 类 ， 从 而 有 RU = Uo © U', 其 中 Uo 是 有 限 上 生成 的 内 射 上 生成 子 (18.16). 再 
依 (14.1.1), 由 于 Uo LÆR U’, 从 而 BiBnd(RU) 可 以 典 入 到 BiEnd(RUo) PR. 
这 样 ， 我 们 可 以 假设 U 是 有 限 上 生成 的 内 射 上 生成 子 . 令 S= End(rU), 由 (30.2) 
知 单 模 的 Us 对 偶 还 是 单 模 . 因为 RU 是 忠实 的 ， 所 以 由 标量 乘法 得 到 的 双 线 性 
映射 

H: RRX Us > RUs 


是 非 退化 的 ， 于是， 由 rR 有 合成 列 ， 据 (30.1.2) 可 得 RU 是 平衡 的 ， 即 入 : Ro 
(Us)* = BiBnd(RU) 是 同 构 . 口 
由 定理 23.5 ， 有 对 偶 


H': FM —>FMs, H”:FMs > RFM, 
则 一 定 存在 双 模 raUs 使 得 
H' © Homa(-,U)=()", H" & Homs(_,U) =()", 


且 每 个 有 限 生 成 左 R- 模 和 有 限 生成 右 S - 模 都 是 U - 自 反 的 .如果 rUs 是 这 样 
的 双 模 ， 则 RU S (Ss) 和 Us = (RR) 都 是 有 限 生 成 的 ， 由 定理 24.1 知 它们 是 内 
射 上 生成 子 ， 另 外 ， 由 定理 24.8 得 尺 是 左 Artin HK, S 是 右 Artin H. AER - 
RA S- REU- 自 反 的 当 且 仅 当 它 有 合成 列 . 现在 我 们 证 明 本 节 的 主要 定理 . 此 
定理 给 出 了 在 R, S 和 RUs 上 确保 上 述 结果 产生 的 充 要 条 件 . 
30.4 定理 [Azumaya, Morita] 设 民 是 左 Artin 环 ,， RUs 是 双 模 ， 则 下 列 条 
件 等 价 : 
(a) RUs 对 偶 ( )* 定义 了 RFM 和 EMs 之 间 的 对 偶 ; 
(b) R, U 和 5 满足 
(i) S 是 右 Artin 的 ， 
(ii) 一 切 有 限 生 成 左 R- 模 和 右 S - 模 都 是 U - 自 反 的 ; 
(c) R, U ALS 满足 
(i) S 是 右 Artin 的 (RU 是 有 限 生成 的 )， 
(ii) RU 和 Us 是 忠实 的 ， 
(iii) 一 切 单 左 玉 模 和 单 右 S- 模 都 是 U - 自 反 的 ; 
(d) R, U 和 S 满足 
(i) RU 是 有 限 生成 的 (S 是 右 Artin 的 )， 
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(ii) RU 和 Us 是 忠实 的 ， 
(üi) RUs 对 偶 把 单 模 变 为 单 模 ; 
(e) R, U Al S 满足 
(i) Ss 是 U - 自 反 的 ( 即 右 乘法 p: S 一 End(RU) 是 同 构 )， 
(ii) RU 是 有 限 生 成 的 内 射 上 生成 子 ; 
(f) R, U Al S 满足 
(i) Ss ÆU - 自 反 的 ， 
(ii) RU 和 Us 是 内 射 上 生成 子 ; 
(g) R, U Al S 满足 
(i) aU 是 有 限 生 成 的 (S 是 右 Artin H), 
(ii) 对 于 每 个 < RR 和 每 个 V < Us, 有 


lr(ru(1)) = 1, ru(lr(V)) =V, 
(iii) 对 于 每 个 K < Ss 和 每 个 W < RU, 有 
rs(lu(K)) =K, ly(rs(W)) =W. 


证 明 (a)=>(b) 可 由 定理 24.8 得 出 . 


(b)>(c). EM RR 和 Ss JEU - 无 扭 的 当 且 仅 当 它 们 是 忠实 的 (例如 ， 由 


(20.12) 和 (8.22) 得 Keron = Rejr(U) = La(U)). 余下 的 证 明 是 显然 的 . 


(c)=>(d). 假设 (c) 成 立 . BET RENAL R- 模 由 于 5 是 半 准 素 环 (29.3), 而 且 
M Th #0 可 推出 T* AO, T 包含 一 个 极 大 子 模 M. 如 果 取 自然 正 合 列 的 对 偶 


o— MIM, TM. TM— 0 
则 我 们 可 以 得 到 正 合 列 


o— mym poe. y 


作为 单 模 的 对 偶 , (1"/M)" #0. 这 样 , 由 T 是 单 的 知 ny 是 满 同 态 ,因此 iy = 0. 
但 7T* 是 U - 无 扭 的 ( 见 (20.14)) 或 等 价 地 说 UV 上 生成 T*. 于 是 由 (8.11.2),i%, = 0 
可 推出 im = 0, 故 M = 0. 从 而 ， 对 于 每 个 单 左 R -( 类 似 地 ， 对 于 每 个 单 右 S-) 模 


T, T 是 单 横 ， 现 在 我 们 对 由 标量 乘法 (u, s) ~ vs 给 出 的 非 退 化 双 线 性 映射 


RU x Ss 一 RUs 


应 用 (80.1), 容易 看 出 由 (c) 的 内 容 可 推出 (d) 中 括号 中 的 内 容 和 非 括 号 中 的 内 容 . 


(d)=(e). 我 们 对 由 标量 乘法 给 出 的 非 退 化 双 线 性 映射 
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RU x Ss 一 RUs 和 RR x Us > RUs 
应 用 定理 30.1 即 可 . 第 一 个 应 用 表明 Ss 是 U— 自 反 的 ， 这 是 因为 由 (20.15) 得 Ss 
ÆU- 自 肥 的 当 且 仅 当 p :5 一 End(aU) 是 同 构 . 第 二 个 应 用 表明 RU 是 R- 内 
射 的 ， 因 此 ， 由 于 每 个 单 左 R - 模 都 是 U - 无 扭 的 ， 从 而 RU 是 内 射 上 生成 子 ( 见 
(18.3) 和 (18.15)). 
(e)=>(f). 由 (30.2), 对 标量 乘法 


RU x Ss 一 RUs 


应 用 定理 30.1 便 可 得 到 此 证 明 . 

(f)=> (a). 根据 (30.3), 由 (F) 的 假设 可 推出 RUs 是 平衡 双 模 . 因此 由 (24.1) 和 
(24.8) 可 得 出 (a). 

(d)=>(g) 可 由 (30.1) 得 出 . 

(g)>(d). 假设 (g) 成 立 ， 则 有 


lr(U) = In(ru(0)) = 0 


和 

rs(U) = rs(lu(0)) = 0, 
因此 RU 和 Us 是 忠实 的 .如果 了 是 及 的 极 大 左 理想 ， 则 显然 ru(7) 是 Us 的 极 小 
FPH. IFEN I< RR, 易 证 

(R/T)* = rr- (I) S ru(I) 


( 见 (4.5)). 据 此 ,做 对 称 性 的 论证 可 知 xUs 一 对偶 把 单 模 变 成 单 模 . 口 
Artin 环 上 的 有 限 上 生成 内 射 上 生成 子 总 形 如 


RU © E(T,)™ © @ E(Tk)™, 


HP T, Tk 表示 一 切 单 左 R- 模 因此 ， 我 们 有 
推论 30.5 WR EH, 则 对 于 某 个 环 S, RFM 和 了 Ms 之 间 存 在 对 侦 当 且 仅 当 
R 是 左 Artin I, 并 且 每 个 单 左 已 模 的 内 射 包 都 是 有 限 生成 的 口 
下 面 我 们 考虑 一 些 有 自 对 偶 的 Artin 环 ， 即 它们 的 有 限 生 成 左 模范 畴 和 有 限 生 
成 右 模范 畴 之 间 存在 对 侦 . 同时 留 下 了 一 个 公开 问题 : 确定 哪 类 Artin 环 有 自 对 偶 . 


Artin È & 


B K EI 的 中 心 的 子 环 ， 因 此 RR 是 -代数 ， 从 而 左 模 M 是 RR-K- 双 
BL, mk = km. 这样， 如 果 C 是 K - 模 , 则 由 (4.4) 3} Homg(rM,C) € Mr. 类 似 
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地 ,给 了 Ne, 我 们 也 有 Homxk(Na,C) € RM. WMR K 是 Artin W, eR RARER 
的 ， 则 称 ROW K 上 的 Artin 代 数 . 在 此 情形 中 , R Je Artin 的 ， 且 RR- 模 是 有 限 生 
成 的 当 且 仅 当 它 作为 K - 模 也 是 有 限 生成 的 ， 而 且 RI Artin 代数 当 上 且 仅 当 CenR 
是 Artin 的 ， 且 已 作为 CenR - 模 是 有 限 生成 的 (练习 30.2). 当然 ,任意 交换 Artin 
环 都 是 Artin 代数 . 

30.6 命题 ik RÆ K 上 的 Artin 代数 ，C = E(K/J(K)) 是 天 上 的 极 小 上 生 
RTP, W D= Homk(-,0) 定义 了 RFM 和 FMa 之 间 的 对 偶 . 

证 明 由 于 K/J(K) 是 域 的 环 直 和 ， 从 而 有 


Soc C = S1 ®---@Sn, 


其 中 5; 是 不 同 的 单 K - 模 ， 而 且 对 于 某 个 极 大 理想 I:(i = 1,…,n), 有 S:S K/h 
从 而 对 于 i=1,…,n, 有 


Homx(Si,C) © Homx(K/Ii, K/K) ¥ Si, 


因此 由 (30.4(d) 和 (b)) 知 每 个 有 限 生成 K - 模 都 是 C 自 反 的 . 特别 地 , 对 于 一 切 有 
限 生成 的 RM 和 Np, 赋值 天 映射 om 和 on 是 同 构 . 因此 , 由 于 om 和 ow 事实 上 是 
RR 映射 ,从 而 有 DD = Larm 和 DD = lemy- a 


QF H 


下 面 我 们 着 重 考虑 使 得 RRR 对 偶 ( )* 定义 了 RAB A A 
成 右 模范 畴 之 间 的 对 偶 的 那些 环 . 由 824 的 结果 我 们 立即 可 得 这 样 的 环 一 定 是 左 自 
内 射 的 ， 右 自 内 射 的 ， 左 Artin 的 ， 右 Artin 的 ， 事 实 上 这 些 条 件 都 既是 充分 的 又 
是 必要 的 .满足 这 些 条 件 的 环 称 为 拟 Frobenius( 或 QF) 环 . Nakayama 于 1938 年 
给 出 了 QF 环 的 概念 ， 在 某 种 意义 下 QF 环 是 群 代数 的 极 小 范畴 的 推广 . 下面 的 定 
理 给 出 了 它们 的 基本 刻画 . 

30.7 定理 对 于 左 Artin 环 R, 下 列 条 件 等 价 : 

(a) R Æ QF 环 ; 

(b) R RERA H RATH 

(c) RR 或 者 Rr 是 上 生成 子 ; 

(d) 对 于 每 个 左 理想 1 < RR 和 每 个 右 理 想 KK < Rr, 有 


la(rR(D)= 1, rala(K)= K; 


(e) RRR- JH ( )* 定义 了 RFM 和 下 Ma 之 间 的 对 偶 . 
证 明 (a)<> (d)<s(e) 可 由 (30.4) 得 出 . 
(a)>(b) 是 显然 的 . 
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(b)(c). 设 e1,…,en 是 R HARES ICH EAR. 如 果 Re 是 内 射 的 ， 风 
1R,…,enR 一 定 是 Mr 中 两 两 不 同 构 的 不 可 分 解 内 射 模 . 由 于 它们 的 基 座 是 本 质 


的 ( 见 (28.8) 和 (28.5)), 从 而 它们 一 定 是 n 个 不 同 的 单 右 R- 模 的 内 射 包 . 


此 每 


个 单 右 R- 模 都 可 以 嵌入 到 Re 中 去 ， 由 (18.15) 得 Ra 是 上 生成 子 ， 反 之 ， 如 果 
Ra 是 上 生成 子 ， 则 由 (18.16) 得 Ra 一 定 有 直 和 项 同 构 于 n 个 不 可 分 解 的 内 射 右 


R- 模 ， 它 们 一 定 是 e1R,…,enR, 因此 Rr 是 内 射 的 . 


(c)>(e). HF (b)e(c), 从 而 如 果 RR 是 上 生成 子 ， 则 RR 满足 (30.4(e)), 
这 便 得 到 了 (e). HMR Ra 是 上 生成 子 ， 则 由 (25.2) 知 对 于 每 个 K < Re, 有 
TR(LR(K)) = K. 由 于 RIEZ Noether 的 , 从 而 R SEAT Artin 的 . 于 是 应 用 (30.4) 关 


于 右 Artin 环 的 内 容 便 可 得 到 (e). 
QF 环 的 一 些 其 它 刻画 可 以 由 (30.4) 得 出 , 
30.8 推论 i REE Artin 环 R, 下列 条 件 等 价 : 
(a) RR 是 QF 环 ; 
(b) 每 个 有 限 生 成 左 和 右 R-RE rRe 自 反 的 ; 
(c) 每 个 单 左 R- 模 和 单 右 R - 模 都 是 RRR 自 反 的 ; 
(d) RRR- 对 偶 ( ) 把 单 模 变 为 单 模 ; 
(e) 每 个 左 循环 尺 - 模 和 每 个 右 循环 R- 模 都 是 R- 无 扭 的 . 


o 


证 明 (a),(b),(c) 和 (d) 的 等 价 性 可 由 (30.7) 和 (30.4) 立即 得 出 , 考虑 (30.7(d)) 


和 (25.2), 我 们 有 (e) 等 价 于 (a). 


口 


利用 下 面 这 个 引 理 我 们 可 以 得 到 ， 如 果 R 是 左 自 内 射 或 右 内 射 的 左 Noether 


W, W REE QF 环 . 
30.9 引 理 WER RAN ASH, W 
(1) 对 于 每 对 左 理想 ,12 < RR, 有 rr(h Oh) = rr(h) + rerl); 
(2) 对 于 每 个 有 限 生成 右 理想 KK < Rr, 有 Ta(lR(K)) = K. 
证 明 (1) 正如 (2.16) 所 述 ， 对 于 hb < RR, 我 们 总 有 
rr(h) + rR(12) Sra(li oh). 


Ke errR(hoh), MAE 
ia, +a2+> age (a; € ii) 


定义 了 R- 同 态 
g:h+h—R, 


由 内 射 检验 引 理 可 得 存在 元 素 y & R 使 得 y 是 由 y 得 到 的 右 乘法 ， 又 对 于 一 切 


aa eh, 有 
aiy = pla, +0) = 0z = 0, 
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对 于 一 切 oz € 五 ,有 

a(x — y) = pla2) — plaz) = 0. 
因此 

r=y+r—-yer(h)+r(L). 

(2) 首先 我 们 证 明 当 > e REL, A ra(ia(z)) = zR, A RR 是 内 射 模 包含 
ZR G ra(lr(z)) 总 是 成 立 的 ( 见 (2.15)). 如 果 a € ra(La(z)), 则 由 于 由 rz = 0 可 推 
出 ra=0, 从 而 
9:rzmra(r € R) 
定义 了 R- 同 态 
0:Rr— Ra 


利用 内 射 性 可 得 6 是 由 某 个 ye R 得 到 的 右 乘 法 ， 因此， 
a=0(7)= zy € TR, 

rr(lr(a)) C&R. 现在 利用 (1) 和 (2.16), 如 果 
K=2R+---+2nR 


是 有 限 生 成 右 理想 ， 我 们 有 
rR(la(K)) = rr(lr(21R) NN la(znR)) 
= TR(LR(T1)) ++- +rr(lr(€n)) 
=t R+. -+n R= K 口 
30.10 定理 ”每 个 左 自 内 射 的 左 Noether 环 和 左 自 内 射 的 右 Noether 环 都 是 
QF S. 
证 明 假设 RR ENS, R RÆ Noether 环 或 是 右 Noether 环 ， 则 升 链条 
件 确保 了 R 有 本 原 宪 等 元 的 一 个 完全 集 e1,… ,cn((10.14) 和 (7.5)), 每 个 Res 都 是 
不 可 分 解 的 内 射 模 ， 因 此 它 的 同 构 于 eiRe; 的 自 同 态 环 是 局 部 的 (25.4). 从 而 ， 由 
(27.6) 知 R EPZA. BET = J(R), 由 理想 的 升 链 


la(J) < Ir(J?) < 
可 得 对 于 某 个 n> 0, 有 
In(J") = IR(Jn+I). 


由 (15.17(e)) 知 R/In(J") 的 右 基 座 是 la(J"*1)/la(J"). 如 果 R Æ Noether 的 ， 
则 由 引 理 30.9 知 R 在 主 右 理想 上 有 降 链条 件 . 因此 由 Ia(J”) = la(J"+!) 可 推出 
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R/la(J") = 0( 见 (28.8). 从 而 J" = RJ" = 0. 另 一 方面 , 如 果 R AA Noether 的 ， 
则 (30.9) 有 
J” =rr(la(J")) = rr(lR(J"™™)) = I 


这 样 , 由 引 理 15.13 得 J" = 0. AM R EFEK, Noether 的 , 因此 是 单 边 Artin 


的 . 再 由 (30.7) #1 RAE QF I. a 
练习 30 
L 证明， 如 果 RR 是 QF 环 ，e 是 它 的 基本 告 等 元 ， 则 下 列 条 件 等 价 : 
(a) RM 是 忠实 的 
(b) RM 是 上 生成 子 
(c) RM 是 生成 子 


(d) Re 同 构 于 RM 的 直 和 项 .特别 地 ， 每 个 忠实 R- 模 都 是 平衡 的 . 
2. Be RÆ K C Cen(R) 上 的 Artin 代数 . 证明: 
(1) aM 是 有 限 生成 的 当 且 仅 当 KM 是 有 限 生成 的 . 
(2) Cenk 是 Artin 的 , RR 在 CenR 上 是 有 限 生成 的 ， 
(3) R 是 不 可 分 解 的 当 且 仅 当 CenR 是 局 部 的 . 
(4) 如 果 我 们 用 Artin 代数 对 偶 D 代替 ( )*, 则 练习 (23.6) 仍然 是 成 立 的 . 
(5) MUR L = CenR, Cy = E(K/J(K)), C2 = E(L/J(L)), WAF Homx(-,01) 和 
Homu(..,C2) 在 LEM 上 是 同 构 ， 因 此 在 RFM 上 也 是 同 构 . | 提示 ， LÆ Artin K 代 
数 ， 求 证 : C2 X Hom,(L,C\)}. 
3. W I< eRe, M E RM， 
(1) 证 明 ， 如 果 IM = 0, 则 已 (ayrM) = rel). 
(2) 证 明 ， 如 果 RÆ Artin 环 ， 而 且 有 Morita 对 偶 ， 则 R/T 亦 然 . 
4. Schofield [85, pp. 215 — 218] 已 经 证 明了 存在 除 环 EE 和 它 的 子 除 环 F WH dim rE = 2, 
dim Er = 3, dim(Homr(Er, Fr)e) = 1. VER: 环 


GHA 


是 Artin 的 ， 它 上 的 一 切 不 可 分 解 左 和 右 内 射 模 都 是 有 限 生成 的 ， 但 已 没有 自 对 偶 ， | 提 
示 ， 见 练习 (24.9).] 


8 31. 内 射 的 投射 模 


本 节 我 们 给 出 Artin 环 上 内 射 的 投射 模 的 刻画 , 并且 讨论 OF 环 ，QF-3 环 ， 
QF-2 环 的 结构 . 
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内 射 模 和 投射 模 


首先 我 们 复习 来 自 825，827 和 828 的 结果 ， 这 些 结果 详 述 了 根 为 了 = JR) 的 
左 Artin 环 上 的 投射 模 结构 和 内 射 模 结构 ,由 于 五 是 半 完 备 环 ,根据 (27.10) EA 
本 原 短 等 元 的 基本 集 e1,…,en, 使 得 
Re,i,Ren 和 eR,…,enR 
分 别 是 不 可 分 解 投射 左 和 右 R- 模 的 完全 无 元 余 集 ， 单 左 R - 模 和 单 右 R -RIAA 
地 可 表示 为 


Rel/yet ,Fen/Jen 和 e:R/erJ,-++,enR/enJ. 
由 于 RESCH IR, 也 是 半 准 素 环 (28.8), 从 而 每 个 已- 模 都 有 本 质 基 座 (28.4(5)), 因 
此 不 可 分 解 的 内 射 R - 模 是 
E(Re1/Je1), +, E(Ren/ Jen) 和 E(e,R/e1J),---, E(enR/enJ). 

WHEL, h (27.11) 知 投射 左 (A) R - 模 都 是 若干 个 Rei(eiR) WHA. 由 于 R 是 左 
Noether 的 ， 从 而 根据 (25.6) 知 内 射 左 R- 模 是 若干 个 已 (Rei/yJei) 的 直 和 .R 上 内 
射 模 和 投射 模 的 这 些 分 解 在 很 强 的 意义 下 是 唯一 的 ( 见 (25.6), (28.14),§12). 

现在 假设 R 是 QF 环 , 则 Rei……Re。 一 定 是 以 某 种 顺序 排列 的 
B(Re1/Je1),…,E(Ren/Jen), 因此 我 们 有 

31.1 命题 QF 环 上 的 模 是 内 射 的 当 且 仅 当 它 是 投射 的 . 口 


内 射 的 投射 模 


下 面 我 们 探讨 不 可 分 解 的 投射 模 Re; 是 内 射 模 的 条 件 ， 为 此 我 们 引入 
31.2 引 理 RE BHR EWA, S= End(rE), f 是 使 得 rg(fR)=0 
WRR, WARAS 


6: Homr(-, REs) > Homyrs(fR®-, f E) 
是 同 构 ， 从 而 
fEX fROE 
是 {Ri 一 内 射 的 ， 而 且 存 在 自然 同 构 
S = End(sryfE). 


证 明 首先 ， 对 于 每 个 Ye Homa(R/RFR,E), 我 人 有 fR Im, = 0, 于 是 由 假 
设 知 7 = 0. 从 而 由 
0> RfR>R—>R/RÍR>0 
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Al E ROAST HE 
0—0 Homa(R, E) > Homr( RR, E) > 0 


是 正 合 的 ， 因 此 E= Home(R, BE) = Homr(RÍR, E). 现在 考虑 由 乘法 给 出 的 满 同 
态 Rf 8 fR > RIR, 其 核 为 K， 


0+ K +Rf @srp [R> RIR— 0, 
则 对 于 每 个 Dy (aif @ foi) € K 和 每 个 Ye Home(K, E), 我 们 有 
FRY (Saif @ fbi) = (F @ SRY aifb;) = 0. 


fH re(fR) = 0, 我 们 还 有 Homer(K, E) = 0 和 
Homr(RFR, E) = Homa((Rf @srz ÍR), E). 


因此 ， 
E % Hompr(R, E) 
= Homr((Rf ® fR), E) 
= Homgrys(fR,Home(Rf,E)) (由 (20.6) 得 ) 
= Homyry(fR, fE). 
从 而 对 于 每 个 AM, 有 
Homr(M,E) = Homr(M, Homyry(fR, fE)) 
= Homsrs(({[R® M), fE) (由 (20.6) 44) 
= Homsrs(fM, fE). 
现在 Homr(-, E) 是 正 合 的 ， 而 且 对 于 每 个 模 farN, 同 构 


NsJREe@Homyrar(fR N) 


是 自然 的 , 因此 HomyRj(-,fE) 在 fafM 上 是 正 合 的 , JE 是 fRf 内 射 的 ， 最 后 ， 
对 RB 应 用 自然 同 构 0, 我 们 得 到 


S X End(RE) © End(ynyfE). o 


作为 下 面 定理 的 一 个 推论 ， 我 们 说 任意 单 边 Artin 环 上 的 不 可 分 解 的 内 射 的 投 
射 左 模 和 不 可 分 解 的 内 射 的 投射 右 模 之 间 存 在 忠实 对 应 . 

31.3 定理 i RIE Artin 环 或 右 Artin H, J = J(R),e 是 R PHARRR 
元 ， 则 Re 是 内 射 的 当 且 仅 当 存在 本 原 窒 等 元 f E R, 使 得 


Soc Fes Rf/Tf, Soc fR& eR/ed. 
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证 明 (=). 假设 Re 是 内 射 的， 则 存在 本 原 蜂 等 元 f e RR 使 得 Re = F(T), 
T&RS/Jf. 下 证 
Wa(Re) = rre(fR) =0. 


假设 fr #0, W Rfr/Jfr = Rf /Jf 实 T, 因 此 由 内 射 检验 引 理 可 推出 frRe #0. 另 
AH, fT £0, 其 中 T= Soc(Re), 因此 rRe(fR) = 0. 现在 由 于 Re 是 内 射 的 ， 
而 且 rre(fR) = 0, 从 而 由 (31.2) 得 fj Re 是 fRf 内 射 的 ， 


eRe = End(Re) © End(jr/fRe). 


下 证 fT S f(Soc Re) 是 单 的 . ROAL < pref Re, MT < RL, PRU fT < fRL = L. 
从 而 fT = Soc(jRyfRe). 但 fT = fRf/fJf, 因此 


fRe = E(fFRF/fJf) 
是 FRA 上 的 有 限 上 生成 的 内 射 上 生成 子 ， 从 而 由 (30.2.1) 我 们 有 


Soc(f Reene) = Soc(farfRe) 
= Homsrs(fRf, Soc f Re) 
= Homsrs(fRF/fIF, f Re), 


由 (30.2.2) 知 Soc(f Recre) 是 单 的 ， 现 在 由 于 1rR(Re) = 0, 从 而 fR 中 没有 被 e% 
化 的 极 小 右 理想 ， 因 此 由 (Soc fR)e < Soc(f Recne), 我 们 有 Soc fR eR/ed. 
(=). 反之 , 假设 e 和 f ERREG, H 


T = Soc Res Rf/Jf, S= Soc fR% eR/eJ, 
IHF SZ lyn(Re), T Z rre(f R), 从 而 有 
UR(Re) = 0 = rre(f R). 
而 且 易 证 fT 和 Se 分别 是 pryf Re 和 f Recre 的 唯一 极 小 子 模 ， 因 此 有 
Soc(sRsf Re) = [Te = fSe = Soc(f ReeRe), 
并 且 它 们 都 是 单 的 ， 这 样 ， 由 
Homsry(fRF/FIf, f Re) = Homsrs(f Rf, fSe) 


可 得 单 模 的 pryf Rere 对 偶 仍 是 单 的 . 现在 由 于 R 是 左 Artin 的 或 右 Artin AY, JA 
而 或 者 prf RRA Recre 有 合成 列 ， 因 此 我 们 对 由 R 中 的 乘法 得 到 的 非 退 化 双 线 
性 映射 


ÍR x Re — prg f Reere 
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应 用 (30.1), 可 得 pref Re 是 内 射 的 (也 可 见 (16.13) 和 (18.3)), 而 且 经 p(re) : fr = 
fare, ÆR E (fl eRe 上 一 样 ) 有 


Re = Homsrg(fR, f Re). 
利用 (20.6), 我 们 有 函 子 的 自然 同 构 


五 omR(-,Re) ¥ Homa(-, Homyrs(f R, f Re)) 
= Homyry((fR®-_), f Re). 


Rill, fRe 是 SR 内 射 的 ，j 忆 是 已 投射 的 , 因此 Homp(_, Re) 是 正 合 的 ，Re an 
射 的 (正如 练习 (20.8.1)). 

下 面 推论 的 条 件 是 QF 环 的 Nakayama 定义 条 件 , 那里 的 置换 o 称 为 nid 
置换 . 

31.4 推论 RIA Artin, J= J(R), 而 且 尺 有 宕 等 元 的 基本 集 ec，,en， 
WW R dé QF 环 当 且 仅 当 存在 {1,…,n} 的 置换 o, 使 得 对 于 i=1,…,n, 有 


Soc Re; Reo(i)/Jeo(), Soc eo R eiR/eil. 


QF-3 环 


称 忠实 左 (或 右 )R- 模 U 是 极 小 的 忠实 模 , 如 果 它 同 构 于 每 个 忠实 左 (RER 
- 模 的 直 和 项 例如， 如 果 e 是 QF I R MERER, 则 Re = E(Re/Je) 是 极 
小 的 忠实 模 ， 即 Re 是 忠实 的 ， 而且 是 每 个 忠实 左 R- 模 的 直 和 项 (练习 (30.1)). 
R.M.Thrall 首先 给 出 了 有 限 维 代数 有 极 小 的 忠实 模 。 [Tachikawa, 73] 中 有 许多 更 一 
般 的 好 例子 ， 它 还 包括 由 Colby 和 Rutter 给 出 的 极 小 忠实 模 的 下 列 菇 本 刻画 . 

31.5 定理 设 RU RA R-B. 如 果 rU 是 极 小 忠实 模 ， 则 RU 既是 投射 的 又 
是 内 射 的 ， 而 且 存在 R 中 正 交 的 本 原 短 等 元 的 和 e = el ++ + er 以 及 


U = Re; ©--- @ Rer = Re 


使 得 
Re: = E(T;), (i=1,...,k). 


其 中 Tio, Te 是 RR 中 极 小 左 理想 的 表示 的 无 元 余 集 ， 反之， 如 果 T, Te 是 两 
两 不 同 构 的 单 模 ， 


U = E(T; ® --- ® Tk) = E(T;) @--- ® E(T:) 


是 忠实 的 投射 模 ， 则 RU BBB R- 模 . 
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证 明 假设 RU 是 极 小 的 忠实 左 R-B, WU 一 定 同 构 于 正则 模 RR 的 直 和 
项 ， 因 此 存在 赛 等 元 es RR 使 得 U S Re. {U 也 一 定 同 构 于 (忠实 的 ) 极 小 上 生成 
F Co = Ores, E(T) 的 直 和 项 (I (18.16)). 由 于 U = Re 是 循环 的 ， 从 而 U 在 Co 
中 的 任意 媒 入 的 象 一 定 包含 在 E(T)(T € So) 的 有 限 直 和 中 . 因此 , 存在 单 左 R- 模 
的 有 限 无 元 余 集 (Te)eeF 使 得 U 同 构 于 OrE(T,) 的 直 和 项 . 但 ( 见 (25.5)) 在 To 
中 一 定 存在 Ti, Te 使 得 


U | E(T,) ®--- ® E(Tk) % Re, 


我 们 把 e 看 作 本 原 正 交 短 等 元 的 和 e = e +--+ + ex, 其 中 Rei = E(T;)(i = 1,-+-,k), 
由 于 每 个 极 小 左 理 想 一 定 可 以 嵌入 到 忠实 模 中 ， 从 而 Ti, Te 是 RR 中 极 小 左 理想 
的 表示 的 无 元 余 集 . 

KZ, 如果 T, Ts 是 两 两 不 同 构 的 单 模 , 使 得 对 于 i = 1,…,k，E(Ti) 是 投 
射 的 ， 由 于 忠实 模 上 生成 一 切 投射 模 ( 见 练习 (17.6)), 所 以 ， 如 果 RM 是 忠实 的 ， 
则 存在 单 同 态 ( 即 核 不 包含 T 的 映射 ) 


0 一 ~ E(T)—E-M (i=1,..,k). 


因为 T 是 两 两 不 同 构 的 单 模 , 从 而 y (T) yT) 一 定 是 无 关 的 , 随 之 (I (6.24)) 
它们 的 本 质 扩 张 Imn, -Imya 也 是 无 关 的 . 所 以 ， 内 射 模 ET @ … @ Th) & 
Imy +++ +I, 同 构 于 M 的 直 和 项 . D 

称 环 已 是 E ( 右 )QF-3 环 , 如 果 它 有 极 小 忠实 左 ( 右 )R - 模 ， 称 环 为 CQF-3 
环 ， 如 果 它 既是 左 QF-3 环 又 是 有 QF-3 环 ， 从 而 每 个 QF 环 都 是 QF-3 环 . 

下 面 我 们 给 出 单 边 Artin QF-3 环 的 一 些 刻画 . 特别 地 ， 我 们 将 看 到 两 个 极 小 
条 件 中 任 一 个 成 立时 ，“ 左 QF--3 ”和 “ 右 QF-3 ”是 等 价 的 .然而 我 们 要 注意 不 
同 于 QF 的 情形 ， 存 在 不 是 右 Artin 环 的 左 Artin QF—3 环 ( 见 练习 (31.2)). 

31.6 定理 ”对 于 左 Artin I R, 下 列 条 件 等 价 : 

(a) R EE (A)QF-3 环 ; 

(b) R 有 忠实 内 射 的 左 ( 右 ) 理想 ; 

(c) RR 有 忠实 内 射 的 投射 左 ( 右 ) 模 ; 

(d) E(rR)(E(Rr)) 是 投射 的 . 

WA, 如 果 RE QF-3 环 ， 则 极 小 忠实 R- 模 形 如 


Re = Rel @:…@ Rek, fR=f\RO--- Of R, 
EH eset teM f= 岂 十 … 十 凡是 正 交 的 本 原 短 等 元 的 和 使 得 


Soc Rei = Rfi/Jfi, Soc fiR S eR/eJ (j=1,..,k), 
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而 且 这 些 单 模 都 是 极 小 左 和 右 理想 的 表示 的 无 元 余 集 . 

证 明 (a)>(b) 是 引 理 31.5 的 推论 . 

(b)=>(c) 是 显然 的 . 

(c)=> (d). 由 (o) 的 假设 可 推出 R 是 由 内 射 的 投射 左 ( 右 ) EQ 上 生成 的 (OL 
(8.22)), 即 对 于 某 个 集合 A, 存在 左 A)R- 单 同 态 


0 一 下 一 Q4. 


在 左边 的 情形 中 ,由 于 RR 是 有 限 上 生成 的 ， 从 而 我 们 可 以 设 4 是 有 限 的 . 在 右边 
的 情形 中 ， 投 射 右 R- 模 的 直 和 是 投射 的 (28.9). 从 而 在 任意 情形 下 ， 正 则 模 忆 都 
可 嵌入 到 内 射 的 投射 模 中 ， 因 此 它 的 内 射 包 是 投射 的 

(d)=(a). 如 果 (d) 成 立 ， 则 (eR) 是 单 模 的 内 射 包 的 直 和 ， 因 此 选择 每 个 同 
构 类 中 的 一 个 , 我 们 可 以 找到 两 两 不 同 构 的 单 模 也 ,…, Th 使 得 ET -0 Th) 是 
投射 的 ， 而 且 它 有 与 B(RR) 相同 的 零 化 子 ， 即 零 ， 从 而 应 用 引 理 31.5 即 可 .右边 
的 证 明和 左边 完全 类 似 . 

MF R JEZ QF—3 环 , 极 小 忠实 模 Re = Rei D- -© Rex 如 (31.5) PANE, 则 从 
忌 的 本 原 宕 等 元 的 基本 集中 ， 我 们 可 以 选择 fs fi 使 得 Rfi/Jfi = Soc Reili = 
Lek). NR f = fit + fe, W PR = fi RO---@ fR EAH, H (31.3) 可 得 
Soc fiR S eR/ed (i =1,---,k), 而 且 它 们 中 的 任意 两 个 都 不 同 构 ， 由 (31.5) 得 由 
于 每 个 极 小 左 理想 都 同 构 于 Soc(Rei) = Rf/Jfi 中 的 一 个 ， 从 而 j 玉 是 忠实 的 ， 这 
是 因为 rR(fR) 不 包含 极 小 左 理想 ， 现 在 再 由 (31.5) 可 得 SR 是 极 小 忠实 右 理想 . 
这 便 证 明了 最 后 的 陈述 ， 由 (a) 的 左边 内 容 可 推出 右边 内 容 ， 类 似 地 由 (a) 
内 容 可 推出 左边 内 容 . 


QF 一 2 环 


MARAT Artin 环 是 QF—2 环 ， 如 果 它 的 每 个 不 可 分 解 投射 左 模 和 不 可 分 解 
投射 右 模 都 有 单 基 座 .显然 , QF 环 是 QF—2 环 (31.4). Thal 已 经 证 明了 有 限 维 
QF-2 代数 是 QF — 3 代数 ， (31.3) 使 我 们 把 它 扩 展 到 Artin 的 情形 . 

31.7 定理 每 个 左 或 右 Artin QF — 2 ALE QF - 3 环 . 

证 明 i J= J(R), 对 于 每 个 RM, 如 果 I'M = 0,.JLM #0, BM L(M) = 
设 T 了 是 及 的 极 小 左 理 想 , 则 存在 本 原 左 理想 Re 使 得 L(Re) 关于 Soc Re S T 是 极 
大 的 . 如 果 e 是 R PAYER ARE IC, WRIA (Soc Re)- Je’ = 0, 这 是 因为 否 
W, th Je! 中 的 某 个 元 素 得 到 的 右 乘法 将 给 出 从 Re 到 Je’ 的 单 同 态 ， 这 与 L(Re) 
的 极 大 性 矛盾 .因此 


Soc Re C tn(J) = Soc(Rr). 
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现在 设 了 是 RISA HTC, E Soc Re= Rf/Jf, WA 


0# fF (Soc Re) C f(Soc (Re))e = (Soc f Rye, 


由 于 (Soc fR)e 是 单 的 ， 从 而 有 SocfR = eR/eJ. 因此 ,由 (31.3) Re 是 内 射 的 ， 


再 应 用 (31.6) 即 可 . 


口 


从 (31.7),(31.5) 和 (31.4) 我 们 立即 可 得 


31.8 推论 ”对 于 左 或 右 Artin 环 
(a) 已 是 QF 环 ; 


R, 下 列 条 件 等 价 : 


(b) RR 是 QF 一 2 环 ,Soc(RR)= Soc(Ra); 


(c) RR 是 QF -2 环 ， 而 且 每 个 单 
证 明 练习 (31.4). 


E R- RB MT VRB) R PE. 


QF 环 的 Faith-Walker 刻画 


我 们 用 一 个 定理 来 结束 本 节 ， 此 
aR. 


ee ARE BLN OT At BH TQ 


31.9 定理 ”对 于 环 R, 下 列 条 件 等 价 : 


(a) R dé QF 环 ; 


(b) 每 个 投射 左 R - 模 都 是 内 射 的 ; 
(c) 每 个 内 射 左 R - 模 都 是 投射 的 
证 明 由 (31.1) 可 得 (a) > (b) 和 (a) > (©). 


(b)=>(a). 假设 对 于 某 个 无 限 集 n 
在 零 化 子 左 (A) 理想 上 有 升 ( 降 ) 链 . 
因此 R 是 左 完备 环 (28.4(e)). 从 而 正 


RAY 是 内 射 的 ， 由 (25.1) 和 先前 的 讨论 得 忆 
由 (30.9) 知 每 个 主 右 理想 是 零 化 子 右 理想 ， 
如 (30.10) 的 证 明 ,及 是 半 准 素 环 ， 现在 如 果 


ert en Æ R REICH IEAM, W Rei, Ren 一 定 是 m 个 不 同 的 单 R- 模 的 
内 射 包 ， 而 且 我 们 知道 rR 是 上 生成 子 (18.15). 但 由 (25.2) 知 每 个 左 理想 都 是 零 化 


子 左 理 想 ， 因 此 左 内 射 环 及 是 左 Noe 


ther 的 ， 从 而 由 (30.10) 得 R Æ QF 环 . 


(c)=>(a). 假设 一 切 内 射 左 R- 模 都 是 投射 的 ， 则 它们 一 定 同 构 于 自由 模 的 直 和 
项 , 而 且 每 个 左 R- 模 都 可 以 插入 到 若干 个 已 的 下 和 中 . 从 而 , 由 (26.3) R BAL 
Noether 的 ， 而 且 通 过 考虑 RO) 中 项 上 的 投射 模 , 我 们 可 得 每 个 单 左 R- 模 都 同 构 
于 极 小 左 理想 . 由 于 模 的 两 两 不 同 构 的 单子 模 的 任意 集 族 都 是 无 关 的 , 而 且 REE 
Noether 的 , 从 而 可 得 R 只 有 有 限 多 个 单 模 的 同 构 类 . BT,- Tn 表示 来 自 于 每 个 


这 些 类 的 一 个 代表 , 则 由 假设 得 两 两 不 
投射 的 . 它们 的 自 同 态 环 是 局 部 的 (25 
不 同 构 的 ) 单 模 的 投射 盖 . 这 样 , 设 E( 


同 构 的 不 可 分 解 的 内 射 模 ET), En) 是 
.4), 因此 由 (17.20) 知 它们 是 (由 (17.8) 得 两 两 
Ti)@.…@E(T,), 可 以 看 出 投射 模 妃 映射 到 每 
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AT Ta 上, 因此 马 一 定 是 生成 子 (17.10). 所 以 , 我 人 RSR = E™(17.6), R 
是 QF 环 . a 
练 习 31 


1， 证 明 ， 如 果 R SEZ Artin QF 一 3 环 ， 则 Soc(Ra) 是 单 模 的 有 限 直 和 -. 
2， 证 明 ， 如 果 C 是 除 环 D 的 子 除 环 使 得 cD 有 有 限 维 数 ， 但 Dc 没有 有 限 维 数 ， 则 矩阵 环 


是 左 Artin QF — 3 环 但 不 是 右 Artin 环 . 
3. 证 明 ， 任 意 除 环 上 形 如 


a 0 00 
u b00 
v 060 
wz yc 


的 矩阵 环 是 QF 一 3 环 但 不 是 QF — 2 环 . 
4. (1) 证 明 ， 如 果 R 是 左 或 右 Artin QF 一 3 环 ，e 是 RR 的 本 原 知 等 元 ， 则 Re 是 内 射 的 当 
且 仅 当 Soc Re C Soc(Rr). 
(2) 证 明 推论 31.8. 
5， 称 QF 环 是 Frobenius, MUR Soc(RR) 兰 _RR/ 证 明 ， 
(1) Artin 环 民 是 Frobenius HHAH Soc(rR)& RR/ Soc(Rr) ¥ R/ Jr. 
(2) 每 个 QF 环 的 基本 环 都 是 Frobenius 环 . 
(3) 如 果 R 是 域 K 上 的 有 限 维 代数 ， 下 列 条 件 等 价 : 
(a) RR 是 Frobenius 环 ; 
(b) 存在 同 构 p :a R> Homx(Ra, K); 
(c) 存在 非 退 化 的 尺 平衡 的 天 双 线性 映射 9: Rx R KR: E Olr, s) = (p(s))(n)]; 
(d) Rr © Homx(rk, K). 
6. 称 QF 环 R 是 弱 对 称 的 ， 如 果 对 于 R 中 的 一 切 (本 原 ) 短 等 元 e, 有 SocRe s Re/Je. 证 
明 ， 
(1) 如 果 RSE Artin 的 ， 则 下 列 等 价 ， 
(a) R 是 弱 对 称 环 ; 
(b) 对 于 R 中 的 一 切 本 原 寡 等 元 e, 有 Soc Re 兰 Re/Je, Soc eR % eR; 
(c) 对 于 R 中 一 切 本 原 敌 等 元 e, 有 Homa(Re/Je,R) = eR/eJ,Homr(eR/eJ, R) % 
Re/Je. 
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(2) RK 上 形 如 


ooe 
eoroo 
ek oOo 


y 
b 
0 
0 0 
的 和 矩阵 代数 是 Frobenius 环 但 不 是 弱 对 称 的 . 
7， 称 域 Kk 上 的 有 限 维 代数 RR 是 对 称 代数 ， 如 果 存 在 双 模 同 构 p : RRa 一 Homx(R,K). 证 
明 ， 
(1) 下 列 等 价 ， 
(a) RR 是 对 称 代数 ; 
(b) KF Homr(-, R) 和 Homxk( ,K) : RFM > FMr 是 同 构 ; 
(c) 存在 非 退 化 的 R 平衡 对 称 ( 即 9(7, 8) = 9(s,7)(7,s € R)) 的 K 双 线 性 映射 6 : Rx RR 一 
K. 
(2) 如 果 G 是 有 限 群 ， 则 经 过 9 : (E asg, X bog) + E agb,-1, 群 代数 KG 是 对 称 的 . 
8. BR 是 双边 QF-3 环 (没有 链条 件 )， 极 小 忠实 模 Re = Rear @...@ Rem 和 fR = 
ARG...@ feR M (31.5) PAE. WEM: 
(1) k = m, 而 且 重 新 编号 fir, fm 使 得 Soc Rei = Rfi/J fi, Soc fiR = eRe. [提示 
由 (25.4) 和 (17.20) 得 Je: 是 极 大 的 .] 
(2)7Rrf Reene 定义 了 使 得 Re 和 fR 是 自 反 的 Morita 对 侦 . 
9， 假 设 尺 是 左 Artin I, OA f = f? € R. BR E = E(Rf/J(R)). 证 明 ， 
(1) Wr(E)=0, re(fR) = 0. 
(2) pry SE 是 上 生成 子 . 
(3) 设 D(E) 表示 RM 的 完全 子 范畴 , 它 的 对 象 是 模 M 使 得 存在 集合 X MY 以 及 正 合 列 
0 一 M 一 BC — BO, 
证 明 ， 如 果 H = Homyrs(fR, -),T = (JRR), WE 
T:D(BE) 一 rarM 和 也 :JarM 一 DBP)， 
它们 定义 了 范畴 等 价 ， 即 ToH = lyasM, HoT ~ 1p) (比较 练习 20.18). 提示 ， 由 (20.11) 
可 得 函 子 的 第 一 个 同 构 ， 第 二 个 同 构 可 利用 (31.2) 和 五 项 引 理 .] 


832. 列 环 


除了 半 单 环 ， 列 环 也 为 环 的 结构 和 它 的 模范 畴 之 间 的 关系 提供 了 最 好 的 说 明 . 
列 环 是 有 限 模 (或 表示 ) 类 型 的 环 的 最 早 的 例子 之 一 50 年 前 由 Naayama 引入 的 
列 环 是 Artin 环 的 表示 理论 和 有 限 维 代数 的 基本 内 容 . 
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Loewy 列 模 和 单列 模 
对 于 半 准 素 环 及 上 的 每 个 模 aM 4 0, 都 存在 最 小 的 正 整数 使 得 TOM = 0. 

正 整数 上 称 为 M 的 Loewy KÆ, 记 作 L(M) = ¢ (如 果 M=0, 则 L(M)=0).M 的 
Loewy 列 或 根 列 是 

M>JM>--->J°=0. 
M 的 下 Loewy 列 是 

0<rw(J) <.…< rar(J =M. 
BS? = R, 我 们 说 对 于 每 个 k= 1 ,4， 
Jk M/JKM 
是 M 的 第 上 个 上 Loewy BF, 
rag(J*)/ra (JE?) 


是 M WY B k SB Loewy AF. 每 个 这 样 的 因子 都 是 半 单 的 ， 而 且 是 非 零 的 (除非 
M EE) 所 有 这 些 概念 对 于 右 模 也 有 类 似 的 定义 ， 另 外 ， 我 们 注意 到 


ru(J*)/ra(J*") = Soc(M/rm(J*®-")) (k= 1,...,0), 


因此 我 们 通常 记 
SockM =ry(J*), 


并 且 称 这 个 下 Loewy 列 为 基 座 列 . 

称 模 是 单列 模 ， 如 果 它 的 子 模 格 是 有 限 链 ， 即 任意 两 个 子 模 都 可 以 比较 从 而 
单 模 和 Zon (p 为 素数 ) 是 单列 模 . 

32.1 引 理 对 于 半 准 素 环 R LHR M 关 0, 下 列 条 件 等 价 : 

(a) M 是 单列 模 ; 

(b) M 有 唯一 的 合成 列 ; 

(c) 上 Loewy 列 

M>JM>--->J‘M=0 


是 合成 列 ; 
(a) 下 Loewy 列 


0< SocM < Soc?M <--- < Sof M =M 


是 M 的 合成 列 . 
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证 明 (a) 今 (b) 是 显然 的 . 

(a)=>(c) 和 (a)>(d). 任意 非 单 的 Loewy 因子 都 将 产生 不 可 比较 的 子 模 . 

(d) (a). HL < M, 关于 SockM < L, W k ERKKI, W LN Sort M < 
Sot M, 于 是 由 题 设 得 LN Sotti M = Soc M, if 


L/Soc M N Soc(M/Soc*M) = 0. 


因此 ， 由 于 RB AAS RAR RAY, AM L = Sock M, 这 便 得 到 了 (a). 
(c)=>(a) 是 (d) = (a) 的 对 偶 . 口 


列 环 的 刻画 


称 Artin 环 是 Æ ( 右 ) 列 环 ， 如 果 它 的 每 个 左 (A) 不 可 分 解 投射 模 都 是 单列 
模 . Al, RÆ (双边 ) 列 环 EADM REPEK, H RR 和 Ra 是 单列 模 的 直 
Al. 

32.2 定理 ”对 于 左 Artin 3 R, J = J(R), 下 列 条 件 等 价 ， 

(a) RAF; 

(b) 已 的 每 个 商 环 都 是 QF 一 2 环 ; 

(c) 已 的 每 个 商 环 都 是 QF-3 环 ; 

(d) R/J? 是 列 环 . 

证 明 (a)>(b). MRI < RRR，e1,…,en 是 的 竹 等 元 的 完全 正 交 集 ， 则 


R/I = Rel/Tel @ :+ ® Ren/Ien. 


从 而 ， 列 环 的 商 环 是 列 环 ， 因 此 是 QF- 环 . 

(b)=(c) 可 由 (31.7) 得 到 . 

(c)> (d). 假设 J? = 0, RI QF-3 HK. MUR f HE ROAR J £0, 
则 Rf/Jf 同 构 于 极 小 左 理想 ， 这 是 因为 J < Soc(RR). 但 fR 是 内 射 的 (31.6), Al 
此 fJ = Soc fR 是 单 的 ， 从 而 RR 是 右 列 环 ， 类 似 可 证 ,RR 是 左 列 环 . 

(d) 沪 (a)， 归 纳 假设 对 于 大 > 1, J*ei;/J*tle; 是 单 的 ， 于 是 存在 投射 盖 


Re; 一 Jee; +0, 


这 样 就 有 Jej/J ej X Jk+lei/Jk+2ei, 除非 J*+lei/J*+?ei 为 0. 口 
下 个 结果 根据 左 模 刻 画 了 列 环 ， 并 且 描述 了 列 环 的 左 模 和 右 模 . 
32.3 定理 WR RÆZ Artin 环 ， 则 下 列 等 价 : 
(a) 已 是 列 环 ; 
(b) 每 个 左 R - 模 都 是 单列 模 的 直 和 ; 
(c) 每 个 有 限 生成 的 不 可 分 解 的 左 R - 模 都 是 单列 模 ; 
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(d) 每 个 单 左 R - 模 的 投射 盖 和 内 射 包 都 是 单列 模 . 

证 明 (a)=>(b). 设 了 = J(R),£ = L(R), WA Jf = 0,55 40. MRe ERA 
使 得 Je ZO ARETE, Wh F RE QF-3 HK, 从 而 由 (31.6) 得 Re BAM 
的 ， 现 在 假设 M 是 左 R- 模 ， 而 O 是 使 得 e 是 R 中 本 原 等 等 元 的 Rer 的 集合 ， 
Jiez 关 0,zeM. Hi E E E 的 极 大 无 关于 集 的 和 (一 定 是 直 和 ), 则 由 于 经 与 > 
HR, ET Rer ~ Re, 从 而 已 是 内 射 的 ， 我 们 有 M = 已 B@ M', 其 中 已 是 列 模 的 直 
Al. X JIM = 0, 这 是 因为 如 不 然 ， 某 个 Rer e 2 将 包含 在 M' 中 ， 这 与 极 大 性 
矛盾 ， 从而， M' 是 R/ J R. 再 对 LCR) 应 用 归纳 法 即 可 . 

(b)=>(c) 是 显然 的 . 

(c)>(d). WR Sock E/Sock™ E 不 是 单 的 ， 则 巨 包含 了 不 是 单列 模 的 有 限 生 
成 子 模 ， 单 模 的 内 射 包 的 每 个 子 模 都 是 不 可 分 解 的 . 

(d)=(a). HYD (30.3) 得 如 果 S 是 单 左 R- BM, E= E(S), 则 由 于 JS = 0, 
从 而 R/J? E S 的 内 射 包 是 re(J2) = Soc? E, 当然 R/J? 上 的 投射 模 是 R 上 投射 模 
的 商 模 ， 因 此 由 (32.2(d)), 我 们 可 以 假设 J? = 0. 设 / 是 RR 中 的 本 原 短 等 元 ,如果 
fJ = 0, 显然 JR 是 单列 模 . 如 果 SI A0, 则 本 包含 Rf/Jf 的 同 构象 ， 因 此 存在 从 
J BE = E(Rf/Jf) 的 非 零 映 射 ， 此 映射 一 定 是 由 E 中 的 元 素 得 到 的 乘法 (18.3). 
从 而 在 此 情形 下 ， JE #0, 所 以 c(E) = 2. 如 果 B/JE = Re/Je, BA E = Re. 由 
(31.3) 得 /RR 是 内 射 的 ，Socf R= fJ ~eR/eJ, REAR. 口 


Kupisch 列 
设 R EII, erren 是 本 原告 等 元 的 基本 集 ，J = JR). 对 于 每 个 = 


leun & 


Si = Rei/Jes, Ti= eR/eil. 


这 样 ，51,…,Sn AMT ++, Tn 分 别 是 单 左 R - 模 和 单 右 R- 模 的 完全 无 元 余 集 . R 
的 ( 右 ) 箭 图 是 有 向 图 .2(B), 其 中 顶点 集 为 {e1, ez2,…,en}, 射 为 ei > ej 当 且 仅 当 
eiJei Z PORES (32.14) 关于 Artin 环 的 第 图 ). 等 价 地 有 
ei 一 6 在 .2(B) 中 HAIK Jej/J?ej = Sı 
4AM e:J/eiJ? ST 
当 且 仅 当 Rei 一 Je; + 0 是 投射 盖 
HHAH ejR eJ 一 0 是 投射 盖 . 
由 (27.8) 知己 是 不 可 分 解 的 当 且 仅 当 名 (RR) 作为 无 向 图 是 连通 的 ( 即 忽略 方向 QR) 
是 拓扑 连通 的 ). 现在 由 于 RR 是 列 环 ， 从 而 对 于 一 切 i= 1,…,n, M Je: Al eiJ 有 形 
如 Re; 和 eiR 的 唯一 投射 盖 , 因此 就 2(R) 中 任意 一 个 顶点 来 说 ,至 多 有 一 个 以 它 
为 终点 (定点 ) 的 第 向 ， 即 


ei> ejer 和 ei ej —> ek 
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都 不 在 Q(R) H. 于是， 如果 已 也 是 不 可 分 解 的 ， 则 Q(R) 是 连通 的 ， 从 而 2R) 
或 者 是 长 度 为 ”的 单一 有 向 图 或 者 是 长 度 为 n 的 单一 循环 ， 即 
32.4 定理 ”如果 尽 是 不 可 分 解 的 列 环 ， J = JR), 则 短 等 元 的 基本 集 可 以 编 
号 ,使 得 中 中 的 箭 图 2(R) 或 者 是 
el 一 ez 一 … 一 en， 或 者 是 


e 
A Ti 
en ez 


| 


e3 


因此 如 果 Je: + 0, 则 存在 投射 盖 


Rei-ı > Je; >0 (i=2,.…,n) 


Ren 一 Je, > 0. o 


定理 32.4 中 的 不 可 分 解 投射 模 Re1,…, Ren 称 为 R HJ Kupisch 列 . 我 们 注意 ， 
除了 当 Jer 0 时 ，{1,…,n} 的 循环 置换 外 , 它 是 唯一 的 . 而且, 如 果 ci = c(Rei)， 
则 有 


Jei Reiwi/J le (i =2,+-+,n), 


如 果 Jer #0, W 
Je Ren/J™-!en. 


从 而 我 们 一 定 有 
2< 和 c<c-i+lG=2…,n 和 cl<cn+l. 

编号 c1,… ,cn 形成 了 所 谓 的 R 的 容许 序列 ， 而 且 满 足 上 述 不 等 式 的 任意 序列 
cL…,Cn 称 为 容许 序列 . 我们 也 将 看 到 每 个 这 样 的 序列 都 是 某 个 列 环 的 容许 序列 . 

如 果 k E Z, 我 们 设 内 表示 大 模 ”的 最 小 剩余 类 ， 下 面 的 引 理 是 Kupish 列 的 
一 个 推论 ， 它 是 本 节 许 多 剩余 结果 的 关键 . 

32.5 引 理 设 尺 是 不 可 分 解 的 列 环 ，Rel,… ,Ren 是 Kupish 列 , J = J(R), W 
存在 

ai-lEeei-lJei (=2 mn) 和 an € enJei 

使 得 对 于 任意 上 > 0 和 任意 ie {1,…,n}, 有 


Jte; = Raf_ 有 …af-aat- 和 eiJ*= Qialitl] i Giy- R- 
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证 明 由 (32.4) 知 ， 存 在 投射 盖 Rei 一 Je 一 0 (i = 2,---,n), 而 且 如 
果 Je #0, 则 有 投射 盖 Ren 一 Jer 一 0。 e1,…,en 关于 这 些 满 同 态 的 象 是 元 素 
aii € ei1Je\J?, (i = 2,---,n), an € enJer\J?(Jex #0), an = 0(Jel = 0). 于 是 知 
对 于 大 = 1 结论 是 成 立 的 .如果 k> 1, 归纳 假设 对 于 大 一 1 的 结论 成 立 ， 我 们 有 


Tee, = J Raya) 
n 
= (X I 'ej)ai- 
E 


= Jey yay 


= Rag—x) ` ` + 4:2) 44-1] 


对 eiJ* 的 证 明 完全 类 似 可 得 . 口 
从 引 理 32.5 我 们 立即 可 得 ， 如 果 RÆ, Rei,- , Ren 是 Kupisch 列 ，ci = 
c(Rei)(i =1,…,n), 则 有 


Jrei = Rey—1y/J**ex_ny (J*ei@#0), 
而 且 Rei 的 合成 因子 是 
Si, Senay Si Sns Sn—ay tt S152 Steep 4a] 
类 似 地 ， 如 果 di = c(e:R) (i = 1,…,n), WA 
eiJ" ~ eyy Retin J” (eiJ* #0), 
而 且 eiR 的 合成 因子 是 
1 


在 特殊 的 情形 下 ， 上 述 信息 可 由 图 表 很 好 地 表示 . 例如 ,如 果 已 的 容许 序列 是 
cl = 4,c2 二 5,c3 = 5, 则 Rei, Reo, Res 的 结构 和 elR,e2zR,esR 的 结构 可 分 别 由 下 图 
表示 : 


一 
CE w— 
No 
C—O- 

. o—n— nun 

ww 
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内 H 


现在 我 们 可 以 相对 容易 地 区 别 列 环 上 的 不 可 分 解 内 射 模 , 因此 也 可 以 区 别 列 环 
上 的 一 切 内 射 模 每 个 列 环 都 是 QF--3 环 ， 从 而 根据 内 射 模 的 此 刻画 ,我 们 也 可 以 
刻画 它们 的 极 小 忠实 模 . 
H R IIR, Rei, -, Ren 是 Kupisch 列 ，c1,…,cn 是 容许 序列 ， 对 于 每 个 i 
设 
S$; = Rei/Jer. 
nM 是 不 可 分 解 的 . 由 (32.3) 得 M 是 单列 模 ， 因 此 对 于 某 个 唯一 的 i, M 有 投 
StH Rei M 一 0. 从而， 如 果 (M) = m, W m < ci, 而 且 有 
M & Rei/Jmei. 
因此 由 5; = Rei/Jei 可 得 M 的 合成 因子 是 
M/JM % Si, Sti- Si-maay & SocM. 
另 一 方面 ， 如 果 SocM ~ Sk, 则 由 (1) 可 得 M 的 合成 因子 是 
SocM = Sk, Sikri >s Stkt+m—1 = M/ JM, 
因此 
M 兰 Relk+m-1/J elk+m-]1、 
换 句 话说 ， 每 个 不 可 分 解 模 在 同 构 的 范围 内 都 可 由 它 的 长 度 和 基 座 刻画 .现在 由 于 
Re; > Jepy) 一 0 是 投射 盖 ， 从 而 cisi > m 当 且 仅 当 
M = Re;/J™e; = Jegsy/J™* e441), 


并 且 存在 从 M 到 Retey)/J™ Meyer 的 真 嵌入 . 
现在 设 RE 是 不 可 分 解 内 射 模 ,SocE = S,, 因此 


E = E(Re;/Je;). 


从 而 每 个 左 R- 模 M(SocM = 5;) 都 可 以 嵌入 到 EE 中 ， 因 此， 到 是 极 大 长 度 的 唯 
一 单列 模 ， 其 基 座 为 5;, 从 而 我 们 有 

32.6 定理 U RR 是 不 可 分 解 的 列 环 ， Rel,…, Ren 是 Kupish 列 ， cb ;cn 
是 容许 序列 ， 对 于 1 < i < nA m < ci, 不 可 分 解 模 Rei/.Jmei 是 内 射 的 当 且 仅 当 
City SM < ci. 特别 地 ，Rei 是 内 射 的 当 且 仅 当 cir) < ci- 口 
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STH PRB Rei (cis < ci) 是 不 可 分 解 的 投射 的 内 射 模 ， 正 如 我 们 所 
见 ， 列 环 是 QF-3 环 . 这 样 ， 它 们 的 极 小 忠实 模 在 下 面 的 推论 中 得 以 描述 . 
32.7 推论 i R 是 不 可 分 解 的 列 环 ， Rei,…, Ren 是 Kupish 列 ，c1,…,cn 
是 容许 序列 ， 则 
Beis s)<e Rei 


是 极 小 忠实 左 R 模 D 
cl 二 1 的 情形 


不 可 分 解 的 列 环 的 特殊 情形 cl = 1 是 十 分 特别 的 . 在 此 情形 下 ， 箭 图 QCR) 是 
有 向 图 


el 一 ez 一 … 一 en-. 


我 们 将 看 到 ， 它 们 是 上 三 角 和 矩阵 环 的 商 环 .实际 上 ， 设 D 是 除 环 , R = UTM(D) 
是 D 上 的 上 三 角 和 矩阵 环 ， 则 R 是 不 可 分 解 的 列 环 ， he1,…, Ren 是 其 Kupisch 列 ， 
其 中 ei 是 第 让 个 位 置 是 1 其 它 位 置 元 素 都 是 的 矩阵 ， 它 的 容许 序列 是 cl = 1,c2 = 
2,…,cn =n. 还 要 注意 , 在 此 情形 下 Rei 是 单 的 ，Soc Rep = --- & Soc Ren % Rey, 
所 以 


Soc(RR) S P} Soc(Re;) S (Rei)” 

是 投射 的 ， 反 之， 我 们 有 

32.8 定理 设 民 是 基本 的 不 可 分 解 的 列 环 ，Re1,…, Ren 是 Kupish 列 , .如 果 
Re, 是 单 的 ， 则 R 同 构 于 除 环 D 上 的 nxn 上 三 角 矩 阵 环 UTM, (D) 的 商 环 ， 而 
AL, 如果 Soc(RR) 是 投射 的 ， 则 R= UTM, (D). 

证 明 假设 c= 1, 则 对 于 k=1,2,…,n, 有 ck<kk. 由 引 理 32.5 我 们 可 得 Re; 
的 唯一 的 合成 因子 是 5; 的 第 一 个 cj, 5;-1,… AlS = Rei/Jei). 于 是 ,对 于 一 切 i 
Mj Beat jc) <i <5, H 

eiRej = eS; 

在 etRei 上 是 单 的 或 者 eiRe; = 0. 类 似 地 ,eiRej 在 ej; Re; 上 或 者 是 单 的 或 者 是 零 . 
BORE, BE a1,…,an 如 (32.5) 中 所 述 ， 如 果 我 们 令 


ef i=j 
O | aitaja = eiai ajiej 1<i<j<n, 
则 eiRei 是 除 环 ， 并 且 当 1 <i<j<nst, 


eiRej = eiReiei; = eijej Rej. 
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从 而 存在 除 环 同 构 
O; : e;-1Rei > eRe; (i= 2,---,n) 


使 得 
di—1āi-1 = a;-10;(di-1) (dee-lRei-l)， 
i i 
Rej = DeiRe; = J eiReieij- 
i=l i=l 
现在 设 ol = le Reis 


6; =0;0::-00; :eRe > eRe; (i=1,---,n), 


再 设 
D = {ii(z)+6z(z) 二 … 十 in(zjlz € ex Rey}, 
W D 是 除 环 ， 
R=} Dej. 
i<j 


如 果 d = Ej 6:(x), 则 对 于 i= 2,…,n, 有 
daj—1 = 6;-1(x)a;-1 = ai_lbi(z) = ai_1d. 
这 样 ， 我 们 可 得 ， 当 1 <i<j 和 时 ， 对 于 一 切 de D, 有 
deij = eijd, 


且 满 映射 
[dy] = Dj dijeij (ldy] € UIM,(D)) 
i<j 

是 环 同 态 . 对 于 最 后 的 论断 , 我 们 注意 , 上 述 满 射 是 D mr BH, 而 且 容 易 看 
到 , 如 果 Soc(RR) 是 投射 的 , 则 对 于 一 切 1< i<j <n, Hej #0. a 

如 果 忆 是 不 可 分 解 的 列 环 ， 具 有 Kupish 列 Re1,…, Ren, 则 类 似 于 (32.8) 中 证 
明 , 可 知 一 切除 环 erRei/eiyei WEH, 即 如 果 RR 是 基本 环 , 则 R/T 是 nn 个 相同 除 环 
的 直 和 . 我 们 可 能 希望 这 样 的 除 环 和 容许 序列 可 以 决定 环 R, 但 环 Za 和 Zo[z]/(z?) 
击 碎 了 我 们 的 希望 . 然而， 我 们 将 表明 对 于 某 些 有 限 维 代数 ， 我 们 所 希望 的 结果 是 
成 立 的 ， 
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可 分 列 代数 


FRK C CenR 上 的 有 限 维 代数 及 是 可 分 代数 , 如 果 每 个 单 R- 模 的 自 同 态 环 
完全 由 天 中 元 素 的 标量 乘法 所 组 成 . 这 等 价 于 R/J(R) 作为 K- 代数 同 构 于 K E 
阵 环 的 直 和 . 如 果 是 基本 环 , 则 是 可 分 的 当 上 且 仅 当 kR= Kei@…e@Ken@J(R), 
其 中 e1,…,en 是 宕 等 元 的 基本 集 . 如 果 K 是 代数 闭 域 , 则 R 是 可 分 的 (练习 (82.7). 

如 果 多 是 有 0 的 有 限 半 群 ( 即 对 于 一 切 z E 多 , 有 0z = 0 = 20), PRERE 
是 一 个 具有 K 基 为 AO 的 代数 (可 能 没有 单位 元 ), 并 且 (AURA 2\0) 乘法 满足 


(Eha) (Dh) = (Dh) 


Or = 0 € 2. 类似 于 练习 (1.15), 我 们 可 以 把 这 一 对 象 定义 为 KA = {f : 2 一 
K | f(0) = 0}. 

我 们 利用 此 概念 来 证 明 

32.9 定理 MEK 是 域 ， 则 任意 两 个 有 恒 等 容许 序列 的 可 分 的 基本 的 不 可 分 
解 列 KK - 代数 都 同 构 . 

证 明 设 忆 是 满足 题 意 的 天 - 代数，Re1,… ,Ren 是 Kupish jj. hF R&T 
分 的 基本 的 代数 ， 从 而 有 c(RR) = dim(kR) = Dici 这样， 由 (32.5) 易 得 ， 如 
FH aja eei-iyJei\J2( = 2……,m), an € enJei\J(AHg9-Jei # 0), W {e1,+++,en} U 
{oi ,Qn-1,an} 生成 了 (R,-) 的 子 群 (2, -), (2,) 中 的 非 零 元 形成 了 RW K- 
W. 因此 ， R= KB. 由 于 经 (32.5), 多 中 的 乘法 表 是 由 容许 序列 c1,… ,cn 确定 
的 , 这 便 完成 了 定理 的 证 明 . 口 

给 定 容 许 序列 cl,…,cn， 定 理 32.9 提供 了 构造 列 环 的 一 个 方法 ， 设 
Eitten diy an 以 及 0 是 不 同 的 符号 (如 果 cl = 1, Wan = 0)， 则 用 
Oia) Op) 表示 有 一 多 元 组 (a 和 … atia) ai~). & 

F = {ajiz  tapi-a | 1S k <i =1,---,n} U1{0}, 
R = {e1 ,en} U S. 
FER bid MAU: 
ee; =e (i=j), 
ejafi- 朋 af-aelt 一 af- 则 ak (F = [A], = i), 

(a-t) +++ 13-1) )(@p—s] ot) = ots al- (f=E-s),s+t< ci), 
并 且 定 义 一 切 其 他 的 积 都 为 0. 如 果 z,y 中 任意 一 个 , 或 者 > 是 0 或 ei 是 0, 则 显 
然 有 (zy)z = z(yz). 事实 上 ， 除 了 当 


T = alk-u] Ak Y = -dg aji Z= @p—s]) ah- 
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Et, Bh k= [jti = listua c ,这 种 情况 外 ， 在 其 它 任何 情况 下 结合 性 
都 成 立 ， 但 即使 在 这 种 情况 下 ， 我 们 也 有 


(zy)z = 0z=0, 
而 且 由 cj = cti_g > ci 一 s 我 们 可 得 
stt+urs+ej>c. 


因此 
T(Yyz) = aji-u—t-s) af 二 0 
从 而 多 是 半 群 . 


32.10 定理 WMR c1,… ,cn 是 容许 序列 ，K 是 域 ， 则 存在 可 分 列 K - 代数 RR， 
其 中 Kupish 列 为 Rei, +++, Ren, c(Rei) = ci, (i= 1,--+,n). 
证 明 当然 , RING R= 无 冤 ,余下 的 证 明 留 做 练习 (32.8). 口 


转 置 和 Nakayama 的 刻画 


Artin 环 和 Artin 代数 的 表示 (或 模 ) 理论 中 最 有 效 的 工具 之 一 是 Auslander 和 
Bridger[69] 中 的 转 置 ， 这 里 我 们 利用 它 来 得 到 列 环 的 Nakayama 刻画 .但 首先 我 们 
需要 更 多 的 投射 模 上 的 知识 . 


称 RR 模 的 正 合 列 
Pi- »M .0 


是 M 的 极 小 投射 表现 , 如 果 Pi IP, 是 有 限 生成 投射 模 , HL Kerf < Pi, Imp < Pp. 
4 RR 是 半 完备 环 时 ， 每 个 有 限 表现 R - 模 都 有 极 小 表现 ( 见 练习 (20.17)). MRA 
J = ICR), 则 极 小 性 恰 是 指 Kerf < JP Imf < JPo. 首先 我 们 证 明 这 些 表现 本 质 
上 是 唯一 的 . 
32.11 引 理 ”如果 M 和 N 有 极 小 投射 表现 
中 一 上 -am 一 NM 一 0， er -or 一 N 一 -0， 
则 M s N 当 且 仅 当 存在 pi 和 wo 使 得 图 表 


五 £ Po 
P1 | Po 
Q:—4 Qo 


可 交换 . 


证 明 充分 性 是 显然 的 . RZ, 给 了 同 构 p : M 一 N, 我 们 利用 Po 的 投射 性 可 
得 yo, 使 得 图 表 
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$ fo 


P,—++ Po—*+ M—+ 0 


Pi [e ka 
Q RQ N— 0 

的 右手 边 方块 可 交换 ， 从 而 gopo 是 满 同 态 . 因为 go 是 多 余 满 同 态 , 所 以 wo 是 
满 同 态 , E yo 可 分 , 这 是 因为 Qo 是 投射 的 . 又 Ker po < Ker pfo = Ker fo < Po, 
因此 yo 是 同 构 .现在 yo(Ker fo) = Ker go, 这 样 ， 由 正 合 性 我 们 可 以 用 获得 wo 的 
方法 来 获得 y1. a 

RRR 一 对偶 ( )* 和 它 在 §20 中 的 性 质 是 转 置 的 基本 分 支 ， 我 们 也 需要 

32.12 引 理 ”如果 P 是 有 限 生成 的 投射 左 R- 模 ， 了 < RR, 则 把 Homa(P, 了) 
看 作 P* 的 子 集 ， 有 


P*I = Homa(P,1). 


证 明 由 于 (有 限 生 成 的 ) 投射 模 (20.17) P* 是 平坦 的 ， 从 而 由 (19.17), (20.10) 
和 (19.6) ， 我 们 有 同 构 
P*I = Homa(P,R) ORT 
= Homr(P,(R 8r I)) 
= Homa(P, 1). 


这 些 同 构 的 合成 使 得 图 表 
P'I 


pt 


Home(P,1)—*—+ Homp(P, R) 
可 交换 . o 
如 果 下 - 模 M 有 极 小 投射 表现 
pt. Pyo— M— 0, 


则 M 的 转 置 定义 为 了 TM = Coker f*, 其 中 f* = Homa(f, R). 
32.13 定理 设 已 是 半 完 备 环 ， 如 果 M EE ( 右 )R - 模 ，M 没有 非 零 的 投射 


直 和 项 ， 并 且 
pL. »—- M— o0 


是 极 小 投射 表现 ， 则 正 合 列 


EE (A)R- RTM 的 极 小 投射 表现 . 而且, TM 没有 非 零 的 直 和 项 . 
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证 明 i J= J(R), 假设 R, M 和 正 合 列 

pL pf. M— o 
满足 题 设 ， 考 虑 正 合 列 . 

Po pp" TM —~0, 
其 中 TM = Pr/Im f*, n EARRAS. 由 (20.17) 知 Py 和 Py 是 有 限 生成 投射 
H. WMR ye Pe, W 

ONP) =7(F(P)) < WI Po) < J, 
因此 由 (32.12) 得 
Im f'G Pid. 


如 果 6e Ker f*, W Ker fo = Im f C Ker ô, MFETE R - 映射 的 交换 图 表 
pp. m—-0 


P 


这 样 ， 由 于 M 和 Im y 没有 非 零 的 投射 直 和 项 ， 从 而 Im 6 = Im yp CI (练习 
(32.11.2)). 此 时 应 用 (32.12) 我 们 有 


Kerf* C Py, 


所 以 f 产生 了 M 的 极 小 投射 表现 . 

对 于 最 后 的 陈述 , 假设 TM = Pr/Imf* 有 非 零 的 投射 直 和 项 , 则 Pr = QQ’, 
其 中 Q + 0,Im f* C Q'( 练 习 (32.111). 从 而 Py = Pe PY, HAH P = {ye 
P*O’) = 0} = Q*(R (16.3)). {E 0 # P* C Ker f**, 这 是 因为 由 Ye P 可 推出 
fr = yo ft =0. 根据 Po Al Pi 的 自 反 性 (20.17), 有 


Pp"— Ps 


ES Po, 
这 与 Kerf <P, ŽA. a 
MA REPRE, e1, en 是 本 原 短 等 元 的 基本 集 , 则 Rei + eR S (Rei)* 
是 不 可 分 解 投射 左 R- 模 和 不 可 分 解 投射 右 R- 模 的 同 构 类 型 之 间 的 忠实 对 应 
(27.10). 转 置 提供 了 有 限 表现 的 不 可 分 解 左 R- 模 和 有 限 表现 的 不 可 分 解 右 R- BE 


+ 350- FAR BI Artin 环 


的 同 构 类 型 之 间 的 忠实 对 应 . 如 果 我 们 选择 每 个 有 限 表现 R- 模 的 一 个 固定 的 极 小 
投射 表现 ， 则 转 置 可 以 看 作 下 面 推论 所 描述 的 映射 对 - 

32.14 推论 MR RAKE, T 是 没有 非 零 的 投射 直 和 项 的 有 限 表现 左 
R- 模 类 和 右 R- 模 类 之 间 的 转 置 ， 则 了 满足 

(1) T0 = 0; 

(2) TM = TN 当 且 仅 当 M=N; 

(3) T(M@N)~TM OTN; 

(4) TTM = M. 

证 明 (1) 是 显然 的 ; (2) 可 由 引 理 32.11 得 ; (3) 是 成 立 的 ， 这 是 因为 每 对 极 小 
投射 表现 的 直 和 也 是 极 小 投射 表现 ; (4) 是 (32.11) 和 Pi. Po 的 自 反 性 (20.17.1) 的 
一 个 推论 . 口 

称 R 上 的 左 模 M 是 局 部 的 , 如 果 Rad(M) 是 M 的 多 余 极 大 子 模 . 这 等 价 于 
M 是 有 限 生成 的 ， 并且 M 有 唯一 的 极 大 子 模 ， 从 而 每 个 局 部 模 都 是 不 可 分 解 的 ， 
而 且 如 朵 REFEREA, WM 是 局 部 模 当 且 仅 当 它 是 不 可 分 解 投射 模 的 满 同 态 
象 一 - 即 它 的 投射 盖 . 

当 引 入 列 环 后 ,Nakayama 证 明了 列 环 上 的 一 切 模 都 是 局 部 (单列 ) 模 的 直 和 
(32.3(b)). 有 反之， 我们 也 证 明了 . 

32.15 定理 WIR RAE Artin Hf, 并 且 它 的 每 个 有 限 生 成 的 不 可 分 解 模 都 是 局 
部 的 ， 则 R EAR. 

证 明 WI =J(R), eF fi E R ARE TCG 


ok, Rfi > Re — Re/ Je > 0 
是 Re/Je 的 极 小 投射 表现 . 由 (32.13) 和 (4.7) 我 们 有 极 小 投射 表现 
eR of, fiR > T(Re/Je) +0, 


由 (32.14) Bl T(Re/ Je) 是 不 可 分 解 的 .这 样 ,由 题 设 得 上 = 1, 因此 Je/J2e™ Rfi/J fa 
是 单 模 . 从 而 REZAR (注意 ， 到 目前 为 止 ， 我 们 只 有 右 不 可 分 解 模 的 局 部 性 ). 
FRU, RAEI. 口 

最 后 我 们 注意 ，Dischger 和 Müller|84] 以 及 Waschbush[86] 都 已 经 证 明 列 环 
也 有 自 对 偶 ， 他 们 的 证 明 技 巧 性 很 强 ， 此 处 路 去 。 Warfield [75] 中 给 出 了 Artin 列 
环 的 有 趣 的 叙述 . 
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1. 证明: 如果 REAK, Rei,- , Ren 是 Kupisch 列 , ci = c( Rex), di = cleiR) (i= 1,---,n), 
则 
(1) ddn 是 c1,…,cn 的 置换 。 [提示 :对 LCR) 用 归纳 法 .] 

(2) 如 果 Socle:R) 兰 e;R/e; J, W E(Re:/Je:) 兰 Re;/JI% e;. 

2. 如果 RIZ Artin 环 ，e1,… ,en 是 寡 等 元 的 基本 集 ， 尽 的 Cartan 和 矩阵 是 C(R) = [[exy]], 
其 中 cy 是 同 构 于 Rei/Jei 的 Rey 的 合成 列 中 的 合成 因子 的 个 数 ， 证 明 ; 

(1) cij = ee, ReeiRe;). 
(2) e(Re;) = Ei cij- 
(3) 如 果 R AS, W c(eiR) =O, ey. 

3. BR 是 基本 列 环 ， Re1,…, Ren 是 Kupisch Jj, H ci = c(Rei). 证 明 , FRIC RR 是 
理想 当 且 仅 当 存在 整数 0 < bi < ci 和 ht+lG=2 0) 和 bh < bn 十 1 使 得 
T= Epa J"e. 

A. 证明， 如 果 及 是 列 环 ， 则 下 列 等 价 : 

(a) Soc(aR) 是 投射 的 ; 

(b) R 是 左 遗 传 的 

(c) RR 是 右 遗 传 的 . 

[注意 ， 任 意 完 备 环 或 者 nother 环 R.E (b) 等 价 于 (c)( 例 如 见 Rotman [79])]. 

设 S 是 半 完 备 环 , RIr < J(S). WE: ME S/T ~ R(Morita 等 价 ), 则 存在 一个 环 S = 9 

和 理想 T < J(S') 使 得 5'/T' & R. (提示 练习 (17.16) 和 (17.12) 的 证 明 .] 

6. 3 D 上 的 (m, ,mn) 块 上 三 角 和 矩阵 环 是 形 如 [[4;]] 的 矩阵 全 体 构 成 的 环 ， 其 中 Ay; 是 D 
上 的 mi x mj WBF, Aij = 0 (i > j). 证 明 : 
(1) S ~ UTM(D)(Morita 等 价 ), (其 中 D 为 除 环 ) 当 且 仅 当 存在 mi, ,rnn 使 得 5 同 构 
于 D 上 的 (m1,…,mmn) 块 上 三 角 矩 阵 环 . 
(2) WMR R 是 不 可 分 解 的 列 环 , cl = 1 (ci =i (i= 1,---,n)), W RE D E ( 同 构 于 ) 块 上 
三 角 环 的 同 态 象 . 

7. BR 是 域 K 上 的 有 限 维 代数 . 证明， 
(1) 如 果 REEF, N RR 是 可 分 的 当 且 仅 当 k R= Ker @… @ Ken @ J(R). 
(2) 如 果 K 是 代数 闭 域 ， 则 RR 是 可 分 的 . [提示 首先 表明 K 是 K 上 唯一 的 有 限 维 可 除 
代数 .] 

8， 一 个 有 0 的 有 限 半 群 2 使 得 Z = {e1 en} U J MERIC I, SRC J, J" = 
{0}, 和 ciej = Sye J ERRAN, c1,---.en JETER, WH g J) 多 二 
UijeiRe; 称 为 代数 半 群 . 

(1) 证明; 如 果 多 是 代数 半 群 ,R = KZ, W J(R) = K J , AGRRe; = Ke; (i = 1,+++,n). 
(2) 完成 定理 32.10 的 证 明 . 

9， 设 忆 为 列 环 , 如 果 它 的 每 个 不 可 分 解 投射 模 都 仅 有 一 个 合成 因子 的 同 构 类 型 ， 则 称 RR 为 单 
列 环 . WE: XT Artin 环 R, 下 列 等 价 : 

(a) R 是 单列 环 ， 


+ 352- 第 八 章 ”经 典 Artin 环 


10. 


11. 


12. 


(b) R 是 每 个 Kupisch 列 仅 有 一 项 的 列 环 的 直 和 ; 

(c) R 同 构 于 局 部 列 环 上 的 矩阵 环 的 直 和 ; 

(d) R 的 每 个 商 环 都 是 QF 环 ; 

(e) R 的 每 个 左 理想 和 每 个 右 理想 都 是 主 理想 . 

证 明 : 左 R- M 的 子 模 格 是 (可 能 无 限 的 ) 链 当 且 仅 当 对 于 -一切 ry € M, 有 Rr < Ry 
或 Ry < Re. 

对 于 投射 模 RP, 证 明 : 

(1) WẸ I <r M, M/I S PSN, W M = P'S N', 已 兰 已 TEN 

(2) 如 果 P 的 每 个 满 同 态 象 都 有 投射 盖 ,a M 没有 投射 盖 直 和 项 , H o:M— P, W Imo 
P. 提 示 : (17.17) 和 上 面 的 (1).] 

利用 转 置 证 明 ， 如 果 RIEZ Artin 环 ， 且 RR 只 有 不 可 分 解 的 有 限 生成 左 模 的 有 限 多 个 同 构 
类 型 ， 则 REE Artin 环 ， 并 且 其 上 的 左 和 右 有 限 生 成 的 不 可 分 解 模 的 同 构 类 型 的 个 数 相 
fa. 

a 设 e1,… ,en 和 fis fm 是 半 完 备 环 RAREST, BR M 有 极 小 投射 表现 


Rh OO Rfm 一 人 


Re. ®---@ Ren — M— 0. 


把 左 ( 右 ) 模 看 作 行 ( 列 ) ht, a 可 看 作 由 矩阵 A = [[aij]], ai; € fiRe; FBIM ATARK. R 
证 ， 


JiR eR 
® e 
TM=| : | /A- 
® p 
fnR em 及 


设 尺 是 左 Artin HK, J = J(R), 本 原 宕 等 元 的 基本 集 为 el, ,en, ME Si = Rei/Jei(i = 
1 nm) 为 单 模 . BE hay 表示 Je;y/J?e; 的 5; 齐 次 分 量 的 合成 长 度 . R 的 左 箭 图 是 有 向 图 
Q(RR), 其 中 项 点 集 为 te sen}, hig 射 为 


ej— ee: (k=1, hij 1 Sij <n) 


如 果 忌 是 右 Artin 的 ， 则 QRr) 可 类 似 地 定义 

(1) 求证 ， R 是 不 可 分 解 的 当 且 仅 当 Q(RR) 是 连通 的 . 
(2) WEB: R 是 左 列 环 当 且 仅 当 至 多 一 个 射 存在 一 个 顶点 . 
(3) 设 K 是 域 ,RR 是 下 列 全 体 矩 阵 构成 的 代数 ， 


cocoon 
ooom8 
cones 
ee one 
zy ocaN 


其 中 年 阵 元 都 在 K F. 计算 QRR) 和 Q(Rr) ， 证 明 R 是 左 列 环 但 不 是 右 列 环 ， 
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15. 


(4) 描述 一 个 “典型 的 ”不 可 分 解 左 列 环 的 箭 图 . 

给 定 一 个 ME ( 即 一 个 有 限 有 向 图 2 是 路 半 群 P(.2) ， 就 是 一 个 自由 半 群 ， 它 在 顶点 
61,…,en 上 为 0， 

马 的 射 e +e; 由 关系 R 

ae, a; 

0， 否则 

决定 . 这 样 ,如果 我 们 设计 c1,… ,en 是 长 度 为 0 的 有 向 路 , 我 们 可 以 把 P(2)\0 等 同 于 2 
中 的 有 向 路 (例如, 如果 射 61 一 全 ~ e2 一 ~ es HE 2 HH, W Bax BR 2 PRE > 2 的 
唯一 的 路 ). 如 果 K 是 域 ， 我 们 记 作 


eiej = 6:51, eiaei = 


K|2] = KP(2), 


这 个 半 群 代数 称 为 2 的 K - 路 代数 . 设 N 表示 由 2 中 长 度 > 2 的 路 生成 的 [2] 的 理 
想 ， 证 明 ， 
(1) 如 果 了 < N ES, R= K[Q|/T 是 有 限 维 的 ， 则 .2(aR) = 多 ，R 是 可 分 的 基本 代 
数 ， {ei + 7 en 十 1} 是 它 的 每 等 元 的 基本 集 . 

(2) 如 果 R 是 可 分 的 基本 代数 ， 2 = 2RR), 则 存在 理想 T< N 使 得 K[Q)/1 = RE 
示 : 如 果 J = J(R), W 2 中 射 的 个 数 是 J/J? 的 K - 维 数 ， 再 见 练习 (1.15(4)).] 

(3) MR 2 由 一 个 射 和 一 个 顶点 组 成 ， 则 K[2] S K[X]. 
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